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A hazai tankdnyvpiacon hianypdtlo konyvet vehet kezébe most az olvasd, amely az emelt szintii
matematika érettségi vizsgara vald sikeres felkészitést, illetve a felsGoktatds matematikaképzésébe
vald sikeres bekapcsolodas eldsegitését tartja els6dleges céljanak.

A tankdnyv az emelt szintli tananyag azon részét tartalmazza, amelyet a 11. és 12. osztalyban
szokas tanitani, tanulni. Egyre nyilvanvalobba valik, hogy az emelt szinti matematika érettségi
vizsga eldbb-utdbb feltétele lesz a miiszaki, kozgazdasagi, informatikai és matematika alapszakos
egyetemi képzésnek. A tartalmi kdvetelmények természetesen valtozhatnak, ezért néhany esetben,
ahol ezt feltétleniil indokoltnak éreztiik, talléptiink a szorosan értelmezett emelt szinti érettségi
tananyagon. Ezeket a részeket kék szinnel jeldltiik meg, ugyanis az emelt szintli érettségi vizsgara
vald késziilés mellett annak a lehetdségét is szeretnénk biztositani olvasoink szdmara, hogy a felsé-
foku intézményekben a matematikatanulmanyok elkezdése ne okozzon nagyobb nehézséget. Ebbol
a szempontbdl kiilondsen fontosnak tartjuk a konyv Analizis, Kombinatorika, illetve Valdsziniiség-
szamitas cimii fejezeteit, amelyek anyaga minden, a természettudomanyos képzésben részt vevo
didk szdmara nélkiilozhetetlen. Ezek azok az anyagrészek, amelyek a korabbi érettségi-felvételi
rendszerben szinte egyaltalan nem szerepeltek, mig a kétszintl érettségi rendszerben a tananyag
jelentds hanyadat alkotjak. (Analizis, fliggvények: 20%, Valoszinliség-szamitas, statisztika: 15%,
Kombinatorika: 25%.) Altaldban azokban a fejezetekben, amelyek eldzményei korabbi osztalyok
tananyagaban szerepelnek, ismétlésképpen roviden attekintjiik az ott targyalt ismereteket is.

A fejezetek végén Oldjuk meg! cimmel gyakorlofeladatokat is kozliink, amelyek részletes meg-
oldasait a konyvhoz kapcsolodo digitalis tananyagban fogjuk kozreadni. Azoknak a feladatoknak a
végeredményeit, amelyek egyszertien adodnak, a konyv fiiggelékében talalhatjuk meg. A feladatso-
rok végén altaldban jelentds szdmu, tovabbi megoldando6 problémat ajanlunk az olvasé figyelmébe a
Maxim Kényvkiado Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. évfolyam cimii feladatgyiij-
teményébdl. Eléfordul az is, hogy az interneten megtalalhat6 adatbazisokra mutat6é cimeket adunk
meg. Ezeken a helyeken vagy tovabbi feladatokat, vagy a témahoz kapcsolddé érdekességeket, to-
vabbi ismereteket talalhatunk.

A fejezetek sorrendje igyekszik a tanari munkank soran szerzett tapasztalatainknak megfelelden
egymasra épitve targyalni a tananyagot. Ezt a célt szolgaljak a kiilonb6zo fejezetekben 1évé kidol-
gozott példak kapcsdn megtaldlhatod hivatkozéasok is. Természetesen bizonyos részek sorrend;jét fel
lehet cserélni, pl. Trigonometria — Hatvany, gyok, logaritmus. Az iskolai munka sordn a szaktanar
feladata lesz, hogy eldontse, mely fejezeteket targyaljak 11. osztalyban, és melyeket 12. osztalyban.
Ez nagyban fligg a heti 6raszdmtol és a tanitott csoport felkésziiltségétdl. A konyvhoz kapcsolodo
Digitalis kiegészito tananyagok és tanari kézikonyv cimii DVD-n megjelend kiadvanyban szerepelni
fog egy lehetséges felépités és tanmenet, rendszerezd, ismétld osszefoglalasok, valamint szamos
tankdnyvi abra GeoGebra programmal készitett valtozata is. Ez a program hasznos segédeszkéz
lehet tobb matematikai tudomanyag tanitasa soran.

Ugy gondoljuk, hogy kényviinket jol lehet hasznalni olyan kozépiskolas csoportokban, ame-
lyek tagjai matematika irdnyt tovabbtanulast céloznak meg, de az egyéni késziilést is jol timogato
eszkoz ez a kiadvany.

Koszonetiinket fejezziik ki a lektoroknak, akik tanacsaikkal, javaslataikkal nagyban elésegitet-
ték, hogy a kdnyv egységesebb, haszndlhatobb és teljesebb legyen.

A Szerzok

o.- . ..o
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Hogyan hasznaljuk?

Jelmagyardzat

Tankonyviink az emelt szintli érettségi vizsga kovetelményeinek szem el6tt tartasaval késziilt.
A leckék felépitése, szerkezete egyszer(, az attekinthetdséget a kiilonboz6 hattérszinezések és iko-
nok is segitik.

dldsl Aszigorfian vett emelt szinten tlmutato kidolgozott példakat jel61d ikont

Kozvetlenil a kidolgozott példak alatt szerepel azok részletes megoldasa, amelyben félkévér Ki-
emelésekkel hivtuk fel a figyelmet az Gjonnan megjelené fogalmakra, megéllapitasokra, mod-
szerekre.

................................................................................................................................

Daiinido Az 1j fogalmakat, axiomakat sarga hattérszinti keretbe foglaltuk. Itt 1rtuk
~ le a fogalmakkal kapcsolatban hasznalt matematikai jeldléseket is.

A tételek tobbsége utan azok bizonyitasa is megtalalhato.

A szigortan vett emelt szinten tilmutat6 ismeretekre, illetve az Oldjuk meg! azon feladataira, ame-
lyek megoldasa ilyen ismereteket igényel, vilagoskék hattérrel hivtuk fel a figyelmet.

A tankonyvben szerepld szakkifejezések jegyzéke a konnyebb attekinthetdség, kereshetdség kedveé-
ért a kotet végén a Fuggelékben talalhatd meg, amelyben délt betiivel jeldltiik azokat az uj fogalma-
kat, amelyek a 9.-es és a 10.-es tananyagban még nem fordultak eld.
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Hg‘tvénv, gyok, logaritmus

Anhatvany fogalméaval mar altalanos iskolas tanulmanyaink soran
talalkoztunk. Ha a tetszbleges valds szam és x 1-t6l kiilonb6z6
pozitiv egész szam, akkor a*-nel (a: alap, x: kitevd) jeldltiik az
olyan x tényez6s szorzatot, melynek minden tényezdje a. Abban
is megallapodtunk, hogy a' =a.

A 9. osztalyban mar tovabbléptiink. Ertelmeztiik a 0 kitevés
hatvanyt. Ekkor azonban az alapra megszoritast kellett tenni.
A nullatél kiilonbozé valés a szamra a° =1. Ebbél kovetkezd-
en a kitevé mar tetszleges természetes szam lehetett.

Itt sem alltunk meg, értelmeztiik a negativ egész kitevds
hatvanyt is. Ha a nullatél kiilonb6z6é valds szam és X pozitiv

1.1. 4bra Mit jelentez? |

. . S 1 e . . .
egész szam, akkor a™* = —. Ekkorra mar a kitev0 tetszOleges egész szam lehetett.
a

A pozitiv egész kitevos hatvany definicioja még egészen kézenfekvonek tiint (négyzet teriilete,
kocka térfogata stb.), de az eztan kovetkez6 definiciok meglepetést okozhattak. A 9. osztalyban esett
sz6 arrdl, hogy azért igy adtuk meg a meghatarozasokat, hogy a sziikebb kitevéhalmaz esetében
bebizonyitott azonossagok a bévebben is azonossdgok maradjanak. Ezt az elvarast permanencia-
elvnek neveztik.

Természetesnek tlinhet a tovabblépés: bovitsiik a kitevohalmazt, értelmezziik a racionalis kite-
vOs hatvanyt! Kovetkezetesen ragaszkodjunk a permanenciaelvhez! Ehhez vegyiik szamba a hatvé-
nyozas azonossagait! (A kifejezések értelmezési tartomanyanak meggondolasat az olvasora biz-
zuk.)

1. a'a’=a"™ (azonos alapu hatvanyok szorzata)
a* - , . .

2. —= a“”  (azonos alapu hatvanyok hanyadosa)

a

3. a'h*=(ab)" (azonos kitevéjii hatvanyok szorzata)

4, —= (%J (azonos kitevojii hatvanyok hanyadosa)

1.2. dbra Repetitio est mater ‘

studiorum 5. (ax )y =a” (hatvany hatvanya)

/7 - T e
V 1L palda Milyen meghatarozast adnank a kdvetkezO racionalis kitevés hatva-

. nyokra?
1 1 4 g g 8
a) 32 b) (-2)3 c) (-5)* d) 22 e) 117
Megoldas:
1
a) Legyen a =3?! Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat, és alkalmazzuk az 5. azonossa-
JRYTT IR got!
e |
.... ) ....
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a? =32
a?=3
a’=3

Két olyan valds szam van, amelynek a négyzete 3. Természetes,
1 - . z
= . L 1.3.4abra Melyiket valasszuk?

hogy a=+/3, azaza 3? =/3 meghatarozést adjuk. Y

4

b) Legyen b =(-2)3! Emeljiik harmadik hatvanyra az egyenlet mindkét oldalat, és alkalmazzuk az

5. azonossagot!
4 3
()

4
b° = (-2)°"
b® =(-2)*
4
Egyetlen olyan valés szam van, amelynek a kobe (-2)*, igy b=3/(-2)*, azaz a (-2)® =3/(-2)"

meghatarozast adhatjuk.

3
¢) Legyen ¢ =(-5)*! Emeljiik negyedik hatvanyra az egyenlet mindkét oldalat, és alkalmazzuk az
5. azonossagot!

¢ = ((_5)i J

3

o = (—5)?4
¢t =(-5)°
c* =-125

A kapott egyenletnek nincs valos
3

megoldésa, igy a (-5)* hatvany a
permanenciaelvnek megfelelé médon nem
értelmezhetd.

3
d) Legyen d =2 2! Emeljiik négyzetre az
egyenlet mindkét oldalat, és alkalmazzuk
az 5. azonossagot!

2
d? = [2'2 ] 1.4. bra Van megoldas?
3
d2=27"
d?=2"
...........
o 13 ]
o
° ‘
L) q
L) L]
... | ...
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ﬁg‘tvénv, gyok, logaritmus

A negativ egész kitevés hatvany definicioja szerint: d* = — - Ennek az egyenletnek két valos meg-
2

3
. R P |
oldasa van. Valasszuk koziilik a pozitivot, igy 2 ? = —.

V2

5
e) Legyen e=11"! Emeljik hetedik hatvanyra az egyenlet
mindkét oldalat, és alkalmazzuk az 5. azonossagot!

E 7
e’ :[117J

5
el =117
e’ =11°
e=11°

5
Innen 117 ={/11° az egyetlen — a permanenciaelvnek megfeleld

— értelmezési lehetoség.

3’2\

A példabol is 1athatd, hogy a negativ alap a tortkitevds hatvany megaddsakor problémat okoz, ezért
csak pozitiv valos alapra adjuk meg a definiciot, ami a példa alapjan természetesnek tlinhet.

1.5. &bra Permanencia_ |

ﬁ Dziinicio Ha a pozitiv val6s szam, p természetes szam és q 1-nél nagyobb pozitiv

p
) , y L Lo .1
egész szam, akkor a“ =~/a”. Ha r pozitiv racionalis szam, akkor a™" = —,

d

.....................................................................................................................................

Megmutathato, hogy a hatvanyozas mindegyik azonossaga érvényben marad e definicid esetében.
Egyet koziluk megnéziink, a tébbin érdemes gyakorlasképpen gondolkodni.

Legyen a pozitiv valos szam, p és m természetes szadm, illetve q és n 1-nél nagyobb pozitiv
egész szam!

pn+gm pn_ gm p,m

P m P
a.q 'aﬁ — QIap . n[am =qn a.pn 'qn[aqm =Q\n/apn .aqm =Q\n/apn+qm —a qn =aqn o _ a.q n

srer

ZAPEIUE Az alabbi szorzatok értéke egy-egy racionalis szam. Adjuk meg ezeket a
racionalis szamokat!

g 2 1

2 1 2 1 2 i 1 4,193 .903

a) 43323 b) (23+63+33 }(23—33] o 12720 ;2 1201

144 . 453 . 24
Sy
...-‘ ‘....
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2 %=1

Megoldas:

2 1 2 1
a) Legyen X = 433221 A hatvanyok alapjait primtényezdkre bontva: X = (22 ) (2 )3. Alkalmazva
4 5

a hatvany hatvanyozésara vonatkoz6 azonossagot: x = 23 - 23, Az azonos alap( hatvanyok szorzata-
9

ra vonatkoz6 azonossag szerint: x =2% =2° =8,
2 12 o1
b) Legyen y = (23 +6° +3° J (23 -3 J! A valds szamok szorzésa disztributiv az sszeadasra néz-

ve, igy:

2 111 2 1 2 1 1 1 2 1
y=2%-23+6%.2243%.2%-23.3°-6%-3% -33 .33,
Alkalmazzuk az azonos alapu és azonos kitevdjli hatvanyok szorzatara, valamint a hatvany hatva-

nyozasara vonatkoz6 azonossagokat, és végezziink dsszevonasokat:
3 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1

y=2%+123 +9%.23 —43.38 18 —33 =24+123 +18° —12° —183 -3=2-3=—1.
Szemflilesebb olvasdink felfedezhették,
hogy az

e b

azonossagot a = 2% és b =33 esetre alkal-

mazva gyorsabban eredményre jutottunk | e ap o poe kel ahhor, hogy hasznalni tudjuk!

volna.
3 2 1
74.12%-20° , e p L
¢) Legyen z=————-——"! Ahol lehet, a hatvanyok alapjait primtényezdékre bontjuk, és alkalmaz-

144 . 458 .24
zuk az azonos kitevjii hatvanyok szorzatara vonatkoz6 azonossagot:

3 2 182211
74.(2°-3)2 (22 5)F  7%-(27)7-33.(2°)3 57
7= = .

3 101 3 3 111
(2.7)2.(32.5)3.24 24.74.(32)3.53.24
Egyszertisitiink, és alkalmazzuk az azonos alapu hatvanyok szorzatara és a hatvany hatvanyozasara
vonatkoz6 azonossagokat:

(@) F(2) 2a.o 2
e
2¢.(3)e - 2¢ 2:3°

) Oldjuk meg!

1. Az alabbi szorzat értéke egy pozitiv egész szam. Hatarozzuk meg ezt a szamot!

11y ( 2 2
{3.23+43 J{543+43—6J

2. Az alabbi szorzat értéke egy egész szam. Adjuk meg ezt a szamot!

i3 s 3 3 3 3
(88—32 ](2 +o )[2 e )(2 +93J
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3. A kdvetkez6 szorzat értéke egy racionalis szam. Hatarozzuk meg ezt a szamot!
1 2 2 6 3

7
l-155 -175%.75.21%5.35%.55
33
2 3
. 3 2
4. Melyik nagyobb: a (Z)J vagy a [g) ?

5. irjuk fel egyetlen racionalis kitevSs hatvanyként a kovetkezd
kifejezést (a > 0)!

1.7. abra Melyik nagyobb? |

2 344 5

a?-ya*-ya’

a

6. frjuk fel egyetlen racionalis kitevés hatvanyként a kovetkez6 kifejezést (a > 0)!

o aya e
vat-ia®
Tovabbi feladatok:

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Koényvkiado.:
116., 118., 121. és 122. feladatok

2. A valos kitevos hatvany

A racionalis kitevGs hatvany értelmezése utan vizsgalhatjuk a kovetkezo fiiggvényt:

/:1Q—=R, f(x)=2" E fiiggvény hozzarendelési szabalyaban a kitevében szerepel a valtozd,
ezért exponencidlis figgvénynek nevezzik.

A racionalis kitevés hatvany definicigjabol kovetkezéen a fliggvénynek csak pozitiv értékei
vannak, R, c R".

A fiiggvénynek nincs maximuma, hiszen ha csak a pozitiv egész kitevds 2 alapu hatvanyokat
vizsgaljuk, azoknak sincs maximumuk, s6t nem is korlatosak feliilrdl.

A fiiggvénynek nincs minimuma, hiszen a pozitiv egész kitevds 2 alapt hatvanyok reciprokai
tetszdleges pozitiv szamnal kisebbek lehetnek.

Kovetkezzen néhany olyan abra, amely az f fiiggvény grafikonjanak részhalmaza. A [-2;2]

intervallumon kiilonb6z6 (d) 1épésenként abrazoltuk az (X; 2*) pontokat.

y‘ y‘ YA
1 . 1 - . o1 —
. .05 N seeee® 05
0lgos 1 X 0lgos 1 X 0lgos 1 X

21.4bra d=1 2.2.4bra d =% Q 2.3.4bra d =% Q
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et oY S .'.'......-'..-" ﬂ/ /(.‘..
i s -
01025 1 X 0025 1 K Ol025 1 X
2.4, 4bra d == 2.5.4bra d = — 26.4bra d = —
8 16 %2

LLLLE

AT TREES AR
I SN

Ezekbdl az abrakbol sejthetd, hogy az ffiiggvény szigortian mo-
noton ndvekvo a racionalis szamok halmazan. Ez a sejtés bizo-
nyithato is.

Ebbdl kovetkezik, hogy a fliggvény egyediil csak 0-hoz ren-
deli az 1 értéket.

Ha a 2.6. abrara tekintiink, akkor kedviink lenne folytonos
vonallal rajzolni a grafikont. Tehetjiik ezt? Nyilvanvaloan nem, i
hiszen az /' csak a racionalis szamok halmazan van értelmezve, g i
igy az irraciondlis szdmokhoz nem rendel semmit.

Ha mégis ezt akarjuk tenni, akkor értelmezni kell az irracio-
nalis kitevOs hatvanyt. Mit varunk el ett6l a definiciotol?

L 27 abra,Exponencialis”

W A permanenciaelvnek tegyen eleget!

W Az 1-t8l kiilonb6z6 pozitiv alapt exponencialis fliggvény értékkészlete a pozitiv valos sza-
mok halmaza legyen!

W Az 1-t6] kiilonboz6 pozitiv alapu exponencialis fliggvény a valds szamok halmazan szigo-
riian monoton legyen! (Ha az alap 1-nél nagyobb, akkor ndvekvd, ha 1-nél kisebb, akkor
csokkend.)

W Az 1-t6] kiilonboz6 pozitiv alapu exponencialis fiiggvény barmely valos helyen folytonos
legyen! (Ez a matematikus megfogalmazasa annak, hogy a fliggvény grafikonja folytonos
vonallal legyen lerajzolhato.)

Az ezeknek a feltételeknek megfeleld definicid — nem egyszerii modszerekkel — megadhato.
Visszatériink ra, ha a hozza sziikséges ismereteket a matematikai analizis (kalkulus) teriiletér6l mar
megszereztik.

Addig fogadjuk el, hogy a fenti kovetelményeknek eleget téve értelmezhetjiik a valds kitevds hat-
vanyt!

Legyen most a egytdl kiilonbozé (az a=1 esetén konstans fiiggvény lenne) valds szam,
S R—>R, f(x)=a* Osszefoglaljuk a fiiggvénytulajdonsagokat:

.. ..
e 17 4
o 1
° (
L) q

L) L]

...A ‘...
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Ha a>1 Hal>a>0

Grafikon: Ys y,
\
g S REEE
o X o 17
2.8. dbra 2.9. bra
Ertékkészlet: R* R*
Menete: szigorian monoton nd szigorGian monoton
csokken
Szélsoérték: nincs nincs

eccccccccccce ececccce LYY

3. Alogaritmus

A hatvanyozas valos kitevore vald kiterjesztése utan latni fog-
juk, hogy ha a egyt6l kiilonb6z6 pozitiv szam, akkor az a alapu
exponencidlis fuggvény értékkészlete a pozitiv valés szamok
halmaza. Ez azt jelenti, hogy barmely b pozitiv valds szam ele-

; me az a alapu exponencialis fliggvény értékkészletének, azaz
/ lesz egyetlen (a fiiggvény szigorian monoton) olyan valos kite-
' v6, amelyre a-t emelve b-t kapjuk. Ez kiilon nevet is kapott:

(=]
L
=3
¥ -
=
=

3.1. &bra Van olyan valos kitevo,
amelyre a-t emelve b-t kapjuk
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VEHIID] Ha a 1-t61 kiilonbozé pozitiv valds szam és b pozitiv valds szam, akkor
i loy, b (,aalapu logaritmus b”) az a kitevé, amelyre a-t emelve b-t kapjuk, azaz a 9. — b,
{ Az aa logaritmus alapja, a b pedig a logaritmus numerusza.

.....................................................................................................................................

1 1
a) log,4  b) log,——  ©) log, s d) 10ysg5, 1 ©) 10020092009 ) loy .2

Megoldas:

s

tuk.

b) |Og3i=—4, mert 34 =i4=i_ .. ) -_". @ :
81 3 81 : G s ¢
9 @
hyp) (sin) (o) (&
T ———— © D & @
c) log =log, —— =log, —=log.[5 * |=—=. A loga- O @D G e
5 4125 5 3/573 5 5% 5 4 L—iébra Logaritmus

a szamolégépen

T S S .
Mas médon: I0938—1—I0933—4—Iogs(3 )=-4. A logaritmus

s

s

d) 10g,0,,1=0, mert 1954° =1. Tekintettel arra, hogy barmely 0-t6l kiilonb6z6 szam nulladik hat-
vanya 1.

e) 109,40, 2009 =1, mert 2009' = 2009. Tekintettel arra, hogy barmely valos szdm elsé hatvanya
Onmaga,

................................................................................................................................

ha a 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv valds szam, akkor loy, a =1.

.....................................................................................................................................

log,. 2=y;
2=(316)";

4y

2=23

...00....
S 19
: ;
L } 4

[ ] L]

° ) )
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1

1yt Lo B 1
a) 3t =37 g =9-(273 } =9-273"" = 9. (27 *)s = 9.4° = 3/2916.

16 16 16

b) 16l—|0925 — —

(2'0925)4 =5_4 ﬁ

ogs 2
C) 252+Iogs3—log1254 _ 252 (SI ’ 3) _ 625-9 _ 5625 _ 56259/2

(125'09125 4 )g 4% 23/5 4

@ 3. udlds Adjuk meg a kdvetkez6 logaritmusokat egyetlen valos szamként!

a) loy, 9, loy, 27, loy, 243.
1 1 . .
b) 1g10; lg—; lg—. (A 10 alapu logaritmus jele: 1g.)
g 100 10 g J g
c)ld 8; 1d 16; 1d 128. (A 2 alapt logaritmus jele: 1d.)
d) log, 125; log, %; log, 25.
S Megoldas:
o L | A logaritmus definicidja miatt:
1. a) log,9=2; log, 27 =3 log, 243=5.
& b) Ig10=1; lg——=—2.  Igt=_1
0,5g ’?U ’ 100 ’ 10 .
e Gif c)ld8=5 1d16 =4; 10128 =7.
- 1
3.3. &bra pH = —log,[H'] d) log;125=3; log; 5 -1 log; 25=2.
T2 %
.... ) ....

MatEm_Book.indb 20
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A 3. példaban az els6 két oszlopban levé logaritmusok numeruszainak szorzata a harmadik oszlop-
ban levd logaritmus numerusza, a megoldasokban az elsé két oszlopban levé logaritmusok sszege
pedig a harmadik oszlopban levé logaritmussal egyezik meg. Megsejthetd a kovetkezo:

- Tétel Ha a 1-t6] kiilonbdz6 pozitiv valos szam, b és ¢ pozitiv valés szamok,
i akkor log, (b-c)=log, b+loy, ¢, azaz a szorzat logaritmusa egyenld a tényezék logarit-
: musainak 6sszegével.

Bizonyitas:
A logaritmus definicidja szerint: ~ a°%®9 =b.c. (1)

A logaritmus definicidja és az azonos alapu hatvanyok szor-
zatéra vonatkozé azonossag szerint:

a'Ioga b+log, ¢ — aIogab . aIogac — b .C. (2)

Az (1)-b8l és (2)-b8l: a"% ) = g"%*1% ¢ Tekintettel arra,
hogy az a alapl exponencidlis fiiggvény szigorlan monoton,
log, (b-c)=log, b+log, c.

Ha a 3. példa 2. és 3. oszlopat vetjiik 6ssze az 1. oszloppal, akkor megsejthetjiik a kdvetkezot:

L 3.4 &braLogarléc

- Téte] Ha a 1-t6] kiilonb6zd pozitiv valos szam, b és ¢ pozitiv valés szamok,
] b . .

: akkor log, (—]z log, b—loy, ¢, azaz a hanyados logaritmusa egyenl6 a szamlalo logarit-
] ©

i musanak €s a nevez0 logaritmuséanak kiilonbségével.

Bizonyitas:

. . . log.| | b
A logaritmus definicidja szerint: a [c) =—. (1)
c
A logaritmus definicidja és az azonos alapti hatvanyok ha-

nyadosara vonatkozd azonossag szerint:
log, b
- a® b
aIogab log, c — — =_ (2)
a®° ¢

b
log, | — )
Az (1)-b8l és (2)-bél: a ’ (°) =@a'%"7%°  Tekintettel arra,
hogy az a alapu exponencialis fiiggvény szigortan monoton,

log, b)- log, b—log, c.
c

A korabbi példakban szerepeltek hatvanyok logaritmusai is.

- Téte] Ha a 1-t6] kiilonboz6 pozitiv valds szam, b pozitiv valds szam, c tetszdle-
i ges val6s szam, akkor log, (b“ ) =c-log, b, azaz a hatvany logaritmusa egyenl6 a hatvany-

i kitevének és a hatvanyalap logaritmusanak a szorzataval.
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lﬁtvénv, gyok, logaritmus

Bizonyitas:
A logaritmus definicidja szerint: a'og"‘(bc) =b%. (1)
A logaritmus definicidja és a hatvany hatvanyara vonatkoz6 azonossag szerint:
a.04I0gab — (aloga b )C =b°. (2)
Az (1)-bél és (2)-bol: "%’ = (a"’-qab)c =b°. Tekintettel arra, hogy az a alapti exponencialis
fiiggveny szigortian monoton, log, (b°)=c-log, b.

E'g\

A logaritmusokat eddigi példainkban a definicio és a hatvanyozas azonossagainak alkalmazasaval
sikeriilt megadni egyetlen valos szamként. Ez annak volt koszonhetd, hogy a logaritmus numerusza
az alap raciondlis kitev0s hatvanya volt. Ha ez nincs igy, akkor szamologépekre vagy tablazatokra
kell hagyatkozni. Ekkor a logaritmusok kozelitd értékét kaphatjuk meg.

= A4, 0dlda Adjuk meg a kovetkez6 logaritmusok négy tizedesjegyre kerekitett ér-
o tékét!
i a) lgl6, Ig 2, loy ,16.

b) In81; In9; loy, 81.

(Az In a természetes alapt logaritmus jele. Ennek alapszama az e-vel jeldlt irracionalis szam
— Euler-féle szam —, amelyr6l az Analizis cimii fejezetben sok sz6 esik majd.) ]

c) 1g123; lge; In123.
d) loy, 625, loy, 25; loy,. 625.
1Y Megoldas:

n (1 + —J a) Igl6=1,2041; Ig2=0,3010; log,l6=4.
. , 00'(')00 b) In81~4,3944; IN9=2,1972;  log,81=2.
2 2:25000 ¢) 1g123=2,0898; lge =0,4343; In123 = 4,8122.
5 2,48832 d) log, 625 =4; log, 25 =2; log,, 625 = 2.
10 2,59374
100 2,70481 Van-e kapcsolat az egy sorban levd logaritmusok kozott? A fi-
1.000 2,71692 gyelmes szemlélonek feltiinhet, hogy az els6 oszlopban levé lo-
10.000 2,71815

garitmus a masik két oszlopban levé logaritmusok szorzata. Ez

100.000 2,71827 ren 14 .
altalanosan is igaz.

3.6. abra Az Euler-szam kozelitése |

4 | Tetel Ha a és b 1-t6] kiilonboz6 pozitiv valos szam, valamint ¢ pozitiv valos :
i szam, akkor log, b-loy, ¢ = loy, «. ;

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
A logaritmus definicidja szerint: ~ a"°%° =c. @)
A logaritmus definicidja és a hatvany hatvanyara vonatkozo6 azonossag szerint:
/0% blogye _ (aloga b )Iogb ¢ _ % — ¢ Q)
e®%0, '
.. ..
L L)
. 22 5
) L[]
) L
] L
) L
..- ) ...
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Az (1)-bél és (2)-bl: a'™%=""%c = g'°% ¢ Tekintettel arra, hogy az a alapl exponenciélis fiiggvény
szigorGian monoton, log, b-log, ¢ =log, c.

. 0 S log, c . A
Ezt az azonossagot szoktak ilyen alakban is irni: log, ¢ :Ig—ab' Arra is hasznélhatd, hogy egy
0g

adott alapu logaritmust kifejezziik egy mas alapu logaritmussal.

= 3.udlda A kovetkezd Osszeg értéke egy egész szam. Hatarozzuk meg ezt a sza- |
mot! ‘
109,01, 1 + 104010 2 + 104,010 3 +...+ 109,010 SLLE 109,010 2008 + 109,010 2009
2 3 4 n+1 2009 2010
Megoldas:
Legyen

1 2 3 n
a =109, E+ 109,010 §+ 1095010 Z+"'+ 109,010 n—+1+...

2008 2009
.. t+100,0,0 ——=+10 !

2009 2010 2010
Alkalmazzuk a szorzat logaritmusara vonatkozo tételt!

123 n 2008 2009
a=10g,,| 57 ’ '

234 " n+l " 2009 2010

Elvégezve az egyszerisitéseket és alkalmazva a hatvany logarit-
muséra vonatkozo tételt:

1 ~
a=10g,y,, 010" 100050 (20107") = —0g 5, 2010 = 1.

@ 9, vdlds Adjuk meg a kovetkez6 szam egész részét!
: log, 3-log, 4-log, 5-...-10g, {11+1)-...- 109 5555 2009109 55, 2010 5

Megoldas:
Legyen b=1log,3-log,4-log,5-...-1og, (N+1)-...-10g 555 2009 - 10g s, 2010! Irjuk 4t az dsszes lo-
garitmust kettes alapra!
log,4 log,5  log,(n+1) log, 2009 log, 2010
log,3 log,4 =~ log,n " log, 2008 log, 2009
Elvégezve az egyszertsitéseket: b =log, 2010.

Tudjuk, hogy 1024 < 2010 < 2048, 1024 = 2'°, 2010 = 2" és 2048 = 2", A 2 alap( exponenciélis
fiiggvény szigoruan monoton névekvd, igy 10 <b <11, azaz [b]=10.

b=1log, 3

@ 7,031z Adjuk meg egyetlen valos szamként (a >0 és a=1)!
' log, a2 gt 58
B O
.... | ....
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Megoldaés:

Legyen ¢ =log, m. A gyokvonas azonossagait alkalmazva:
c=|ogam= |09a(a~9/a_4~3\°/a_6)=loga(a-€/a_2.g/g).

A tortkitevGs hatvanyrol tanultak szerint:
15 10, 3 28

2 1
c= |oga (a%/a_zg/g) = IOga (a, ad-ab ]: |oga (a15 15 15 ]: |oga (als J
Alkalmazva a hatvany logaritmusara vonatkozo tételt:

c=log, a% =§Ioga a=§.
15 15

Megoldas:
p=1g2009 =Ig(7*-41)=1g(7°)+Ig4l=21g7+lg4l. (1)
q=19287=1g(7-41)=1g7+Ig41. )

Vonjuk ki a (2) egyenlet kétszeresébdl az (1) egyenletet!
lg4l=2q-p.
Ugyanakkor Ig1681=1Ig(41°)=2-lg41=2(2q— p)=4q-2p.

3.8. bra 1681. Bahcsiszeraji béke |

R Oldjuk meg!

1. Adjuk meg egyetlen valds szamként (a >0 és a #1)!

3fa? \a-Jaa®
Ja® - a®

2. Adjuk meg egyetlen valds szamként!

o I 02" V1o 0" ).
92009 g 2008 92009 g 2008 92009 g 2008

log,

3.9. dbra 1003. I1. Szilveszter papa ‘ o t 10037
halala 2000 | 19 2008
3. Melyik nagyobb: az E+Iogl 1 vagy az 1?
4 T\ 42 2
4. Az a olyan szam, amelyre log, (log,, a) = log,, (log, a). Adjuk meg a (log, a)3-t egyetlen valos

szamként!

Ld L)
; 24
.
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5. Az a és b olyan szamok, amelyekre
log,, a+log, (b*) =10;
log,, b+log, (a®) =14.
Adjuk meg az (ab)g-t egyetlen valos szamként!
6. A kovetkez6 kiilonbség egy racionalis szam. Hatarozzuk meg ezt a szamot!

1
5
logs (log, \/7)—Iogé {Iogi ﬁJ
7. Adjuk meg a kdvetkezd szamot egyetlen valos szamként!
32+Iog9 25 + 251—Iogs 2 _1olg4

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
170.,175.,177.,178., 182., 183., 184. és 185. feladatok

000000000000000000000000000000000 00000000000000000000000000000

4. Exponencialis és logaritmikus egyenletek; egyenletrendszerekaey)/EnIGHENSEHEN

Az alabbi feladatokban felhasznaljuk az exponencialis, valamint a logaritmusfiiggvény szigortian
monoton tulajdonsagat, valamint a hatvanyozas és a logaritmus azonossagait. A fiiggvények tulaj-
donsagaival kapcsolatos ismereteket konyviink Analizis cimi fejezete tartalmazza részletesen.

@ L pdlda Oldjuk meg a valds szamok korében!

3207 = 0,25

Megoldas:
Irjuk fel mindkét oldalt a 2 hatvanyaként:
x1 2
25 =(22)"7,
x-1
2? — 2—2X2+2.
Az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsaga miatt:
x-1_ —2x% 42,
5
ahonnan
X —1=-10x*+10,

10x* +x-11=0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldésai: x, =1, x, =—11. Ekvivalens egyenletekkel dolgoz-
tunk, igy pontosan ezek a megoldasai az eredeti egyenletnek is.
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% 2, udldy Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a természetes szamok halmazan!
’ V9" -8.3" +24=3" :

Megoldas:
Ha bevezetjik a 3* =a(>0) helyettesitést, akkor rendezés utéan:

Ja*—8a =3a-24.

a?—8a=9a’-144a+576,
0=8a%-136a+576,

0=a’-17a+72.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: a, =9, a, =8. Az elsébél x =2, felhasznalva az
exponencialis fiiggvény szigortian monoton tulajdonsagat. Mivel x természetes szam, ezért a =8
nem felel meg. Tehat az eredeti egyenlet egyetlen természetes szam megoldasa a 2. Behelyettesités-
sel konnyen ellendrizhetjiik, hogy a megoldas valdban helyes.

Négyzetre emelést kdvetden:

= SAPEIG Oldjuk meg a valés szamok halmazan!
4°+9° 13
6" 6
Megoldas:

A nevezOkkel valo szorzas és rendezés utan:
6-4"+6-9°-13-6" =0.
Bevezetve a 2" =a(>0), 3* =b(>0) helyettesitéseket, felszinre kertil az egyenlet szerkezete:
6a’ —13ab+6b’ = 0.
Osztva b -tel:

2
62| -132+6=0.
b b

Ennek az % -ben masodfoku egyenletnek a megoldasai: g és % Innen

-]t e

az exponencidlis fiiggvény szigoruan monoton tulajdonsagat felhasznalva. Behelyettesitéssel kony-
nyen ellendrizhetjiik, hogy a kapott megoldasok helyesek.

% 24, udlda Oldjuk meg a valos szamok halmazéan az alabbi egyenletrendszert!
: {642* +64% =12 :

64" =42
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Megoldas:
Végezziik el a 64° =a(>0),64" =b(>0) helyettesitéseket! Ekkor az egyenletrendszer:
a’+b* =12,
ab =442
42

A masodik egyenletb6l: b = ——, amit behelyettesitve kapjuk, hogy
a

a’ +¥ =12 = a‘-12a° +32=0.
a
Ennek az a’-ben masodfoku egyenletnek a megolddsai: a* =4, a*>=8. Mivel a>0, igy innen
3

a=2=b=22 vagy a=2v2 = b=2. Figyelembe véve, hogy 64 = 2° és 2+/2 = 22, valamint
az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsagat:

N 1 3 1
64" =2 x==, 64 =22 & y==—,
6 4
illetve
. 1 .., 1
64 =2\/§<:>xzz, 64’ =2 y=r.

Mivel a mondott feltételek mellett ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk, igy pontosan ez a két
megoldaspar elégiti ki az eredeti egyenletrendszer egyenleteit is.

= J.udlda Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget a valds szamok korében!
2 O 09 x? —5x+4
— <1
2010
Megoldas:

0 X
Mivel 1= 2009 , tovabbd az x > (@J exponencidlis fliggvény szigorian monoton csokken
2010 2010
(az alap 1-nél kisebb pozitiv szam!), ezért az eredeti egyenl6tlenség ekvivalens az aldbbival:
x* —=5x+4>0.
Ennek megoldasai: x <1 vagy x> 4.

@ 3, p3ld Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenséget a pozitiv valos szamok halmazan!
: (x+l)x2—7x+]2 >1 t

Megoldas:

Elérebocsatjuk, hogy a bal oldalon szerepld fiiggvény nem exponencialis fliggvény, ezért elvi hibas
minden olyan megoldas, amely ennek pl. a szigor@ian monoton névekedésére hivatkozik. (A fiigg-
vény novekedési viszonyai differencialszamitas segitségével tisztazhatok.)

L L)
27 4
‘
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Mivel az X lgx fiiggvény szigortian monoton ndvekvé, valamint az egyenlétlenség mindkét
oldalan pozitiv szamok allnak, ezért az eredetivel ekvivalens egyenldtlenséghez jutunk, ha tekint-
jik mindkét oldal 10 alapu logaritmusat:

(x* =7x+12)lg(x+1)>0.

Mivel x pozitiv, igy lg(x+1) >0, kévetkezésképpen elegendé megmondani, mikor teljesiil
X* —7x+12>0.
A bal oldalon allé6 masodfoka polinomfiiggvénynek a 3 és 4 szamok a zérushelyei, igy a megolda-
sok:
0<x<3vagy 4<x

@ 7. palda Oldjuk meg a valds szamok halmazan!
: lgvx—1+Igv2x+6 =1g(x+3) 5

Megoldas:
A logaritmus értelmezése miatt x >1, x> -3, igy az egyenlet értelmezési tartomanya: x >1. Azo-

nossagot alkalmazva:
lg\/(x—1)(2x+6) =Ig(x+3).

A logaritmusfliggvény szigort monotonitéasat felhasznalva:
(x—1)-(2x+6) = (x+3)",
innen
x? —2x-15=0.
Ennek a méasodfoku egyenletnek a megoldasai: x, =—3,x, =5, melyek kozll csak x =5 eleme az
értelmezési tartomanynak, igy csakis ez lehet megoldas. Behelyettesitéssel konnyen meggy6z&dhe-
tlink arrol, hogy ez valoban megoldasa az eredeti egyenletnek.

@ 4.0dlda Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok korében!
: log, loy, log, (x+9) =—1+loy, 2 j

Megoldas:
Mivel a jobb oldalon a logaritmus definicioja, illetve azonossag miatt:

log, 2—log, 3 =log, %
igy a logaritmusfiiggvény szigorti monotonitasat felhasznalva az eredeti egyenletbdl

log, log, (x+9) = 2,
Innen 3

[SRRN)

log, (x+9)=8
A logaritmus értelmezése miatt ebbol

=4,

X+9=16 = x=7.
Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink arrol, hogy a kapott szam megoldasa az eredeti egyenletnek.

28
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@ Y, uilds Oldjuk meg a valos szamok halmazan!
: log, (x+12)-loy, 2=1 E

Megoldas:

A logaritmus értelmezése miatt: x >0, x#1. Térjiink at 2 alapu logaritmusra:

Iogz(x+12)= log, (x+12) és log, 2= ,
log, 4 2 log, x

log, (x+12) =

igy
log, (x+12) 1

2 log, x

log, (x+12) =log, X*.
A logaritmusfiiggvény szigori monotonitasat felhasznalva adddik, hogy
X+12=x* & x> —x-12=0.
Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai: x, =-3, x, =4, melyek kdzul csak x =4 eleme az
értelmezési tartomanynak, igy csakis ez lehet a megoldas. Behelyettesitve konnyen meggy6z6dhe-
tlink arrél, hogy ez val6ban megoldasa az eredeti egyenletnek.

@ Ju. 9ild:n Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert!
= log, x+3*%7 =2 '

Megoldas:
log, x+y=2elog, x=2—y < x=5"".
Behelyettesitve a masodik egyenletbe:
(5) =57,
57y2+2y — 573’
¥ -2y=3,
y?=2y-3=0,

mikozben felhasznaltuk az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsagat. Ennek a ma-
, o 1, .
sodfoku egyenletnek a megoldasai y, =3= x, = c és y, =—1, de ez utdbbi nem lehetséges. Be-

helyettesitéssel konnyen meggy6z6dhetiink arrdl, hogy a kapott megoldaspar valdban kielégiti az
egyenleteket.

L L)
29 4
‘
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o ‘I'l.pilda  Hatarozzuk meg a valos szamok halmazanak legbGvebb részhalmazat, :
. amelyen az :

f(x)= \/IOgO'5 (6)(2 - x—l)

i hozzarendelés értelmezhetd!

Megoldaés:
A logaritmus értelmezése miatt
6x° —x—1>0,

1 1
6|l x—= || x+=|>0,
( 2)( 3) ahonnan

X>l vagy X<—£.
2 3
(Felhasznaltuk a masodfoku polinom gyoktényezds alakjat.) A négyzetgyok értelmezése miatt
log, s (6x* —x—1) 2 0.
Mivel 0=log,1, tovdbba a 0,5 alapu logaritmusfiiggvény szigortian monoton csdkkend, ezért
6x> —x-1<1,
6x> —x—-2<0,

2 1
G(X—g)-(x+§)é 0, ahonnan

SX<

N |-
wlnN

Osszevetve a két egyenldtlenséget, adodik a megoldas:

1 1 1 2
——<X<-—vagy —<X<—.
2 3 gy2

3
) Oldjuk meg!

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) 5% —4.5-5=0 b) 92 43702 _g9 () 4.3*_9.2* =5 6"

2lgx 1
d ——=1 e —x)— —-Z|= log,- x+log, x—log, x=8
) lg (5%—4) ) log, (1-x) Iogz(l X) 4 1) logy, 9 g%
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletrendszereket!
2 S
X +ox-4) - = XE+TX+12 _
a) ( ) 16 b) {y =1
J3r =827 x+y=6
3. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenl6tlenségeket!
2x-1 _
a) 7% >343 by IgX=2 <0
4-—X

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Koényvkiado.:
0%, 135-165., illetve 190-223. feladatok

0. .Q
; 30 %
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Vektorok es trigonometria

A 9. osztalyban mar talalkoztunk a vektor fogalméaval, amely az ott tanult definicidval ekvivalens
maodon igy is megadhatd:

.................................................................................................................................

' Dafinf<io  Avektor azoknak és csak azoknak az iranyitott szakaszoknak a halmaza, :
¢ melyek ugyanazt az eltolast hatdrozzak meg. (Az identikus transzformaciot megadé vektort :
i nullvektornak nevezziik.) E

.....................................................................................................................................

Ebbdl kovetkezik, hogy a nem nullvektorok jellemz6i a nagysaguk (hosszuk vagy abszolut ér-
tékiik) (|§|) és iranyuk. A nullvektor abszolut értéke nulla, (|6| = 0).

Ugyancsak megismertiik a vektorok 6sszeadasanak két — egymassal ekvivalens — modjat (ha-
romszdogmodszer, paralelogrammamadszer). Ismételjiik at két példa segitségével a tanultakat!

= IRPEINE! a) Egy haromszogben szerkessziik meg a sulypontbol a csicsokba mutatd

vektorok osszegét!
b) Bizonyitsuk a szerkesztés alapjan megfogalmaz6do sejtésiinket!

Megoldas:
a) A szerkesztés elvégzése utan megfogalmazhato a kovetkezo sejtés:

................................................................................................................................

3 Barmely haromszog sulypontjabol a haromszog csucsaiba mutato vekto-
i rok osszege nullvektor. ;

.....................................................................................................................................

b) Legyenek a haromszog csucsai A, B és C, stlypontja pedig
S! Adjuk Gssze paralelogrammamodszerrel az SA és SC vek-
torokat! Legyen az 0sszeg SE! Az AECS négyszog paralelog-
ramma, a paralelogramma atléi pedig felezik egymast, ezért
az AC szakasz F, felezépontja illeszkedik az SE szakaszra, és

SE . . .
SF, = - A haromszog stlypontjara vonatkozd ismert tétel

szerint S illeszkedik az BF, szakaszra, és SF, =%.

Ebbél kdvetkezden az SE = SA+SC és SB vektorok egymas
1.1. 4bra SA+SC =SE ellentett vektorai, igy az 6sszegiik nullvektor.

Tekintettel arra, hogy a vektorok 0sszeadasa kommutativ és
asszociativ, nincs kitiintetett szerepe annak, hogy melyik két vektor 6sszeadasaval kezdjiik a meg-
oldast.
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2, pdlda a) Egy haromszogben szerkessziik meg a koriilirt kor kdzéppontjabol a
cstcsokba mutaté vektorok Gsszegét! A kapott dsszegvektort vegyiik fel a koriilirt kor ko-
zéppontjabol inditva! :
b) Szerkessziik meg a haromszog magassagpontjat!

¢) Bizonyitsuk a szerkesztés alapjan megfogalmazodo sejtésiinket!

Megoldas:
a) — b) A szerkesztés elvégzése utan megfogalmazhato a kovetkezo sejtés:

................................................................................................................................

-~ Teétel Barmely haromszog koriilirt korének kozéppontjabol a haromszog csu-
i csaiba mutato vektorok dsszege a koriilirt kor kozéppontjabol a haromszdg magassagpont-
i jaba mutat. ]
c¢) Legyenek a haromszog csucsai A, B és C, korllirt korének
kozeppont]a pedig O! Adjuk Gssze paralelogrammamodszerrel
az OA és OC vektorokat! Legyen az osszeg OE! Az AECO
négyszog rombusz, a rombusz atloi pedig merdlegesen felezik
egymast, azaz AC L OE.
Adjuk 8ssze paralelogrammamoédszerrel az OE és OB vekto-

rokat! Legyen az osszeg OM!

Ekkor OM =0OA+OB+0C. A paralelogrammamddszer miatt:
BM ||OE, azaz AC L BM, ami azt jelenti, hogy M eleme a
haromszdg B-re illeszked magassagvonalanak.

Az OB és OC vektorok 6sszegébdl kiindulva — mivel a vektor- | 1.2. 4bra Miaz M pont?
Osszeadas kommutativ és asszociativ — a harom vektor 0sszege

ugyancsak OM. Ebben az esetben hasonlé gondolatmenettel az adédik, hogy M eleme a haromszog
A-ra illeszked6 magassagvonalanak. A magassagvonalak egyeneseinek metszéspontja pedig a ma-

gassagpont.
=)

W

Két vektor kiilonbségérdl is tanultunk mar a 9. osztalyban. Emlékeztet6iil oldjuk meg a kovetkezd
példat!

Megoldas:
A két vektor altal meghatarozott vektorparalelogramma rombusz, hiszen atldi merélegesek egymas-
ra. Ebbdl kovetkezik, hogy a vizsgalt vektorok egyenlé nagysaguak.

Megjegyzés:
A kapott eredmény megforditasa is igaz, azaz ha két nem nullvektor egyenld abszolit értékii és nem
parhuzamosak, akkor 6sszegiik ¢s kiillonbségiik meréleges egymasra. |
0.. ...
e 33 ]
5 !
L] (
L] .
.. ..
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Vektorok es trigonometria

=)
=t

A vektorok valds szammal valé szorzésa és annak tulajdonsagai is ismertek a 9. 0sztalybol.

Megjegyzés:
Vektor szammal vald szorzasa nem miivelet, hiszen nem egy halmaz 6sszes rendezett elemparjahoz
rendel egy elemet a halmazhol.

Felmeriilhet a kérdés, hogy a kivonas miivelet-e? Erdemes elgondolkodni ezen.

Az 6sszeadast és a kivonast kapcsolja 0ssze a kovetkezo tétel, amelynek bizonyitasat az olvaso-
ra bizzuk, csak egy abrat adunk segitségl.

.................................................

Legyen v és w
i két tetszOleges vektor! Ekkor igaz,
: hogy v—w=v+{-w). :

......................................................

A késdbbiekben gyakran hasznalatos lesz a
1.3. dbra v—w=v+(-w) | kovetkezd tétel:

................................................................................................................................

- Tétel) Két nem nullvektor akkor és csak akkor parhuzamos, ha létezik pontosan :
i egy olyan 0-t601 kiilonbdzd valds szam, amellyel az egyik vektort megszorozva a masik vek- :

: tort kapjuk. (viilwe Fke R, kv=w)
Bizonyitas:
a) Ha van olyan 0-t0l kiilonbdz6 k val6s szam, melyre kv =w, akkor v || w, aszammal valé szorzés
definicidja alapjan nyilvanvalo.
b) Legyen v || w!

Ha v 71 w, akkor legyen =%1 Ekkor |k\7|=|k|-|;| =%|§| =|7v| és k-v 1T w. Ebbsl kovetke-
A4 Vi
zéen kv =w.
Ha v T w, akkor legyen k =—%! Ekkor ‘k;‘ =|k|-M =%M =‘7v‘ és k-vTTw. Ebbl kivet-
Vi v

kezben kv =w.

44 udlda Legyen v=AB és w=AC két tetszéleges nem nullvektor, az ¢ tetsz6-
leges valos szam! Az u = gv+(1—¢)w= AP. Milyen éllitas fogalmazhat6 meg a P pontra
vonatkozo6an? :

Megoldas:
Néhany konkrét ¢ esetére elvégezve a szerkesztést, megfogalmazhat6 az a sejtés, hogy P illeszkedik
a BC egyenesre. Igazoljuk az allitast!

()
34
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CP — U= ev+ (1) Wi =
=ev+w—gW-W=gv—gw=g(v-w)=
=¢CB

Ez viszont azt jelenti, hogy a C, P és B pontok kollineérisak.

Nézziik meg a 3. példa eredményét néhany specialis esetben!

WHa =1, akkor GP LGB ésq—1q+1qu—;+;& -
£=5 CP= ECB u=SvTSN s L 1.4.4braC, P és B kollinearisak
(A CB szakasz felezépontjaba mutato vektor.)
WHa e=1, akkor CP=1CB és u=1v+2w=""2"
3 3 3 3 3

(A CB szakasz C-hez kozelebbi harmadolopontjaba mutatd vektor.)

WHa c =2, akkor CP =2CB és n=2v+sw=2"1W
3 3 3 3 3

(A CB szakasz B-hez kozelebbi harmadolopontjaba mutato vektor.)
W Ha ¢ =-1, akkor CP =—CB és u=—v+2W.

(A B pont C-re vonatkozo tiikkorképébe mutatd vektor.)
W Ha ¢ =2, akkor CP =2CB és u=2v—Ww.

(A C pont B-re vonatkozd tiikkorképébe mutatd vektor.)

WHa ¢ :l, akkor CP = SCB és = Ly4 2w rt3w
4 4 4 4 4
(A CB szakasz C-hez kozelebbi negyedelépontjaba mutatd vektor.)
W Ha a P olyan pontja a CB szakasznak, hogy % = i ahol 4 és p adott pozitiv szamok, akkor
u
cP ziﬁzi(@_@) _*cE_*cp
H H H u
Ebbdl kovetkezden:
1+2 |cp=2cE;
H H
(u+2)CP = ACB;
cP=—1_c8.
u+A
Legyen ezért ¢ = ! Ekkor u = v+ 1- 2 Vv=#w+ﬂ’v.
U+ u+A u+A U+

(A CB szakaszt adott aranyban 0szt6 P pontba mutat6 vektor.)

), Oldjuk meg! ,

1. AzA, B, C, D, EésF egy szabalyos hatszog egymast kovetd csucsai. Adjuk meg az AB+CD+EF

Osszeget!
... o® LX ] ° ...
e 35 A
5 ‘
° (
L) q
L) L]
L[] (]
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Vektorok es trigonometria

2. Egy tetszbleges O pontbol egy ABCa csticsaibaaz a, b és ¢ vektorok mutatnak. Fejezziik ki
ezek segitségével az OS vektort, ahol S a haromszog stlypontja!

3. Egy ABCa korillirt korének O kozéppontjabol a haromszog csticsaiba az a, b és ¢ vektorok
mutatnak. Fejezziik ki ezek segitségével az oWa vektort, ahol M, a hdromszég M magassag-
pontjanak a BC oldal felezdpontjara vonatkozo tiikorképe!

4. Igazoljuk, hogy barmely hdromszog koriilirt korének O ko-

b zéppontja, S sulypontja és M magassagpontja kollinearisak

(egy egyenesre illeszkednek), és S az OM szakasz O-hoz ko-
zelebbi harmadoldpontja! (Euler-egyenes)

5. Egy tetszéleges O pontbdl egy ABCa cslicsaibaaz a, b
és ¢ vektorok mutatnak. A haromszog oldalai a szokasos
jelolésekkel a, b és c. Fejezziik ki ezen adatok segitségé-

_ vel az OK vektort, ahol K a haromszogbe irt kor kozép-
] pontja!

(L

G

j oldalegyenesére sem. Az OBCa stlypontja S,, az OACa
) o - sulypontja S, és az OABa sulypontja S.. Bizonyitsuk be,
1.5 abraKoréirtkor | hogy az AS,, BS, és CS, szakaszok egy pontban metszik egy-

mast!

H 6. Egy tetszéleges O pont nem illeszkedik az ABCa egyik

Tovabbi feladatok:
Fuksz Eva — Riener Ferenc: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 9-10. Maxim Koényvkiado.:
764., 767., 756. és 759. feladatok

PyAvektorokkoordinatal

Legyen most két rogzitett, nem parhuzamos vektor aéshb ugy, hogy egyik sem nullvektor!
A 9. osztalyos tanulmanyainkbol tudjuk, hogy barmelyik v vektor egyértelmien eldallithato a-ral
és b -ral parhuzamos vektorok dsszegeként (vektorok felbontasa 6sszetevokre). Ez azt jelenti, hogy
létezik pontosan egy olyan (Zﬁ) vektorpar, melyre:
v= Z+%, ahol Z lla és g l|b. igy egy korabbi — parhuza-
mos nem nullvektorokra vonatkozoé — tételbdl kovetkezoen igaz
az is, hogy létezik pontosan egy olyan (k,;k,) valés szampar,
melyre: v =k, a+k,b. Ezt gy is szoktuk fogalmazni, hogy a v
vektor egyértelmiien 4llithaté eld az (5; 6) bazis vektorainak li-
nearis kombinacijaként. A (k,;k, ) szamparta v vektor (5;5)
bazisban vett koordinatainak nevezziik. (A nullvektor mindkét
koordinataja 0.)

2.1. abra Vektorok felbontésa 6sz- Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy kolesondsen egyértelmii
szetevokre hozzérendelést adtunk meg a sik vektorai és a rendezett val6s
0®®%%e, szamparok halmaza kozott.
L] L[]
L °
; 36 %
L]
) [ ]
[ L
° o
o L)
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1. pdlela Az A B, C, D, E és F egy szabalyos hatszog egymast kovetd csticsai, a |
kozeppontja O, az AB oldal felezopontja G. Legyen b=AB és f AF! Adjuk meg a ko-

Megoldas:

) D
AO=b+f, igy AO(L1). ?
BD = AD-b=2A0-b=2(b+f)-b=b+2f, igy \
BD(12). F ’ f
A GO kozépvonal az ABD hadromszdgben, ezért %]
11— 1
GO=-BD= 2(b+2f)=—b+f igy Go(2 1].
Mas modon is megkaphatjuk ezt az eredményt:

@:@+@:iz+7.

L 2.2 abraAvizsgalt vektorok

EF =-AO =~(b+7)=-b-f, foy EF (-L-1).

BF = f-b=-b+f, igy BF (-L1).
A vektorok koordinatai — az el6z6ekbdl kdvetkezden — fiiggnek a bazistol. A bazis szabadon valaszt-
haté. Gyakori az olyan specialis (T]) bézis alkalmazésa, melyre igaz, hogy i L j, és H:|]| =1
(egymasra merdleges egységvektorok, ortonormalt bazis).

ZAPEIUE Az A, B, C, D, E és F egy 2 oldalhosszlsagu szabalyos hatszog egymast

i kovetd csucsai, a kozéppontja O, az AB oldal felezopontja G. Legyen i=GB és j=GT, .
ahol T a GO szakasz azon pontja, melyre GT =1! Adjuk meg a kovetkezd vektorok koor-

Megoldas:
Az ABCa szabalyos, magassaga az oldal felének /3-szorosa, GO =+/3 ] j, gy GO( \/§

BD =2GO0 = 23], fgy BD(0;2V3). :
AO =AG+GO =i++3], igy A—O(l;\ﬁ).
EF =-AO=- (T+\/§]):—T—x/§], igy ﬁ(—t—\/g). F J

BF = BA+AF = BA+AO- AB=AO-2AB = '

= (i++/3])-2-2i =—3i++3].

A G |
igy BF (—3; \/§) 2.3. dbra Ugyanazon vektorok més
bazisban 0®®°°%0,

.. ..
o137 ]
. J
L] .

.. ..
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Vektorok es trigonometria

A tovabbiakban a vektorok koordinatait az (T; ]) bazisra fogjuk vonatkoztatni. (Ha etté] eltérnénk,
akkor azt a megfelelé bazis megadasaval jelezziik.)
Ha a(a;a,) és b(b;b,) vektorok és k valés szam, akkor
a) a+b(a +b;a, +b,);
b) ka(ka,;ka,);

Bizonyitas:

A koordinaték definicioja szerint:a=a,i+a, ] és b=hi+b, j.
a) a+b= (a1|+a2 ) (bl|+b j) (a,+b)i+(a, +b,)].

b) ka=k(ai+a,])=(ka)i+(ka,)].

A vektorok Osszeadasanak és szammal valo szorzasanak tulaj-
donsagait hasznaltuk.

c) A Pitagorasz-tétel szerint

a
- 2 -2
|a| =, [|a1q + |a , j| . Alkalmazva a vektor szammal val6 szorzi-
A sanak definicigjat, valamint azt, hogy a bazisvektorok hossza 1,
a,i

2.4. &bra A vektor abszol(t értéke | ‘5‘=\/(|a1|M) (|a2| ‘ ‘) al +az

) Oldjuk meg! ,

1. Az ABCD négyzet kdzéppontja O, az AB oldal felezéspontja F. Legyen a=0A és ? = OF !
Adjuk meg az alabbi vektorok koordindtdit az (a, /) bazisban!

a) AB b) BD ¢) AC d) BC

2. Az ABCa sulypontja S, a=SA, b=SB. Adjuk meg az alabbi vektorok koordinatait az (5, 5)
bazisban!
a) SC b) BA c) AC d) BC
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Ismert, hogy a nem nullvektoroknak két jellemzd adatuk van: a nagysaguk és az iranyuk. Alla-
podjunk meg abban, hogy a tovabbiakban csak olyan vektorokat vizsgalunk, melyeknek a hossza
1 (egységvektorok)! Az egységvektorok legfeljebb csak az iranyukban kiilonbozhetnek egymastol.

Az iranyt egy szoggel, példaul az e vektor i egységvektorral bezart szogével (o irdnyszog)
jellemezhetjiik. Az a tetszOleges valds szam lehet, ha az irdnyszoget forgasszognek tekintjik.
(A pozitiv forgasirdny az dramutato jarasaval ellentétes.)

Hangstlyozzuk, hogy egy € egységvektornak végtelen sok iranyszoge van. Ha az € egység-
vektor iranyszoge «, akkor az a +2kz (vagy o +k-360°) is iranyszoge e -nek barmely k egész
szam esetében.

S0 il Legyen g olyan egységvektor, melynek iranyszoge a! Adjuk meg g

¢ koordinatait, ha a =

a) 45°; b) %; c) 210°; d) 270°; e) 7?”; f) —1i1x.
Megoldas:
a) Ha a:45°(:% e, (wv). wiTTi és vjTT], ezért

w>0 és v>0. Az OBPA egységnyi atloji négyzet, ezért

. Q.QJ_

v=w=——, azaz €
2 ‘1 2 2

31 ébra a=%
b)Ha « =%(= 60°), e, (u;v). ui TTi ésvjTT ] ezértu>0

és v>0. Az OCA haromszog 60°-os szoggel rendelkez6 derék- 4

szOgl haromszog, melynek atfogdja egységnyi, ezért u=— es

v=£, azaze lﬁ .
2 “12° 2

L 324braa=2%
3

.... (XX ] ....
e 39 1
° 1
° (
L) q

.. ..
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c)Ha a= 210°(=%TJ, e, (uv). uiTdi és viTLj, ezért

u<0 és v<0. Az OEB haromszdg 60°-os szogel rendelke-
76 derékszogl haromszog, melynek atfogdja egységnyi, ezért

d)—e) Ha o = 270° vagy 77” akkor e, =—J, gy e, (0;-1).

f)Ha o =11z, akkor e, =i, igy e, (~=10).
3.3. 4bra « =7—”—J
: =)

Lattuk, hogy az egységvektor koordinatai kizarolag az iranyszogétol fiiggnek. Minden « irany-
sz0ghoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy Q egységvektor, amelynek koordinatai egyértelmiien

meghatarozottak.
Indokoltak tehat a kovetkez6 definiciok:

Dafinieid Ha o valds szdm, akkor sin o (szinusz) az « iranyszogl egységvektor :
 masodik koordinatéja. :
: Ha o valos szam, akkor cosa (koszinusz) az o iranyszogii egységvektor elsé koordina-

i tija.

.....................................................................................................................................

e

szerepe van, ezeket a fliggvényeket szogfiiggvényeknek vagy trigonometrikus fiiggvényeknek ne-
vezzlk. Kordbban mar értelmeztliik hegyesszogek szinuszat és koszinuszat, a most igy megadott
definiciok 6sszeegyeztethetdk a korabbiakkal. (Kés6bb visszatériink még erre.)

% ZAPEIH Adjuk meg az alabbi szogek szinuszat és koszinuszat!
L a)45° b) % ¢) 210° d) 270° e) 77” f) —11r :

Megoldas:
Az imént megadott definiciok és az 1. példa eredményei alapjan:

V2 V2 V3 oz 1

a) Sin45°=—, c0s45°=—. b)sinﬁz—, Cos—=—.
2 2 3 2

3 2
¢) sin210° = —%, €0s210° = —?. d) sin270°=-1, cos270°=0.

e) sin%=—1, cos%=0. f) sin(-117)=0, cos(-1lr)=-1.

()
40
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1 J2 3
—; b) —; - d) 1; 0; —1.
a) 5 ) 5 c) 5 ) e) f)
Megoldas:
1 A
a) sina =—.
2

Két olyan egységvektor van, amelynek a masodik koordi-

nétija % e és e (3.4. dbra). Az OBF derékszogli hi-
romsz0g egységnyi hosszi OB atfogoja kétszerese a BF be-
fogonak, igy BOFAz%(z 30°). AEOa= BOFa, ezért

AOF /£ = %(= 150°). Tekintettel a korabbi — az egységvekto-

rok végtelen sok iranysz6gére vonatkoz6 — megjegyzésiinkre, 3.4. dbra sina :%

a1=£+2k7r, ke Z,
6

o, =5—ﬂ+2k7r, ke Z.
6

V2

b) sina =—.
2
A 2. példa a) részében mar talalkoztunk e probléma egy részével. Ha az el6z6ekhez hasonld meg-

gondolasokat végziink, akkor kapjuk, hogy

o, =2 +2kn, ke Z,
4

o, =3—ﬂ+2k7r, ke Z.
4

3

¢) sina = ——.
) 2

Két olyan egységvektor van, amelynek a masodik koordinataja

V3

5 e, és e, (3.5.4bra). Az OGD derékszogii haromszog

egységnyi hosszl OD atfogojanak ?-szerese a DG befogo,

igy DOGA:—%(: —60°). BOFa=DOGa, ezért a konkav

BOG/ = 4?”(: 240°). Tekintettel a korabbi — az egységvekto-

\— 3.5. 4bra sina =_§

rok végtelen sok iranyszogére vonatkozo — megjegyzésiinkre,

(XX ]

... - 1 ...
. 4 1
o
° (
L) q

.. ..
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Vektorok es trigonometria

o =—£+2k7r, ke Z,
3

a, =4—ﬂ+2k7r, keZ.
3

A tovabbi esetekben a meggondoldsok részletezését az olvasora bizzuk, csak az eredményeket ko-

zoljiik.

d) Ha sina =1, akkor « =%+2k7r, ke Z.

e) Ha sina =0, akkor a =kz, ke Z.

d) Ha sina =-1, akkor « =—%+2kn, ke Z.

@ 24 udlda Adjuk meg azokat az a val6s szdmokat, melyekre cosa =

2) <, by 32, g -3, O 90 DL
2 2
Megoldas:
1
a) CoSo =—.
2

3.6. dbra cosa =% Q

N

b) cosa =—.
) 2

Két olyan egységvektor van, amelynek az els¢ koordina-
taja % e, és e, (3.6. abra). Az OCA derékszdgli harom-
szdg egységnyi hosszii OA atfogodja kétszerese az OC be-
fogonak, igy AOC4=%(= 60°). AOCa=FOCa, ezért
FOC«= _%(: —60°). Tekintettel a korabbi — az egységvekto-
rok végtelen sok iranyszogére vonatkoz6 — megjegyzésiinkre,

a1=£+2k7r, ke Z,
3

o, =-Z42kr, ke Z.
3

A 2. példa a) részében mar talalkoztunk e probléma egy részével. Ha az el6z6ekhez hasonlé meg-
gondolasokat végziink, akkor kapjuk, hogy

c) cosa =—§.

MatEm_Book.indb 42
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Két olyan egységvektor van, amelynek az els6 koordinatéja —? , 51 és g (3.7. abra). Az OGF de-

rékszogit hdromszog egységnyi hosszi OF atfogojanak ? -sze-
rese a DF befogd, igy FOH £ = 5?77(:150"). BODa= FOGa, L .
NG

ezértaBOHL:—%r(: -150°). ALC
Tekintettel a korabbi — az egységvektorok végtelen sok irany- &
szogére vonatkoz6 — megjegyzésiinkre, B\ T

o, =5€+2kﬂ, ke Z,

5

a, =—?ﬂ+2kﬂ, ke Z. 3.7. 4bra cos:x:—?
A tovabbi esetekben a meggondoldsok részletezését az olvasora bizzuk, csak az eredményeket ko-
zoljiik.

d) Ha cosa =1, akkor o =2k, ke Z.

e) Ha cosa =0, akkor o =%+k7r, ke Z.

f) Ha cosa = -1, akkor a =7 +2km, ke Z.

=)
:

Az eldz6 példakbol lathato, hogy vannak olyan nevezetes szo-
gek, melyeknek szinuszai és koszinuszai elemi geometriai is-
mereteink alapjan meghatarozhatok. Abban az esetben, ha nem
ilyen szogekkel van dolgunk, akkor a szamologépre kell hagyat-
koznunk, amely kijelzi a megadott szog szinuszanak vagy koszi-
nuszanak kozelité értékét. Figyelni kell arra, hogy a szamolé-
gép milyen szégmértékegységben (fokban vagy radianban)
val6 szamolasra van beéllitval

Ha a 3. és 4. példahoz hasonldan a szinusz- vagy koszinusz-
értekekhez kell megkeresni a szogeket (visszakeresés), akkor a szamologép csak egy szog kerekitett
értékét adja meg, a tobbit az emlitett példak megoldasaban szereplé modon lehet meghatarozni.

Lattuk korabban, ha a tetszéleges valos szam, akkor az a iranyszdgli egységvektor koordi-

natéi e, (cosa;sina). Ebbol kovetkezik, hogy [sina|<1 és [cosa|<1. Masrészt barmely vektor

= \/(sina)z +(cosax)’.

EE

‘ 3.8. abra Szinusz és koszinusz a
szamologépen

e,

abszolut értéke a koordinatai négyzetdsszegének négyzetgyoke, azaz
Ebbél adodik, hogy 1=((sin oc)2 + (Cosa)z, szokasos jeloléssel:

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

Ezt az Osszefliggést trigonometrikus Pitagorasz-tételnek hivjuk.
Megtargyaltuk azt is, hogy minden egységvektornak végtelen sok iranyszoge van, és ezek a

teljes szOg tobbszoroseiben térnek el egymastol. Ebbol kovetkezik, ha k tetszbleges egész szam,
akkor
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sin(o +2kz) =sina,
cos(o +2kz ) =cosa.

9. osztdlyban lattuk, hogy a 7 szoggel valo elforgatas kozép-
pontos tukrézés. Ha egy egységvektort tiikrozlink az origora, a
koordinatai az ellentettjiikre valtoznak. Ebbdl kovetkezden:

sin(a+7)=-sina,
cos(a +m)=—cosa.
Ha egy egységvektor iranyszogét az ellentettjére valtoztatjuk,
akkor az egységvektor tiikr6z6dik az i egyenesére, igy
sin(—a)=-sina,
cos(—a) =cosa.
» 4'# g . Alkalmazzuk a most kapott dsszefliggéseket!
3.9. 4bra Piithagorasz . ' sin(r—a)=-sin(a—n)=-sin(a -z +2r)=-sin(a+7)=sinc,

cos(m —a)=cos(a —m)=cos(a—m+2m)=cos(a+m)=—-Ccosa.
Legyen most g(cos(a +%);Sin(a +%J]! Ekkor a 3.10. ab-
ran lathaté OEBa az OFAa 90°-os elforgatottja, igy
cos(a +£): —-sina,
2
. T
SIn| o +— |[=CoSa.
Alkalmazzuk a kapott 6sszefliiggéseket!
(7 . T
3.10. abra a+% szinusza és Sm(z_a)=Sm(_a+E)=COS(_O‘)=COSO"

koszinusza
T b4 . .
COS(E_Q ): cos(—a +EJ= —sin(—a) =sina.

) Oldjuk meg! ,

1. Legyen golyan egységvektor, melynek iranyszoge o! Adjuk meg g koordinatait, ha a =

n T St
a) 60° b) —=; c) 135°% d) 180 © 3 6
) ) 2 ) ) ) 3 £ 6

2. Adjuk meg az alabbi szogek szinuszat és koszinuszat!
a) 1954° b) z c) —-10°12’ d) 1222,22° e) Iz
17 11

3. Adjuk meg azokat a valds szamokat, melyekre sina =

5 N

1 5 3
-— b) —; —_— d) 0,1954; -0,1492.
a) 5 ) > 9] 2 ) e)

4. Adjuk meg azokat a valds szamokat, melyekre cosa =
a) —%; b) ?; c) ?; d) 0,1954; e)—0,1492.
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4, Tangens és kotangens ‘

se ey

Tovabbi szogfliggvényeket is szokas értelmezni:

............................................................. RO
ﬁ Dz2finielo Ha o # %+ k7, ahol k egész sz&m, akkor tg a = e (tg = tangens).
COs o :

.....................................................................................................................................

Az o # %+ kz feltétel azért kell, hogy a definicioban szerepld

hanyados nevezdje ne legyen nulla.

ﬁ Dafinieio Ha o # km, ahol k egész szam, ak- :

oS (ctg = kotangens).

...................................................................................

Az a #kr feltétel azért kell, hogy a definicioban szerepl6 ha-

nyados nevezgje ne legyen nulla. ’ 4.1. dbra A tangens szemléletes

A korabbi szogfliggvényekre vonatkozo dsszefliggések alkalma- jelentése
zasaval ujabbakat kaphatunk:
sin(a + —sin
tg(a+n)= in(a n)= : (a)=tgoc
cos(a+m) —cos(a)
ctg(a+n)=cés(a+ﬂ)=_Cés(a)=ctga
sinfa+r) —sin(a)
sin (- —si
tg(a) = ( a)_ sina. __,
cos(—a)  cosa
cos(—
ctg(—a)=— ( a)= CO_Sa =—ctg o
sin(-e) -sine - B clgor
A N
. T
sm(z—a) cosa 5
tg(z—aJ= =——=ctga. / /
2 T sina €,
cos(z—a]

cos(ﬂ—a) .
b4 2 sina
Ctg(——a)= = =tg o
2 . (r cosa
sm(z—a]

1
tgo =——.
ctg o

14.2. &bra A kotangens szemléletesen
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Vektorok es trigonometria

1
Ctga =—-.
tga

sina_cos’a+sina 1
cos’ cos’ cos’a
cos’a _sina+cos’a 1

1+ctg’o =1+-—— — =——.
sina sina sina

1+tg’a =1+

A fenti Osszefiiggések csak akkor érvényesek, ha a benniik sze-
Yy repld kifejezések értelmezve vannak!

k / Ha o #k % , ahol k tetszoleges egész szam, akkor vizsgaljuk

a kovetkezo kifejezést: tg a +ctg a! A korabban kapott Gssze-

no

O 2 - fiiggést felhasznalva kapjuk, hogy tga +ctga =tg a +ti.
ga
/ \ Ismert, hogy egy tetszbleges, nullatol kiillonboz6 valds szam és
reciproka osszegének az abszolit értéke legaldbb 2. Igy kapjuk,
hogy
43.4braAz f(x)= |tg o +ctg a| > 2.
—xsl (D, =R\{0}) grafikonja A hivatkozott egyenldtlenségbdl kovetkezik —még:

X tga+ctga =2 akkor és csak akkor, ha tga=1
tg o +ctg a =—2 akkor és csak akkor, ha tg a =-1.

= IRPEIND! Adjuk meg az alabbi szogek tangensét és kotangensét!
L a)4s° b % 0210°  d)270° ) 77” f) —11r
Megoldas:
Az imént megadott definiciok és a 3.2. példa eredményei alapjan:
2 2
a) tgdse=N4" _ 2 ctgdse =054 _ 2 g
cos45° /2 sin45° /2
2 2
n Sin% \/25 7 7r COS% % 1 3
cos ™ 1 3 sin”> ﬁ V33
3 2 3 2
1 5 J3
sin210° o 3 c0s210° o
¢) tg 210° = =—ec =N ctg 210° = = =2 =3
)19 c0s210° /3 g sin210° 1
- 5
d) tg 270° nem értelmezett; ctg 270° = 098 270 = o =
sin270° -1
© e
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r . ) 7 08 2 0
e) tg— nem értelmezett; ctg—= =—=0.
2 2 S -
sin——
f) tg( 117r)—sm(_11ﬂ) -2 ctg(—11z) nem értelmezett
g Ccos(-1x) -1 J '

a)g; b) V3, c)—g; d)1; ¢) 0; =,

Megoldas:
Felhasznaljuk a tangens szogfliggvényre bizonyitott els6 Osszefliggést. A K tetszéleges egész szamot
jelol. (ke Z)

a)a=£+kﬂ b)a=£+k7r c)a=—£+kn
6 3 6

d)a=%+k7r e) a=kr f)a=—%+kn

a) g; b) V3 0) —%; d) 1; e) 0; 1.

Megoldas:
Felhasznaljuk a kotangens szdgfliggvényre bizonyitott elsé dsz-
szefliggést. Ak tetszbleges egész szamot jelol. (k € Z)

a)a=£+k7r b)a=£+k7r c)a=—£+kﬂ
3 6 3 x>
b T T I
d) a =z+k7f e) a =E+ kr D a= —Z"'k’f |_4.4. 4bra Tangens a szamoldgépen

Az el6z6 példakbol is lathatd, hogy vannak olyan nevezetes szogek, melyeknek tangensei és kotan-
gensei meghatarozhatok. Abban az esetben, ha nem ilyen szogekkel van dolgunk, akkor a szamolo-
gépre kell hagyatkoznunk, amely kijelzi a megadott szog tangensének kozelitd értékét. A kotangens

1 o ,
kozelito értéke a ctg a = o Osszefliggés alapjan szamolhato.
ga

44 palda
s 5 . - .
Az a olyan val6s szam, melyre tg a +cty o = > Adjuk meg a sina lehetséges értékeit!
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Megoldas:

Atg o +ctg o létezése feltételezi, hogy a # kZ ahol ktetsz6leges egész, igy sina #0, sina # -1
és sina #1. 2

Alkalmazzuk a ctg a = ti Osszefliggést, majd végezziink algebrai atalakitasokat az egyenleten!
ga
5
tga+ctga = >
1 5
tga+——=—;
tga 2
2tg°a —5tg a +2 =0.
A tg a-ra nézve masodfoku egyenletet kaptunk, melynek megoldasai: (tg o), =2 és(tg o), =

N~

a) Ha tg o =2, akkor
tga =2,
sina
Cos o

=2,

sina
coso = ——.
2

A kapott eredményt helyettesitsiik be a trigonometrikus Pitagorasz-tételbe!

sina+cos*a =1;

a2
sin‘o + sm4 1
%sinza =1
sina =£;
5
sino :i¥.

o &y

b)Ha tg o = % akkor hasonlé meggondolassal adodik, hogy sina =+

wﬁ\
&

10. osztalyban mar a hegyesszogek szogfliggvényeivel foglal-
koztunk. Akkor mas definiciokat hasznaltunk.

Kérdés:
Béarmely hegyesszog esetén a kétféle definicid ugyanazokat a
szogfliiggvényértékeket adja-e meg vagy sem, azaz a kétféle de-
finicio hegyesszogek esetében ekvivalens-e?

Tekintsiik a 4.5. abrat!

Az ABC derékszogli haromszogben levé a hegyesszog
4.5. abra Hegyesszogre a két szogfiuggvenyei a 10. osztalyos definiciok szerint:

definicid ekvivalens
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Az A kozéppontl, egységsugart k, korben Iegyen AG=i és AF = j' Az e az o iranyszogi

egységvektor. Az 0j definiciok szerint: AT =cosai, TE = SInaj Az ABCa~ AET 4, hiszen meg-
felelo szogeik egyenlok. Ebbdl kovetkezik, hogy megfeleld oldalaik aranya is egyenld. Példaul:

a ET_[TE] [sinai] |sing|
°_EA_|EI_ e

=sina. (Felhasznaltuk, hogy a TE és ] egyiranyu.) Hasonlo-

a
AT CoS cosa i -
képpen: b =— | | | 1 | | =cosa. Ebbdl kovetkezben tga = sha _c _ E, és
c EA |AE| |ea| 1 cosa b b
b c
cosa ¢ b .
ctgo =S¢ % =—. Lathato, hogy a hegyesszdgek esetében a kétféle szogfiiggvény definicioja
sina a
c
ekvivalens.

) Oldjuk meg! ,

1. Adjuk meg az alabbi szogek tangensét és kotangensét!
a) 1954° b) z c)—-10°12"  d) 1222,22° e) Iz
17 11

2. Adjuk meg azokat az o valos szdmokat, melyekre tg o =

a) —1; b) V5 ;0 ©) \/5; d) 1954, e) —0,1492!
6 2 4
3. Adjuk meg azokat az o valos szdmokat, melyekre ctg o =
a) —%; b) %; c) ?; d) 1954; e) —0,1492!

4. Az a olyan val6s szam, melyre tg o +ctg a = % Adjuk meg a cosa lehetséges értékeit!

5 Ha a #k %, ahol k tetszbleges egész szam, akkor milyen értékeket vehet fel a 3tg o + 2 ctg
kifejezés?

6.Ha a=#k %, ahol Kk tetszéleges egész szam, akkor milyen értékeket vehet fel a
sin®a -cos’ o - tg’e - ctg’ar kifejezés?

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
261-266., 268. ¢és 371. feladatok
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Vektorok es trigonometria

®cccccccccccsccccccce ©000000000000000000000000000000000000000

5. A szinusztéetel |

A 9. osztalyban megtanultuk a haromszdgek egybevagosagi kritériumait. Ezek kozll az egyik igy
sz0l: két haromszdg akkor és csak akkor egybevago, ha két megfeleld oldaluk és az altaluk kozbe-
zart sz0g egyenld. Masrészt tudjuk, hogy egybevago sokszogek teriilete egyenld. Ebbol kdvetkez6-
en joggal varhatjuk el, hogy egy haromszog két oldala hosszanak (a és b), valamint ezen oldalak
altal bezart szog nagysaganak (y ) ismeretében meg tudjuk adni a haromszog (1) teriiletét.

m,

Ismert, hogy t = , ahol m, a haromsz6g b oldaléhoz tartozd magassagszakasz hossza.

B Ha y hegyesszog, azaz 0<y <%, akkor a BT,C derék-

. ) . m, . .
szogl haromszdgben siny = —, azaz m, = asiny. Ezt a teri-
a

absiny
2 ab
Ha y derékszog, akkor m, =a, igy a tertilet, tz?. Ek-

letképletbe behelyettesitve kapjuk, hogy t =

b
kor azonban siny =1, igy ebben az esetben is igaz, hogy
5.1.4bra y hegyesszog | absiny
t="-".

2
Ha y tompaszog, azaz %<y <m, akkor BCT,L=m—y.

. m
A BT,C derékszogli haromszégben sin(z—y)=—, azaz
a

m, =asin(z —y ). Akorabban bizonyitott trigonometrikus azo-

nosséag szerint sin(z —y)=siny, igy m, =asiny. Ezt a terii-
absiny

letképletbe behelyettesitve kapjuk, hogy t =
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezo tételt.

................................................................................................................................

Ha egy haromszog két oldalanak hossza a és b, valamint az ezen oldalak

E a . p a . ; absi
: altal bezart sz6g nagysaga y , akkor a haromszdg terulete: t = Ly

.....................................................................................................................................

Ezt az 6sszefliggést a haromszdg trigonometrikus tertletképletének nevezziik.
Masik két oldalra felirva a trigonometrikus teriiletképletet, a kdvetkez6 egyenlethez jutunk:
absiny _bcsina
2 2
absiny =bcsina.

Kihasznalva, hogy a haromszog szdgeinek szinuszai és oldalainak hosszai nullatol kiilonb6z6
szamok, a kapott egyenlet mindkét oldalat bcsin y-val osztva kapjuk, hogy
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a_sina
c siny
Bebizonyitottuk az alabbi tételt.

................................................................................................................................

Egy haromszog barmely két oldalanak aranya egyenld a veliik szemkozti
i szogek szinuszainak aranyaval. :

.....................................................................................................................................

Ezt a tételt szinusztételnek hivjuk.
Ezzel pontositottuk azt a 9. osztalyban tanult tételt, miszerint egy haromszdgben a nagyobb
oldallal szemben nagyobb sz6g van.

@ |, pdlela Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a =3egység, b =5 egység,
B =66°. Adjuk meg a hianyzo oldal és szogek nagysagat, valamint a haromszog teriiletét! |

Megoldas:

Alkalmazzuk a szinusztételt!

)

>
=

O
N

sina=§sin66°, b=5 ¢

sina = 0,5481.
A kapott feltételnek két olyan szdg felel meg, melyek lehetnek h A
haromszég szogei: o, =33,24° és a, =180°—-33,24°= c 2-3 B
=146,76°. Tekintettel arra, hogy a<b, igy a <, ezért csak
az o = 33,24° lehet a megoldas. A haromszog belsé szogeinek
Bsszege 180°, igy ¥ =180°—a — B =180°—33,24° — 66° = 80, 76°.

Ismét alkalmazzuk a szinusztételt!

5.3. &bra A vizsglt haromszdg

c _siny

a sina’
sin

c=a>—_,
sina

c = 5,4 egység.
A trigonometrikus terlletképlet szerint:

_absiny

t = 7,4 teriiletegység.

ZAPEIUH Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a =8 eygység, S =34°,
y = 66°. Adjuk meg a hianyz6 oldalak és sz6g nagysagat, valamint a haromszog tertiletét!

Megoldas:

A haromszog belsé szogeinek osszege 180°, igy o =180°—y — 8 =180°—34°—-66° =80°. Alkal-

mazzuk kétszer a szinusztételt! YT
Sos
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c _siny

a sina’
sin
c= a-._yl
Siha
c = 7,42 egység.
b sinpg
5.4. 4bra A példaban szerepld a sina’
haromszog .
Sin
b = a__ﬁ’
Sina

b = 4,54 egység.
A trigonometrikus terlletképlet szerint:
absin
=257
Az utobbi példa eredményét altalanosithatjuk. Egy haromszog egyik oldala a, szogei a szokasos
jelolésekkel o, B, y. A szinusztétel szerint:

=~ 16,59 terlletegység.

b sinp

a sina’
sin

b= a_—ﬁ.
sina

Behelyettesitve a trigonometrikus teriiletképletbe, megkapjuk az alabbi dsszefiiggést.

..................................................................................................................................

o a’sin B -siny

.....................................................................................................................................

Megoldés:

E példa adatai egyeznek az 1. példdban megadott adatokkal, igy
a haromszog oldalait és szogeit ismerjiik, az 5.5. abran latha-
tok.

Csak az egyik belsd szogfelezd szakasz (f;) hosszanak meg-
adasat mutatjuk meg, a tobbit az olvasora bizzuk. A kapott ered-
ményt az 5.5. abran ellendrizhetjiik.

A szbgfelezd tétel szerint a haromszog belsé szogfelezje a
szemkozti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja. Ebbol
kovetkezden:

o =33,24° f,=4,98 a=3
B =66° f,=3,24 b=5
y=2380,76° f.=2,86 c=54

%%, 5.5. dbra A vizsgalt haromszog

MatEm_Book.indb 52 2012.07.05. 11:42:04



BF, a
FA b’
BF, a
C-BF, b’

BF,-b=ac—-a-BF,
BF,-b+a-BF, =ac,
BF, (a+b)=ac,

BE =—2¢ _2025.

° a+b
Alkalmazzuk a szinusztételt a BF,Ca-ben!
CF, sinp
BF. sin?
2
cr. —gr, M8
sinZ
2

CF, = 2,86 egység.

Megoldas: A
Az 1. példaban meghataroztuk a haromszdg oldalainak hosszét, 3
amelyek az 5.6. abrén lathatdk.
Ugyancsak megadtuk a hdromszog teriletét, t =~ 7,4 teriiletegy-
ség. A jol ismert teriiletképletbdl kiindulva kapjuk, hogy
(oam ’ bl | ¢
2
2t
m, =—,
a T
m, = 4,94 egység. . '
Ta m,
Hasonl6an kaphatd a tobbi magassag is. Meghatarozasukat az 0 P B
olvasora bizzuk. A hosszuk az 5.6. abrérdl leolvashaté. g

a=3324° m =494 a=3
B=66"  m,=29 bH=5
y=8076" m,=274 =54

5.6. &bra Ennek a haromszognek
az adatait keressuk

(XX ]

... - 1 ...
s 53 1
Y 1
° (

L) q

.. ..
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Vektorok es trigonometria

J. palda Egy haromszogben a szokasos jelo-
. lésekkel a=3eyyséy, b=5eyység, S =66° Adjuk :
i meg a haromszdg stlyvonalainak hosszat! 5

Megoldas:

Csak az egyik sulyvonal (S,) hosszanak megadasat mutatjuk
meg, a tobbit az olvasdra bizzuk, a kapott eredményt az 5.7. ab-
ran ellendrizhetjiik.

Legyen CD L BD! Ekkor CD=asinf =2,74egyseg 6s

BD =acos ff =1,22 egység, ezért DF, = %— BD =1, 48 egység.

—a A Pitagorasz-tétel a CDF, derékszogli haromszogben:

a=3324 5,=498 a=3 s, =+/CD?*+DF.” = 3,12 egység.

=66° s,=358 bh=5 . L R Lo
5 _ :g - s" _312  po54 Az itt bemutatott megoldasi mod eléggé koriilményes. A késdb-
’ C ' biekben egy egyszeriibb megoldasi lehetdséget is megmutatunk

vé)\
®.

Legyenek egy konvex négyszog atloi e és £, valamint az altaluk bezart szog ¢! Adjuk meg a négyszog

tertiletét!
Legyen a két 4tl6 metszéspontja M! Ekkor AMBZ =DMCZ/ =¢ és BMCZ=DMAZL =1 —¢.
Alkalmazva a haromszdg trigonometrikus teriiletképletét és egy trigonometrikus azonossagot:

5.7. dbra A példaban szereplé ‘ majd.
haromszdg

AM -BMsing
tAMBA = f’
BM -(e— AM )sin(z —¢)
Lo, = 2 =
_ BM (e~ AM)sing
= 5 ,
(e—AM)-(f—-BM)sing
CMDs — 2 '
AM -(f—BM)sin(z —¢)
A towa, = 2 =
5.8. abra Konvex négyszog AM (f —BM )sin £
= 5 ) .
A négyszog teriilete e négy haromszog teriiletének az dsszege. Elvégezve a muiveleteket, a % -t

kiemelve kapjuk, hogy

t=¥(AM ‘BM +BM -e—AM -BM +¢f —BM -e— AM - £+ AM -BM + AM - f — AM -BM ).

Az 6sszevonas utan kimondhatjuk a kovetkez6 tételt.

B . . . Si
A négyszog terlilete: t = ef%.

S
.....................................................................................................................................
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Megoldas:
A téglalap atloi egyenlok. Legyen az atlok hossza e! Tekintettel arra, hogy a téglalap konvex négyszog,

(= e’sing ,
2
/ 2t
e= [/
Sing
e=82,7.
Legyenek a téglalap szomszédos oldalai a és b! Ekkor
ab=t,
a’+b?* =¢?
azaz
ab = 2010,
az +b2 — 2:2010 )
sin36°

Megoldva az egyenletrendszert kapjuk, hogy a = 78,7 egység és b = 25,6 egység.

L

1. Egy haromszdgben a szokasos jelolésekkel a=3egység, b =5 egység, a =66°. Adjuk meg a
hianyzo6 oldal ¢és a hianyzo6 szdgek nagysagat, valamint a haromszog teriiletét! (Vigyazat! Két
oldal és a kisebbikkel szemkozti szog adott!)

2. Egy haromszog két szoge a =66° és B =39° aterllete t =235 teriletegység. Adjuk meg a
hianyzo szog és a hianyzo6 oldalak nagysagat!

%

3. Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel  =59°, ¢ =10 egység, a C csticsbol induld sulyvo-
nal s, =7 egység. Adjuk meg a hianyzo szogek és oldalak nagysagat!
4. Egy haromszog két oldalanak hossza a és b. Mekkora lehet a teriilete?

5. Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel B =59°, ¢ =10 egység, a C csticsbol induld magas-
sag m, =7 egység. Adjuk meg a hianyzo sz6gek és oldalak nagysagat!

6. Egy paralelogramma egyik atloja 15,7 egység, teriilete 259 teriiletegység, atloinak hajlasszoge
25°. Mekkorak a paralelogramma oldalai és szogei?

7. Egy rombusz egyik atldja 15,7 egység, teriilete 259 teriiletegység. Mekkorak a rombusz oldalai
és szOgei?

8. Egy téglalap 8 egységnyi atloja 13°-os szoget zar be az egyik oldalaval. Mekkora a téglalap
teriilete, és mekkorak a téglalap oldalai?

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
240., 245., 248., 255. feladatok YT

55!
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Vektorok es trigonometria

®c0cccc0ccccccccccccccccnce ©00000000000000000000000000000000000000000

by AWektorok skalaris)szorzata

A kovetkezokben visszatériink a vektorokhoz. A figyelmes olva-
sonak bizonyara feltlint, hogy a vektorokat dsszeadtuk, kivon-
tuk, de egymassal nem szoroztuk dket. Van értelme vektorok
szorzasarol beszélni? Sziikség van erre egyaltalan?

A matematika torténetében sokszor fordult eld, hogy a fizi-
ka igényei mozditottak eld a matematika fejlodését. Ez tortént a
vektorok esetében is.

A fizikaban léteznek vektormennyiségek, ilyen példaul az
erd és az elmozdulas. E két mennyiség kozott kapesolat van,
hiszen az er6 hatasara jon létre elmozdulas.

A mellékelt képen a szankét hizé fiatalember F erdt fejt

ki a szankéra, aminek hatasara a szanké Ar elmozdulassal
mozdul el. Az er6- és elmozdulasvektorok egymassal o szo-
get zarnak be. Ebben az esetben a fizikusok a végzett munkat a

W = ‘E‘ ‘E‘ -cosa képlettel szamoljak ki. A munka a fizikaban

6.1. &bra Er6, elmozdulas

skalarmennyiség.

A fenti meggondolas indokolja a kovetkezd definiciot.

A két vektor skalaris szorzata: vw = M |7v| -cosa. A nullvektornak barmely vektorral vett

skaléris szorzata 0 (Ov =v0=0).

.....................................................................................................................................

Megjegyzés:
Azimént definialtskalaris szorzat nem miivelet, hiszen nem egy halmaz 6sszes rendezett elemparjahoz
rendel egy elemet a halmazbdl. Egy rendezett vektorparhoz rendel egy valés szamot.

Ertelmezhet6 olyan szorzés is vektorok kozott, amelynek eredménye vektor, de a vektoralis
szorzat nem része a kdzépiskolai tananyagnak.

Legyenek u,veésw tetszoleges vektorok és A tetszéleges valds szam! A definicidbol kovet-
kez6en igazak a kovetkezo tulajdonsagok. (A tulajdonsagok nevét azért tessziik idézdjelbe, mert a
skalaris szorzat nem mivelet.)

) ~ Tétel} W yw=wv (.kommutativités”)
: % vw akkor és csak akkor 0, ha w=0 vagy v=0 vagy wLv

: _>2 - T - 2 . r ” 7 I r r r
Py =vey= |v| (Barmely vektor skalaris négyzete egyenld az abszolut értéke négyzetével.)
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Ezek a tulajdonsagok kozvetleniil a definiciok alkalmazasaval igazolhatok, a meggondolasukat az
olvasora bizzuk.
A , kommutativitas” teljesiilése felveti azt a kérdést, hogy ,,asszociativ”’-e a vektorok skalaris

szorzata, azaz tetszéleges vektorok esetén igaz-e, hogy (ﬁ;)Vv= ﬁ(;vdv) Tekintettel arra, hogy a
skaldris szorzat szam, (;;)VV | w és ;(;VV) llu, igy a vizsgalt egyenlet nem allhat fenn tetsz6leges

vektorok esetében, azaz a skalaris szorzat nem ,,asszociativ”.
Ha analogiat keresiink a szamok szorzasa és a skaldris szorzat kozott, akkor felvethet6 a kér-
dés, hogy a skalaris szorzat ,,disztributiv’-e az 6sszeadasra nézve, azaz tetszoleges vektorok esetén

igaz-e, hogy (z; + ;) W =Uw+vW. Ennek eldéntéséhez elébb néhany — 6nmagaban is érdekes — meg-
gondolast kell tenni.
Legyen v tetsz6leges nem nullvektor, e pedig egységvektor (H = 1)! Ekkor a definicio sze-

rint ve = |;| . |2| -cosa = |\7| cosa. Ez azt jelenti, hogy e skalaris szorzat a v e -vel parhuzamos egye-

nesre vonatkoz6 meréleges vetiiletének az eldjeles hossza.

6.2. 4bra 0<a<% 6.3. ébra%<a<ﬂ

Legyen v és W két tetszéleges nem nullvektor, e pedig egységvektor!

G
7
y e (®e
> - >
é —>
6.4. dbra,, cv+ew” 6.5. abra,, c(v+w)”

A6.4. és 6.5. abrak segitik annak igazolasat, hogy E(; + Vv) =ev+ew.
Legyenck U, v és W tetszéleges vektorok és e olyan egységvektor, amelyre u TT e. Ekkor

u= |ﬁ| e. Alkalmazva az el8zéekben kapott 0sszefiiggést

z?(v+Vv) =‘G‘E(§+Vv) =‘ﬁ‘(2§+év_'v) =‘ﬁ‘§§+‘ﬁ‘é?v=ﬁ§+;%.

Bebizonyitottuk, hogy a skalaris szorzat ,,disztributiv’” az 6sszeadasra nézve. RYTTY
L] [ ]
L] [ ]
ol B 17 ]
: |
[ ) (
L q
0. ..
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Vektorok es trigonometria

@ 1L palda Az ABC haromszog sikjanak mely pontjara igaz, hogy a csticsoktol mért
. tavolsagainak négyzetdsszege minimalis? :

Megoldas:
Legyen az ABC haromszog sikjanak tetszéleges pontja P, stlypontja S! Ekkor

—_—2 —2 —2 — —\2 — —\2 —  —\2
PA’+PB’+PC*=PA +PB +PC =(SA-SP) +(SB-SP) +(SC-SP) =
—2 —2 —=2 — e == —— —2 —2 —2 ——=2 —2
=SA +SB +SC —28P(SA+SB+SC)+33P =S8A +SB +SC +3SP.
(Felhasznaltuk a skalaris szorzat tulajdonsagait, valamint az 1. Vektorok cimt lecke 1. példdjanak

eredményét.) A kapott eredménybdl kdvetkezik, hogy a vizsgalt négyzetdsszeg akkor minimalis, ha
P=S.

AP EI ) Egy hurnégyszog atloi mer6legesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy a
négyszog barmely két szemkozti oldalanak négyzetosszege egyenld a négyszog koré irt kor
atmérdjének négyzetével! :

Megoldas:
A négyszog csucsai legyenek A, B, C és D, a koré irt kor k6zép-
pontja O! Az O-bdl a csticsokba mutatd vektorokat a megfeleld
kisbettikkel jeloljiik. Ekkor az a,b,c,d vektorok a kor (R) suga-
raval egyenld hosszuak, azaz 52 = 52 = EZ = HZ =R%

AB?+CD? = AB +CD =

- =\2 — =2
= (b—a) +(d —c) =

=52+52+52+62—2(55+66)=

6.6. dbra Merdleges atloju hurnégy- ‘ —4R?_?2 (55 i Ea’)
szdg
A kerileti és k6zépponti szogek tétele miatt

BOAZ+COD« =2BCAZ+2CBD« =

=2(BCEZ£+CBEZ) = 2% =7,
BOAZL=7-CODZL =7 —0¢.
Ebbdl kovetkezden
ab+cd = R? (cosp+cos(z —¢)) =0, f[gy AB*+CD* =4R” =(2R)". Az allitast bebizonyitottuk.

=)
:

Legyen v(v;;v,) és w(w;;w, ) két nem nullvektor a koordinatival adva az (i, j) bazisban! Ekkor
- - - > - =2 o = -2
vw= (Vll +Vz])(W1' + W, j) =i AW, I+ VW Ji+ W, = vny W,
o0
... ...

()
58
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(Felhasznaltuk, hogy merdleges vektorok skalaris szorzata 0, és az egységvektorok skalaris négy-
zete 1.)

Megadtuk két, koordinataival adott vektor skalaris szorzatat. Adjuk meg e vektorok o hajlas-
szogeének koszinuszat is! (Ebb6l mar megkaphatjuk a vektorok hajlasszogét.) Emlékezziink arra,
hogy két vektor hajlasszoge az ket reprezentald iranyitott szakaszok altal bezart a szdg, melyre
igaz, hogy a e [0;x]!

;7v=‘§‘~‘7v‘003a.

W +v,w, = \/vlz +v)° -\/W12+W22 cosa, igy:

................................................................................................................................

Két vektor hajlasszogének koszinusza:
W +v,wW,

2 2 2 2
\/v] +v, '\/Wl +w,

.....................................................................................................................................

Cosa =

3, pdldy Adott egy vektor a koordintival: v(v;;v,). Adjuk meg azoknak a vek-
toroknak a koordinatait, melyek merdlegesek a v -re és abszollt értékiik egyenld a v ab-

szolut értékével (a v g-vel valé elforgatottjai)!
Megoldas:
Legyen egy ilyen keresett vektor X(X;%,)! Az x Lv, igy vx, +v,x, =0. Ugyanakkor |;c| = |\7|,
azaz v’ +v," =%’ +x,°. Az egyenletrendszert megoldva két megoldast kapunk: x; (-v,;v;) és

E(Vz;_vl)-

g

o B U 4

. Legyen adott harom pont a sikban, M, A és B ugy, hogy
MA = MB, u és v az M-re illeszkedd két egyenes. Az A pont-
ra illeszked6, MA-ra mer6leges egyenes U pontban metszi
u-t. A B-re illeszked6, MB-re merdleges egyenes V pontban
metszi v egyenest. Az A-ra illeszkedd, u-ra mer6leges és a
B-re illeszkedd, v-re merdleges egyenesek metszéspontja le-
gyen W! Milyen szoget zarnak be az MW és UV egyenesek?

2. Egy tetraéder kitéré élparjainak felezOpontjait Gsszekotd

§zakefslzok paronk?nt merolegeselli egymasra. Ml%yen meg- 6.7. 4bra Tetraéder
allapitasokat tehetlink erre a tetraéderre vonatkozéan?

[N

(XX ]
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Vektorok es trigonometria

MatEm_Book.indb 60

3. Adjuk meg azokat a vektorokat, amelyek 14°-os szoget zarnak be a ;(3; 4) vektorral, és kétszer
hosszabbak a v vektornal!

4. Adjuk meg azokat a vektorokat, amelyek merélegesek a v(3;4) vektorra és kétszer hosszabbak
a v vektornal!

5 A \7(3; 4) ésa Vv(t;S) vektorok merélegesek egymasra. Adjuk meg a t lehetséges értékeit!

6. Adottak \7(3; 4) és Vv(—l; 5) vektorok. Adjuk meg a 2v—3w és 4v—5w vektorok hajlasszogét!

7. Az ABCD téglalap AB oldalanak felezépontja F. A C-bdl induld szogfelez6 egy P pontjanak

vetlilete a BC egyenesre Q. Bizonyitsuk be, hogy ha a PF egyenes mer6leges a DQ egyenesre,
akkor AP =BC. (KéMaL B. 3483.)

8. Az ABC derékszogii haromszog AC befogojahoz tartozo sulyvonal merdleges az AB atfogéhoz
tartozo sulyvonalra. Fejezziik ki az AC atfogohoz tartoz6 stlyvonal hosszat a BC =a fiiggvé-
nyében!

®cccccccccccccccccccoce ©0000000000000000000000000000000000000000

- Atkoszinusztetel

Korabbi példainkban mar talalkoztunk azzal a problémaval, hogy egy ABC haromszdg két oldalanak
(a és b) és az altaluk kozbezart szognek () ismeretében kerestiik a harmadik oldalt. Elég koriilmé-
nyes megoldast talaltunk. Keressiink egyszeribb modszert!

Legyen CA=a és CB=b! Ekkor |§| = b,|5| =a. Ebbdl kovetkezben:

c? :|ﬁ|2 - AB = (5—5)2 -b’ +a —2ab :|5|2 +|§1|2 —2|5||5|cos;/ =a?+b? —2abcosy.

Azt kaptuk tehat, hogy

¢® =a’ +b* - 2abcusy.

....................................................................................

Ezt a tételt koszinusztételnek nevezzik.

Megjegyzés:

T ‘ . . . .
) ) y =— esetén cosy =0, és ekkor a koszinusztétel a Pitagorasz-
7.1. bra A bizonyitas vektorai | 2

tételre redukalodik.
A koszinusztételt gyakran arra hasznaljuk, hogy harom oldal ismeretében megadjuk a harom-
sz0g szogeit, igy érdemes a tétel egy masik alakjat is megjegyezni:
a’+b*—c?

Cosy =
r 2ab
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@ 1. pdlela Egy hiromszogben a szokasos jelo-
T lésekkel a=3eyység, b=>5eyység, B =66°. Adjuk |
i meg a haromszog sulyvonalainak hosszat! (A probléma
az 5. lecke 5. példajaként mar szerepelt.)

Megoldas:
Alkalmazzuk a koszinusztételt az ABCa b oldalara!
25=9+c*— 6C-C0S66°,
c?—-2,44c-16=0.
A maésodfokd egyenlet megoldasai: ¢, =-2,96 és c, =5,40.

Az els6 megoldas nem felel meg a feladat szovegének, igy F, g
¢ = 5,40 egység. =3324° 5=498 a=3

. , B =66° 5,=358 bh=5
Alkalmazzuk most a koszinusztételt az F,BCa s, oldalara! 7=8076" 5,=312 =54

s.”=9+2,7"-6-2,7-c0s66°,
s, = 3,12 egység.

L 72 abralsmétlés

Ha alkalmazzuk a koszinusztételt az F,BAa s, oldaléra,
s,> =5,4°+1,5° —2-5,4-1,5-cos66°, innen s, = 4,98 egység.
B A
Az s, sulyvonal meghatirozasakor egy masik modszert muta-
tunk meg.
Tukrozzilk a B csucsot a szemkozti oldal felezdpont-
jara! Ekkor az ABCB' paralelogrammahoz jutunk, melyben

B'CBZ =180°-66°=114°. Alkalmazzuk most a koszinuszté-
telta B'CBa BB’=2s, oldalara!

4s? =5,4°+9-2-54-3-cos114°, innen s, = 3,58 egység.

p=66° &=114° 5 =358
| 7.3.abra Masik megoldas

2, palda Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a=3eyyseg, b =5 eyyséq,
¢ =7 eyység. Adjuk meg a haromszog szdgeinek nagysagat!

Megoldas:
Alkalmazzuk a koszinusztétel masodiknak targyalt alakjat! C
F 45277 b=35 a=3
cosy = ——,
2-3-5 1 B
1 A 5=7 B
cosy =——,
2 R ‘ 7.4. dbra A példaban szerepld
y =120°. haromszog
. 61 1
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Vektorok es trigonometria

Hasonloképpen
7% +5% -3
cosqg =——,
2-7-5
13
coso = —,
14
a = 21,8°.
Innen B =180°-21,8°-120° = 38, 2°.
=)

Legyenek egy haromszog oldalai a, b és c, a ¢ oldallal szemkozti szoge y, a teriilete t, valamint

g2~ 2 te Vizsgéljuk a kdvetkezd kifejezést: k =s(s—a)(s—b)(s—c)! Végezziink algebrai

atalakitasokat!
k= s(s—a)(s—b)(s—c) = a+b+c(a+b+c_aJ(a+b+c_b)(a+b+c_c):
2 2 2 2
_a+b+c —a+b+c a-b+c a+b—c _(a+b)+c (a+b)-c c+(a-b) c—(a-h)
2 2 2 2 2 2 2 2
_(a+b)’-c? .CZ—(a—b)z _a’+b’+2ab—c® ¢’ —a’-b’+2ab _
4 4 4 4
2ab+(a’+b*—c’) 2ab—(a’+b’—c’) 4a’h’—(a’ +b2—cz)2
- 4 ' 4 - 16 '

Alkalmazva a koszinusztételt (c* = a® +b” —2abcosy ),

) 4a’h? —(a’ +b* —a’ —b* +2ab cos;x)2 4a%h? —(2abcosy )’ 4a’h? —4a’h?cos?y
- 16 - 16 N 16 -

4a’b? (1-cos’ y )
- 16 '
A trigonometrikus Pitagorasz-tételt és a haromszog trigonometrikus teriiletképletét alkalmazva:
. 4a’b® (1—COS2 7) _a’b?sin’y _(absiny Y _¢
16 4 2 '
Egy haromszdg teriiletképletet kaptunk:

o [=\/s(5_d)(s_b)(b_u) ................................................

.....................................................................................................................................

3. palda A Chile partjainak kozelében fekvo, Chiléhez tartozo Husvét-sziget jo
i kozelitéssel olyan haromszognek tekinthetd, melynek oldalai 16 km, 18 km és 24 km. Mek- :
i kora a sziget tertlete? ;
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7.5. &bra A Husvét-sziget az tirb6l

Megoldas:
A Héron-képletet alkalmazva kapjuk, hogy

t=\/s(s-a)(s-b)(s-c)=+20735 =144 km’.

A szakirodalom (http://www.britannica.com/EBchecked/
topic/176886/Easter-Island) 163 km” teriiletr6l beszél. Mi lehet
az eltérés oka? (Ilyen kérdéssel mar a 10. osztalyos tankonyvben
is talalkozhattunk.)

4, 0dlels Egy ABC haromszog oldalai a szokasos jeloléssel: a, b és c. P az AB oldal

. AP ) . .
azon pontja, melyre [EE] = ﬂ, ahol m és n pozitiv szam. Adjuk meg a CP szakasz hosszat!
n

Megoldas:
Az osztési ardny miatt igaz, hogy AP = M Alkalmazzuk a
m+n

koszinusztételt az APCa CP oldalara!

mc
m+n

2
CP? :b2+( J -2b mmcn cosa, ahol @ =CABZ.
+

. , -
Alkalmazzuk a koszinusztételt az ABCa CB oldalara! 7.7, &bra Osztépontba mutaté szakasz
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Vektorok es trigonometria

2,42 n2
a’ =b? +c? —2bccosa. Ebbdl az egyenletbél kifejezziik a cosa -t, coso = b-i-cha. Az elsé
egyenletbe helyettesitjiikk a kapott kifejezést, és algebrai atalakitasokat végziink:
2 2,02 _g2 202 b?+c¢?—-a’*)m
CP2—p? 4+ mc b mc b°+c°-a b4 m°c 2_( ) _
m-+n m-+n 2bc (m+n) m+n

(m+n)’b? +m’c? —(b*+¢* —a’)m-(m+n)

2
(m+n)
m’b? + n’b® + 2mnb’® + m’c’ - m’b? —m’c? + m*a’ — mnb? — mnc? + mna® _
. =
(m+n)
2

m(m+n)a’+n(m+n)b*—mnc

- (m+n)°

Megjegyzés:

A példa specialis eseteiként érdekes eredmények adddnak:

a) Ha m=n=1, akkor a C-re illeszked6 stlyvonal hosszat kapjuk:

2a% +2b* —c?

SR

b) Ha m=b és n=a, akkor a C-re illeszked6 belsd szogfelezd szakasz hosszat kapjuk:

. _b(b+a)a’+a(b+a)b®—bac® _ ab[(b+a)2 ‘CZ]

! (b+a)’ (b+a)’

R, Oldjuk meg! ,

1. Egy hadromszdgben a szokésos jelolésekkel a =3 egység, b =5egység, a haromszog teriilete
6 teriiletegység. Adjuk meg a hianyz6 oldal és szogek nagysagat!

2. Egy haromszdgben a szokasos jelolésekkel a=3egység, b =5egység, c=7 egység. Adjuk
meg a haromszog koré irt korének sugarat!

3. Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a =3 egység, b=>5egység, ¢ =7 egység. P az AB

CF? =

oldal azon pontja, melyre % = g Adjuk meg a ACPZ nagysagat!

4. Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a=3egység, b=>5egység, c =7 egység. Adjuk
meg az a oldalhoz irt kor sugaranak nagysagat!

T 5. Egy haromszdg sllyvonalainak hossza s, =3egység,
s, =5egység, s, =7 egység. Adjuk meg a haromszog olda-
lainak és szogeinek nagysagat!

6. Két hajo talalkozik a tengeren egy adott helyen. Az elsé hajo

elindul keletre 30 kTm sebességgel, a masik hajo fél 6ra mul-

va indul észak-é€szaknyugatra 42 kTm sebességgel. Az els6

0. A . 10 oy . ’ T4 7 Ve 7 7 7 7 7
78 dbraKeéthajo haj6 indulasatdl szamitva hany 6ra malva lesznek egymastol
15,7 km tavolsagra a hajok?
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7. Egy tetraéder 23, 32, és 43 egységnyi hosszisagu élei paron-
ként merdlegesek egymasra. Mekkorak az ezen élek kozds
csucsaval szemkozti lap szogei?

8. Egy siksagon egy 200 m hosszU AB szakasz a torony tete-
jérdl 32°-os szog alatt latszik. A torony tetejérdl az A pont
48°-0s, a B pont 62°-0s depresszidszog alatt latszik. Milyen
magas a torony?

| 7.9. 4bra Pillantas a toronybdl

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Kényvkiado.:
242., 246, 249., 259. feladatok

BrAddiciositetelek

se se0see

LegyeE o és ,[i két tetszéleges valos szam, € és g, a,JIetve B irényszégﬁ egységvekto-
rok, e, |=1 és |eﬁ| =1. A szogfiiggvények definicioja szerint e, (cosa;sina) és e, (cos B;sin ).
A skaldris szorzat a koordinatakkal kifejezve: €,€e, = cosa cos B +sinasin f. (1)

Legyen Q és Q hajlasszoge y !
Nyilvanval6, hogy 1éteznek olyan a, 8, € [0;27[ valds szamok és olyan k, | egész szamok,
hogy a =a,+2kn és 8 =B, +2lx. A szogfiiggvények targyalt tulajdonsigai miatt

" a, = f, esetén

ha o, — f, <, akkor

cosy =cos(a, — fB,) = cos(a, + 2km — B, —2lz ) = cos(a — B);

ha 7 <a,— B, <2, akkor

cosy =cos(2m —a, + fB,) = cos (e, — B, ) = c0s(ay + 2k — B, — 2l ) = cos(a — B).
" a, <P, esetén

ha B, —a, <, akkor

cosy =¢o0s(f, —a,) =cos(a, — f,) =cos (o, +2km — B, — 2l ) =cos(a — B);

ha 7 < 8, —a, <27, akkor

cosy =¢0s(27m — B, +a, ) = cos(a, — fB,) = cos(a, + 2k — B, — 2l ) = cos (o — B).
Ebbdl kovetkezden a skalaris szorzat definicidja szerint

€8, = |€|~|§|cos;x =1-1-cos(a - ) =cos(a-pB).(2)

Az (1) és (2) egyenletek dsszevetésébdl kapjuk az alabbi tételt.

................................................................................................................................

Két tetszoleges valos a és B esetén
cos(o — ) =cosa cos B +sinasin f. (1)

.....................................................................................................................................

A most bizonyitott tételt addicios tételnek hivjuk, hiszen egy kéttagh kifejezés egy szogfiiggvény-
értékét adjuk meg a tagok szogfiiggvényértékeinek segitségével. A kdvetkezdkben tovabbi addicios

tételeket bizonyitunk. RYTTI
.. ..
e 65 ]
5 !
L] {
L] .
.. ..
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Vektorok es trigonometria

cos(a+ B) = cos[ o —(—p) ] = cosa cos(—B) +sinasin (—B) = cos e cos f—sin asin B. (2)
Az (1) addicios tételt és a szogfiiggvények korabban tanult tulajdonsagait hasznaltuk fel.

Si”(a+ﬁ)=005[%—(a +ﬂ)]ZCOS[(%—O‘J—ﬁ:|=COS(%—O!)Cosﬁ+sin(%—a)sinﬁ =

=sin ¢ cos B +cos a sin B.(3)

Az (1) addiciods tételt és a szogfiiggvények korabban tanult tulajdonsagait hasznaltuk fel.
sin(a—B) =sin[a+(-B)]=sina cos(-p)+cosasin(-B) =sin a cos B —cos a sin B. (4)

A (3) addicios tételt és a szogfiiggvények korabban tanult tulajdonsagait hasznaltuk a levezetésben.
sin(2a) =sin(a +a)=sinacosa +cosasina = 2sin ¢ cos a. (5)

A (3) addici6s tételt hasznaltuk a bizonyitashoz. (Megjegyezziik, hogy a sin(2a) helyett gyakran
Sin 2a -t szoktak irni a matematikai szakirodalomban.)

cos(2a) =cos(a +a ) =cosa cosa —sina sina =cos’a —sin“a. (6)

A (2) addicios tételt hasznaltuk.

sin(3a) = sin (o +2a ) =sin o cos (20 ) +cosasin (2a ) =sina (cos” a —sin’ a )+ cos ot (2sin o cosar ) =
= 3sin acos’ e —sin‘e = 3sina (1-sin’ o) —sin’ o = 3sin a - 4sin’er.  (7)

A (3), (6) és (5) addicios tételeket és a trigonometrikus Pitagorasz-tételt hasznaltuk a bizonyitas-

ban.
cos (3er) = cos (o +2a) = cosa €os (20 ) —sinarsin (20 ) = cosx (08 o —sin’ &) +sin e (2sina cos ) =

= cos’a — 3sin®acos @ = cos® & — 3(1-cos” & ) cos o = 4cos’ar —3cos . (8)
A (2), (6) és (5) addicios tételeket és a trigonometrikus Pitagorasz-tételt hasznaltuk a bizonyitas-
ban.

J.pdlda Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a=3eygyseg, b=5egyseég, !
a veliik szemkozti szogek aranya 1:2. Adjuk meg a haromszog hianyzo oldalanak hosszat és
szogeinek nagysagat!

Megoldas:

Legyen a haromszog a-val szemkozti szoge a! A feltételek sze-
rint B =2a. A szinusztétel és az (5) addicios tétel szerint:

5 sin(2a)
3 sina
5 _2sinacosa
3 sina
5
cosa =—,
6
o = 33,56°,
B =2a =67,11°,
y =180°—a — B = 79,33°
c P 5 A c oldal a koszinusztétellel szamolhat6:

c® =9+25-30c0s79,33° =~ 28,44

8.1. abra Aharomszég - | 3
g ¢ = 5,33 egység.
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G o o
v 2, Uil Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a =3 egység, b =5 eyység, a g
- velik szemkozti szogek kulénbsege % Adjuk meg a haromszog hianyzé oldalanak hosszat

és szogeinek nagysagat!

Megoldas: .
Legyen a haromszog a-val szemkozti szoge a! A feltételek szerint f =a + e A szinusztétel és a

(3) addicios tétel szerint:
. b
sinj a +—
§___[__§J

3 sina

- T . T
5 Sinacos —+cosasin—
6 6

3 sina
sinoc§+c05051
S_ 2 2
3 sina '
5.3, 1
3 2 2tga
L 5.8
2tga 3 2
1 10-33
2tga 6
3
g - L]
10-33
a =32,0°
B =62,0°,

y =180°—a — 3 = 86,0°.
A c oldal a koszinusztétellel szamolhato:
c® =9+ 25-30c0s86° =~ 31,9,
¢ =~ 5,6 egység.
2\

Még néhany addicios tétel megfogalmazasa és bizonyitasa kovetkezik.

Ha o+ p # %+ kz, ahol k egész, akkor

_sin(a+p) _sinacos B +cosasin B
cos(a+f) cosacosp—sinasinf

tg(c+B)

. Alkalmaztuk a (2) és a (3) addicios tételeket és

V4

akkor a kapott kifejezés tovabbalakithato: T

67
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sina cos 8 4 cosa sin 8
sina cos B +cosasin _ Cosacos 8 cc_;sac_osﬁ _ 19 a+tg B L
cosacos B—sinasin 3 cosacosf sinasinff  1-tga-tgfB
COS¢ COS 3 COSc COS f3

Ha oo—p # %+ kz, ahol k egész, akkor

_sin(a—p) sinacosp —cosasin B
cos(a—pB) cosacospB+sinasinf

. Alkalmaztuk az (1) és a (4) addicios tétele-

tg(a—p)
ket és a tangens szogfliggvény definicidjat. Ha a # %+ mz, ahol m egész, és 8 = %+ nz, ahol n
egész, akkor a kapott kifejezés tovabbalakithato:

sinacos B cosasinf
sina cos f—cosasin B cosacosfB cosacosf  tgo—tg B (10)
cosa cos B +sinasin B COSa COs B + sinasinf 1+tgo-tg B

cosaCcosf  cosa cosfB
Ha o # %+ k % ahol k egész, akkor

_sin(2a)  2sinacosa

= =— ——. Alkalmaztuk az (5) és a (6) addicios tételeket és a tangens
cos(2a) cos®a—sin’a

tg(2a)

2sina cosa
2sinacosa cos? o _29o

cos’a —sina  cos’a sina  1-tglor
cos’a  cos’a

(11)

V J.paldy Az ABC haromszogben a CAB szég tangense % az A csucsabol induld
i magassag a BC oldalt 5 és 12 egységnyi szakaszokra bontja. Mekkora az ABC haromszog :

terlilete?
; Megoldas:
Ab Hasznaljuk a 8.2. abra jeloléseit! A feltétel szerint:
tg(5+¢)= % Alkalmazzuk a (9) addicios tételt!
" - c tgs+tge 13
B 5 12 1-tgs-tge 8
) . 5 12
8.2. abra Mekkora a teriilet? —+—
m m _13
1512 8
m m
17
m__13
m’ -60 8°
[ X X} mz
Sl eSS
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17m 13
m2-60 8'
136m =13m? — 780,
13m? -136m—780 =0.

Megoldva a masodfoku egyenletet, kapjuk, hogy m, =

68—-2/3691 , .
— 5 <0, igy nem megoldasa a fel-

adatnak, m, = % /3691 14,6. A hdromszdg terllete:
_1rm, _578+173691 =123,9 terliletegység.
2 13
@ e T

= “n.p3lda Az ABC haromsz6g AB oldalanak felezépontja F, 2- FCBZ = FCAZ.
: Milyen hatarok kozott valtozhata CFAZ tangense?

Megoldas:

Hasznaljuk a 8.3. 4bra jeloléseit! C

A feltétel szerint a-2=2-FCBZ = FCAZ. A haromszog kiilsé

szOgére vonatkozd tétel miatt: b
B =y —a. Nyilvanvalo, hogy

0< ACB«£ <180°,

0 < 3a <180°, A _ YN\F Xﬁ B
0<a <60°.
Legyen AF = FB =x! 8.3.4bra tgy =?
sin(2
A szinusztétel az AFC haromszogben X ( a).
AC siny
. . . . sin(3
A szinusztétel az ABC haromszdgben ﬁ = _(—a).
AC sin(y-a)

, e 2sin(2a)  sin(3a)
A két egyenletbdl kapjuk, hogy - =— .
siny sin(y —a)
Alkalmazva az addicids tételeket, és algebrai atalakitasokat végezve,
2sin(2a) B siny
sina cos(2a ) +cosasin(2a)  siny cosa —cosysina’

4sina cosa _ tg y
sina (cos(2a)+2cos’ a) tg y cosa —sina |
4cosa _ tgy
cos(2a)+2cos’a  tgycosa—sina’
4cos’a-tgy  4sinacosa ~ [cos(2a)+2cos’a |- tg y
cos(2a)+2cos’ o cos(2a)+2cos’ o cos(2a)+2cos’ o

L L)
. 69 1
Y 1
° (

L) q

.. ..
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Vektorok es trigonometria

: 4cos” o - (cos (20)+2cos’ o) 2sin(2a)
97 cos(2a)+2c0s* a ~ cos(2a)+2cos’a’

tg y[2cos® & —cos(2a). | = 2sin (2at),

2a),
tg y =2sin(2a).
Az (1) feltételbdl kovetkez6en 0<2a <120°, igy O<tgy <2. Egyenldség akkor van, ha az

a =45°.
=)

Az addicios tételek sok érdekes Osszefiiggést mutatnak a kiilonb6z6 szogek szogfliggvényei kozott.
Csak néhanyat targyaltunk koziiliik, annyit, amennyit az emelt szintl érettségi vizsgahoz tudni kell.
A Fuggvénytablazatban és az interneten sok érdekes tételt talalhatunk még.

Néhany ilyen weboldalt az olvasé figyelmébe ajanlunk:

tg y (2c0s’ & — cos’ a +sin” & ) = 2sin

W http://www.magyusz.hu/download/Matek2.doc

W http://mathworld.wolfram.com/TrigonometricAdditionFormulas.html

W http://www.tankonyvtar.hu/konyvek/oxford-typotex/oxford-typotex-081030-51

A témakor befejezéseként egy olyan trigonometrikus azonossagpart mutatunk meg, amelynek
tagjai jol hasznalhatok a témakoron beliil is, de kés6bb, példaul az integralszamitasban is szerepet
fognak kapni.

Készitsiink egy egyenletrendszert a trigonometrikus Pitagorasz-tételbdl és a (6) addicios tételbol!
cos’ a +sin*a =1

cos’ a —sin’ a =cos(2at).

. . . . ,  l+cos(2a)
Ha a két egyenletet 6sszeadjuk, akkor kapjuk, hogy cos” ¢ = ———.
2
. PO o _, 1-cos(2a)
Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat, a sin“ o = —

R, Oldjuk meg! ,

1. Egy haromszogben a szokasos jelolésekkel a =3 egység, b =5 egység, a velik szemkozti szo-
gek aranya 1:3. Adjuk meg a haromszog hianyz6 oldalanak hosszat és szogeinek nagysagat!

2. Egy paralelogramma egyik oldala 5 egységgel hosszabb, mint a masik, egyik szdge 30°-os.
Mekkora a bels6 szogfelezok altal kozbezart négyszog teriilete?

3. Megszerkeszthetd-e (euklideszi szerkesztéssel) az a haromszodg, melyben a szokasos jelolések-
kel a=6egység, a=60° és (a’—c’ )2 =b®(2¢° -b).
4. Vizsgaljuk meg azokat a haromszogeket, amelyeknek egy szogiik, valamint az ezt a szoget be-

zar6 oldalak hosszanak Osszege megegyezik! Ezek koziil melyik haromszognek minimalis a
harmadik oldala?
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5. Egy haromszdg egyik szdge 135°, az e szdg cslcsabol indulé magassagvonal a szemkdzti oldalt
5-5 és /5-1 egység hosszisagh részekre osztja. Adjuk meg a haromszog hianyzo szogeit!
6. Milyen hatarok kozott valtozhat a valds szamok halmazan értelmezett 1954sin o +2010cosa
kifejezés helyettesitési értéke?
7. Adjuk meg a kdvetkezd szorzat értékét egyetlen racionalis szamként!
c0s20°-cos40°- cos80°

8. Legyen & az a szog, amelyet a derékszogli haromszog egyik befogohoz tartozd sulyvonala az
atfogoval zar be! Mi lehet a sind maximalis értéke?

DAIrigonometrikusiegyenietek; egyeniotiensegek

A legegyszeriibb, un. alapegyenletek (példaul sinx=0,5 vagy tg x= -3 ) megoldasaval meg-
ismerkedtiink a trigonometrikus fliggvények bevezetése soran. Megoldasukhoz hasznos segitség a
lajdonsagainak 6sszefoglalasat az Analizis cimii fejezetben talalhatjuk meg.) A bonyolultabb egyen-
letek megoldasa sokszor gy torténik, hogy ekvivalens egyenletekkel dolgozva az eredeti egyenletet
alapegyenletekre vezetjiik vissza. Rendkiviil fontos, hogy ezt betartsuk, ugyanis a behelyettesitéssel
vald ellendrzés a legtobb Osszetettebb egyenlet esetén kivitelezhetetlen. Az atalakitasok soran gyak-
ran alkalmazunk trigonometriai azonossagokat, addicios dsszefiiggéseket (pl. sin® a +cos® o =1,
sin 2 = 2sina cos @), ezért ezek biztos ismerete is nagyon fontos.

@ | pdlda Oldjuk meg a valds szamok korében!

Sil|(2x+%]:sinx

Megoldas: J
Az egysegkords abrazolas segitségével vilagosan latszik, hogy I/ Sine = si(m— ) \_|.

egy adott szinuszértéknek az egységvektor két, az y tengelyre
szimmetrikus helyzete felel meg. (A szinuszfiiggvény paratlan.) 15
Mivel a szinuszfliggvény legkisebb pozitiv periodusa 27, ezért u
X
2x+%: X+2kr, ke Z,

innen x, = —%+2kn’, ke Z. Vagy

T

2X+—=m—Xx+2kr, ke Z, 9.1. dbra Az 1. példa egységkords

3 abrazolasa

innen X, =2—ﬂ+2k—n, ke Z.
9 3
B

MatEm_Book.indb 71 2012.07.05. 11:44:13




Vektorok es trigonometria

@ ZAPEIGH Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet!
: Ccos2x =3cos x—2 :
y Megoldas:
N Tudjuk, hogy
€0s 2X = €0s” X—sin” x = cos’ X—(1-cos’ x) = 2cos’ X 1.
Az egyenletet atrendezve:

60°) |1
60 2 |« 2cos? x—3cosx+1=0.
Ennek a (cosx)-ben masodfoki egyenletnek a megoldésai:
. 1 1 -
cosx =1, illetve cosx==. A cosx == egyenlet megoldasai
L. 2 2
az egységkor segitségével:
9:2. dbra A 2. példa egységkoros X, ==+ 2kr, ke Z, valamint x, = ——+2kz, ke Z.
abrazolasa 3 3

A koszinusz definicidja miatt cosx =1< x, = 2kz, ke Z.
Ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk. Természetesen a megoldasokat fokban mért sz6gekkel is meg
lehet adni. Ilyenkor tigyelniink kell arra, hogy a periddust tartalmazo tag is fokban szerepeljen:

X, =60°+k-360° ke Z,

X, =—60°+k-360° ke Z,

X, =k-360° ke Z.

& e A L,
V 3.93lds Oldjuk meg a valos szamok halmazan!
: sin® x—sin xcos x —2cos® x =0

Megoldas:
2 Azok az x szamok, amelyekre cos x = 0, nem lehetnek megolda-
sok, hiszen rajuk sin® x =1. Az eredetivel ekvivalens egyenlet-
hez jutunk tehét, ha mindkét oldalt osztjuk cos® x-szel (= 0):
_— .
- S X _SMX -0 tg?x—tgx—2=0.
COS” X COSX
Ennek a (tg x)-ben masodfokii egyenletnek a megoldésai:

32;43" - tg x=—1, illetve tg x=2. Tudjuk, hogy a tangensfliggvény
X
legkisebb pozitiv periédusa 7 , ezért a megoldasok:

X1=—%+k7r, keZ,

1
X, ~1,1+kr, ke Z.

9:3. bra A 3. példa egysegkoros Ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk.

abrazolasa

...ooo...
° °
y 72 %
) °
) °
) °
°, o°
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@ 4, il Oldjuk meg a valos szamok korében!
! Cty x =sin2x :

Megoldas: oS X
Tudjuk, hogy sin2x = 2sinxcos x, valamint x # nz, ne Z esetén ctg x =——. Ezért az egyenlet
az x-re vonatkozo feltétel mellett ekvivalens az aldbbival: sInx

COS X .
—— =25in XCOS X.

sin x
Tipikus hibanak szamit az, amikor az egyenlet mindkét oldalat kiilon vizsgélat nélkil az ismeretlent
tartalmazo valamely kifejezéssel elosztjak. Itt a cos x-szel valo osztas helyett rendezziink egy oldal-
ra, majd végezziink kiemelést:

COS X .
——-—2sinxcosx =0,

sin x

c0S x(_i—ZSin x)= 0,
sin x

1-2sin% x
CosSX-——— = =0.
sin x

Ez pontosan akkor teljesiil, ha cosx=0 vagy sin’x=

1

2

A koszinusz definicidja miatt coSX=0< X = Z tkn, ke Z. ) ) )
2 ’ 9.4. &bra A 4. példa egységkoros

abrazolasa

Vilagos, hogy sin® x = 1 o sinx = = vagy sinx=—-—
L 2 \/E ‘\/E .
Az egységkor segitségével konnyen adodik, hogy e két egyenlet sszes megoldasai:
X, =Zik-Z kez
4 2

Ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk.

@ J.udlds Oldjuk meg a valos szamok korében!
E Sin x —~/3 cus x = 2cusbx E

Megoldas: y

1 )
Ez nem konnyl feladat. Vegyiik észre, hogy EZCOS% és

ﬁ =sinZ miatt, felhasznalva a sin (a — B) -ra vonatkozé ad-
2 3 0\ 00s¢ = 00(~x)

dicids 0szefuiggést: & X

. T . T N
Sin| X—— |=SIn XC0S— —C0S XSin — = —(SIN X —+/3COS X ).
( 3) 3 3 2( V3 )

Az eredeti egyenlet ezért 2-vel vald osztas utan:

sin| x=Z |=cos5x. ’ 9.5. 4bra Az 5. példa egységkoros
3 abrazolasa LTSN
L] L)

L L)
73 ‘
‘
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Vektorok es trigonometria

Tudjuk, hogy sina = COS(% - Jz Cos(oc - % ), ezért az eredeti egyenlettel ekvivalens a kovet-
kez6:

5
cos x—? = COS5X.

Az egységkords abrazolas segitségével vilagos, hogy egy adott koszinuszértéknek az egységvek-
tor két, az x tengelyre szimmetrikus helyzete felel meg. (A koszinuszfliiggvény paros.) Mivel a
koszinuszfuiggvény legkisebb pozitiv periédusa 27 , ezért

5x=x—5§+2kn,

4x = _5_7r+ 2k,
6

5 T
=———+k—, ke Z.
% 24 2

Vagy:

5x=—x+5§+2kn,

o 9, 0dle) Legyen f:R —R,f(x)=asinx+bcusx, ahola,b#0, adott szamok.
¢ Hatérozzuk meg az 1 fiiggvény legkisebb, illetve legnagyobb értékét!

Megoldas:
Az ¢l6z6 példahoz hasonléan most is az addicids osszefliggésekben van a megoldas kulcsa. Tekint-
siik a kovetkezd atalakitast:

f(x)=\/a2+b2[

sin X+ cosX |.
Ja? +b? Ja? +b?

y Mivel
a_._ b 2 2
02 &+ a N b 1
sing =4
Ja? +b? Ja? +b?
ezért van olyan 0 < ¢ < 27 szbg, hogy
a o b
c0Sp |1 COSQp =—F—=6S SINQY = ———.
" Jva’+b’ Ja’ +b?
Ezzel a ¢ szOggel akkor
f(x)=+a%+b*(sinxcose+cosxsing) =
9.6. abra A 6. példa egységkoros =+a%+b?sin (X + (p).
abréazoléasa
...........
; 74 1S
L]
) [ ]
[ L
.. ..
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Mivel —1<sina <1, igy azonnal adddik, hogy az f fiilggvény legnagyobb értéke v/a® +b?®, legki-

sebb értéke pedig —v/a’® +b?.
=)

A trigonometrikus egyenldtlenségek megoldasa soran fokozottan kell arra tigyelniink, hogy csakis
ekvivalens egyenl6tlenségekkel dolgozzunk. (Itt behelyettesitéssel vald ellendrzésre nincs mod.)
Az egységkor is nagyon fontos segédeszkoziink a megoldasok leolvasasanal.

Megoldas:

a) Tudjuk, hogy sin30° =sin % = % Hasznaljuk az egységkort!
El6szor a koriven kijeloljik azokat a pontokat, amelyeknek
mésodik koordinataja legfeljebb % Most leolvassuk a megol-

dasokat, tigyelve arra, hogy a hatarok megallapitasanal a nagy-
sagviszonyok jok legyenek. Tipikus hiba példaul a kovetkezo:
5_7[ <x< E 9.7. dbra A 7. a) példa egységkords

6 6 abrazolasa
Azt sem szabad elfelejteniink, hogy a szinuszfiiggvény legkisebb pozitiv periddusa 27z. Ennek a
megoldasok feliradsanal szerepelni kell:

5?7[+2k7r£xsl?’?n+2k7r, ke Z.

b) Legyen a=2x+%. Elészor a cosa >—% egyenlbtlenséget oldjuk meg. Tudjuk, hogy

€0s120° = cos _2?71- = —%. Most is az egységkort hasznaljuk. A koériven kijeldljikk azokat a pon-

e . 1 . .
tokat, amelyeknek elsé koordinataja nagyobb, mint ——. A megoldasok a periodikussagot is figye-
lembe véve: 2

—2—7[+2k7r <a <2—ﬂ+2kn’, keZ.
3 3
Irjuk most be a helyére a 2X+% kifejezést:
—2—ﬂ+2k7r <2x+£<2—ﬂ+2kn,
3 3 3

-1+ 2Kkm < 2X<%+2k7r,

T T
) +kr <x< 5 +kz, ke Z. 9.8. abra A 7. b) példa egységkérds
abrazolasa
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Vektorok es trigonometria

Megoldas:
Azokat a valos szamokat keressiik, amelyekre
4sin xcosx—2sin x+2cosx—1>0.
A bal oldalon szerepl6 kifejezés szorzatta bonthato, igy a megoldandoé egyenldtlenség:
(2sinx+1)(2cosx—1) >0,

4 sinx+1 cosx—E >0.
2 2

sinxz—%, sinxs—%,
L va 1I.
1 gy 1

COSX = —, COSX < —.
2 2

Ez pontosan akkor teljesiil, ha

L. Abrazoljuk kozos egységkoron a két feltételnek megfeleld
pontokat! Konnyen leolvashatjuk a megoldasokat, amelyek a
kétszeresen atfedett résznek felelnek meg. (Persze itt is figyelni
kell a periodikussagra.)

_£+2kﬂSXS£+2k7r, keZ.
6 3

II. Abrazoljuk itt is kozos egységkoron a két feltételnek meg-
feleld pontokat! A megoldasok, amelyek a kétszeresen atfedett
résznek felelnek meg:

9.9. dbra Az I. feltétel abrazolasa ‘
egységkoron

—5—7T+2|7t < XS—£+2|77:, le Z.
6 3

A kifejezés értelmezési tartomanya a kapott eredményeink sze-
rint:

T okn Ev ok ol = 2F s 21w~ Fv 21 |, ahol k1€ Z
6 3 6 3

4

9.10. dbra A 11. feltétel brazolasa ‘
egységkoron

@ 9. pdlda Oldjuk meg a valés szamok halmazéan a kdvetkez6 egyenletet:
: 2010"*" = cos5x +2009. ’

0. . _a®
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Megoldas:
Ez bizony nem egy atlagos egyenlet. Arra gondolhatunk, hogy a bal oldalon allo kifejezés értéke
.elég nagy”. Mivel |x|>0, igy |x|+1>1. Az a+> 2010%, a>1 fiiggvény szigoriian monoton né-
vekvo, ezért 2010 > 2010, vagyis a bal oldalon all6 kifejezés minimalis értéke 2010. Vegyiik
észre, hogy —1<cos5x <1, ezért a jobb oldalon 4ll6 kifejezés maximalis értéke éppen 2010! Ez azt
jelenti, hogy egyenldség pontosan akkor allhat fenn, ha

|x|+1=1¢és cos5x =1
egyszerre teljesiil. Az els6 egyenlet egyetlen megoldasa x =0, ami kdnnyen belathat6 modon a
masodik egyenletet is igazza teszi. Az eredeti egyenletnek tehat csakis az x =0 lehet a megoldasa.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy valoban megoldas is lesz.

U, vdledz  Igazoljuk, hogy ha a, [ €s y egy ha-
romszog bels6 szogei, akkor

3
a) cose +cos B +cosy SE’
. i . 9
b) sin’ o +sin’ B +sin®y SZ!

Megoldas:
a) Vegyiik fel az x, y és z egységnyi hossz(i vektorokat kozos | 9.11.4bra A 10. a) példa megolda-
kezdéponttal gy, hogy a paronként bezért szogeik legyenek sahoz
180°—a, 180°— 3 é5180°—y (9.11. abra)!
(Ezt meg lehet tenni, ugyanis 0°<a, 8,y <180° és
a+ B +y =180°.) Ekkor a vektorok skaldris szorzatarol szer-
zett ismereteink felhasznalasaval adédik, hogy pl.
xy=1-1-cos(180°~a )= —cosa.

Mivel
-2 —2 -

0<(34y+z) =X +5 +2 +2(x7+y2+2X)=

=3-2(coso +cos B +cosy),

. | 9.12. dbra Szabélyos haromszog
ezert

3
005a+cosﬁ+cos;/sz. g

Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha ;c+;/+2 =0. Tekin-
tettel arra, hogy ezek egyenld hosszu vektorok, adodik, hogy
o = =y =60° tehat a haromszog szabalyos (9.12. abra).

b) Tekintsiik az ABC haromszdg koré irt R sugara kort a k6zép- A
pontjaval, tovabba inditsunk helyvektorokat a kor kdzéppontja- B

bol a haromszdg csucsaiba! (Hasznaljuk a 9.13. abra jel6léseit.) A v
A vektorok skalaris szorzatardl tudottak miatt:

2 _ - \2 _ 2 “h i _ 2 2
¢’ =(a-b) =2R*-2ab & 2ab=2R" —c’. 9.13. 4bra A 10. b) példa megolds-
Hasonldan adddnak a kdvetkezok: sahoz
e®%0
... ...
o I 17 ]
: !
[ ) (
L ] q
.. ..
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Vektorok es trigonometria

2bc = 2R? —a?,
2ca=2R? b
Tudjuk, hogy pl. a=2Rsina, ezért
OS(5+5+E)2 —a +b +¢ +2(55+BE+55)=3R2 +6R” —(a” +b” +¢°),
0<9R* —4R?(sin® o +sin’ B +sin’y),
sin® o +sin? B +sin’y S%.

a+b+c

Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a+b+c=0. Mivel a stlypont helyvektora, igy

az ekkor egybeesik a koré irt kor kdzéppontjaval, vagyis a A szabalyos.
Az a) allitas igazolhato addicios Osszefliggések felhasznalasaval is.
Ismert, hogy

. . 1-cos2a
cos2a =1-2sin’a < sina = —
ezért a b) allitas ekvivalens a kovetkezdvel:

—g < €0S 20 +C0S 23 +C0S 2ax.

Ezt az egyenldtlenséget igazolhatjuk az a) részben latott modszerrel, vagy addicios dsszefiiggések
segitségével is. A szamtani és négyzetes kdzép kozotti egyenldtlenség felhasznalasaval (lasd a Ne-
vezetes kozepek és egyenlbtlenségek cimi fejezetben) konnyen adodik a b) allitasbol a kdvetkezd

egyenlétlenség:
sina +sin B +siny < #

Ezt az egyenldtlenséget igazolhatjuk a Jensen-egyenldtlenség (lasd a Konvex fiiggvények cimi lec-
kében) felhasznalasaval is.

R, Oldjuk meg! ,

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kdvetkezd egyenleteket!

a) cos(Sx—%]=sin(4x—n) b) cos2x =5cosx +1 c) tg x = 2sin2x

d) sin® x—2sin xcos x +2¢0s” x = 2 ¢) sin2x—cos2x = /2
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenlétlenségeket!

a) sin(3x—%]<§ b) cosz(2x—30°)s% c) sinx—cosx >1
3. Hatarozza meg azokat az (x, y) val6s szamparokat, amelyekre:
X+ 1 =2c0s y!
X

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Koényvkiado.:
273-292. feladatok
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W\ Nefezetes kozepek es egyeniotiens
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il. Nevezeteskozepekies egyenlotiensegek:

. .. ..

Korébbi tanulményaink sordn megismerkedtink két pozitiv szdm szdmtani, mértani (geometriai),
harmonikus és négyzetes (kvadratikus) kozepével. Ezek az a,b >0 szamokra rendre a kovetkezok:

A:ib, G=+/ab, H :L, Q=
2 11
— + —
a b
Egyszeri szamolassal igazolhatjuk, hogy kozottiik a kovetkez6 egyenlStlenségek érvényesek:

min(a,b)<H <G < A<Q<max(a,b).

a?+b?
2

Egyenléség barmely két kozép kozott pontosan akkor all fenn, ha a =b. (Gyakorlasul végezziik
el a bizonyitasokat!) A tovabbiakban eldszor n darab pozitiv szdmra (n>2) altalanositjuk a fenti
nevezetes kdzepeket.

Varhato, hogy kozottiik ugyanolyan egyenldtlenségek érvényesek, mint két valtozo esetén.

Ha @, 4a,,...,a, >0, akkor
min(a,,a,,..,a,)<H, <G <A <Q, <max(a,a,,...4,).
Bizonyitas:
Legyen min(a,,a,,...,a,) =a. Ekkor a<a, (:)izai, ezért
+i+ +i<:>g<;
2 " ta ST 1 T
a

2

[ ]
L |-

n

ahonnan
min(a,,a,,...,a,) < H,.

Legyen max(a,,a,,...,a,)=h. Ekkor a, <b, ezért

ahonnan
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A szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlotlenségnek szamos bizonyitasa ismert. A most kovet-
kez6 gondolatmenet talan a legegyszerlibb eszk6zoket hasznalo bizonyitdas G, < A, igazolaséara.
Ha minden valtozo értéke ugyanaz, akkor nyilvanvalé modon egyenldség all fenn. Tegyiik fel, hogy
vannak kiilonbozo értékiiek a valtozok kozott. Ha &, kozottiik a legkisebb, a, pedig a legnagyobb,
akkor a, < A, <a,. Cseréljik le a-et A -re, a,-t pedig (& +a, — A )-re! (Konnyl latni, hogy
a, +d, — A <a,.) Ett6l az n darab szdm szamtani kdzepe nem valtozik meg. Mivel
dldz < Al(ai+a2_All)’

0< A.al + A.az - A? —ad,,

O<(A| _a'l)(aZ _AII)
igaz, ezért a csere hatasara a mértani kozép értéke nd. Ha még mindig vannak kiilonb6zd értékiiek
a szamok kozott, akkor ismételjilk meg az eljarast! Véges sok szdm van, igy az eljaras elébb-utobb
le fog allni, hiszen végul minden szd&m A -nel lesz egyenl6! A cserék soran a mértani kozép nétt, a
szamtani kozép nem valtozott, végiil pedig egyenldséghez jutottunk el. Ebbdl kovetkezik a bizonyi-

tando egyenldtlenség.
A H, <G, egyenldtlenség visszavezethetd a szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenldtlenségre,

ha azt az L , 1 - S valtozokra alkalmazzuk. (Ellenérizzik!)

dl dZ dn
Az A, £Q, egyenlbtlenséggel ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk négyzetre emelés utan:

(a1+a2+...+a”)2 Sll(baz+dzz+---+d.2.)-

Ezt teljes indukcidval igazoljuk. Ha n =2, akkor a két valtozot tartalmazo alakhoz jutunk, ami
igaz. Tegyuk fel, hogy az allitas n—1 darab véltozora igaz, ahol n > 3! Atalakitva a bizonyitando
egyenlétlenséget:

af +2a1(a2 +...+d”)+(d2 +..+ a“)z < Ildlz +a22 +...+d|2| +(||—1) ~(a22 +...+a,2|).
Az indukcios feltevés miatt
(a2 +...+d”)2 S(n—l) ~(a22 +...+a,2|),
igy elegendd igazolnunk, hogy
af +2i:|1(a:12 +...+a”)£ ni:lj2 +d22 +...+d,2|.
Atrendezve:
0<(a,—a) +..+(a, —a)",
ami trivialisan igaz.
Ezzel a tételben szerepld egyenldtlenséglancot igazoltuk.

A kozepek kozotti egyenldtlenségeket leggyakrabban szélséérték feladatok megoldasara hasznaljuk.
Erre tobb példat is lathatunk konyviink fiiggvények szélséértékeivel kapcsolatos részében. Most
néhany, mas teriiletr6l szarmaz6 alkalmazast mutatunk.

Megoldas:
Valasszunk ki egy téglatestet, és legyenek az egy csucsba futd élek hosszai a, b és ¢! A testatlo hossza:
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e=2J3=+aZ+b’+c’.

‘ A mértani és négyzetes kozép kozotti egyenltlenség miatt
3abe < M
R/abe <, / 3 .
igy akkor a térfogatra:

V =abc <(2)° =8cm’,
Mivel egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c, igy a
1.1. dbraEgytéglatest | 2 cm éli kockara lesz a térfogat maximalis.

a

@ 2, palls Igazoljuk, ha a, 8 ésy egy haromszog szogei, akkor
! sina N sin B N siny > E! ]
sinf+siny siny+sina  sinag+sinf 2

Megoldas:
Trigonometridbdl ismert az Gn. szinusztétel, amely szerint a
haromszog megfeleld oldalai és szogei kozott fennall, hogy
a:b:c=sina:sin B :siny. Abizonyitando egyenlétlenség igy
irhat6 a kovetkezé modon:
2, b, o3
b+c c+a a+b 2

g Legyen b+c=X, c+a=y, a+b=2z A helyettesités elvégzé-

12. dbra A 2. példa dbraja se, majd tagonkénti osztas utan:

yHzoX ZHX—y xty-z
X v z

(5+Z)+(Z+£J+(E+§]26.
y X z y X z

A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenl6tlenségek miatt mindharom zardjelben 1év6 szam
legalabb 2, amibdl az allitas adodik, mivel a 1épések megfordithatok. Egyenldség pontosan akkor all
fenn, ha x =y =12, azaz a=b=c, vagyis a haromszog szabalyos.

=3,

@ SAPEIUH Oldjuk meg az alabbi exponencialis egyenletet:
! 8" +27* +64" +125" = 24" + 30" + 40" + 60" ]
Megoldas:
Vegyiik észre, hogy a=2", b=3" c=4% d =5" helyettesitéssel a kovetkez alakot kapjuk:
a’+b’+c®+d® =abc+abd +acd +bcd.

Ez sugallja, hogy probalkozzunk meg a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség alkalma-
zasaval. Mivel x,y,z >0 esetén

3, 3.3
X+’ +z
TV TE Yx%y*2® = xyz,

3
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ezért
a’ +b®+c® > 3abc,
a’+b®+d*®>3abd,
a’+c*+d®>3acd,
b®+¢*®+d°® >3bcd.
Adjuk 6ssze ezeket!
3a® +3b® +3c® +3d® > 3abc + 3abd +3acd + 3bcd,

a®+b’® +c®+d°® > abc +abd +acd +bcd.
Mivel a feladat szerint itt egyenldség van, igy
a=b=c=d.
Innen
2=4=(2) &2 =1 x=0,
ami meg is felel.

Megoldas:
Konyviinkben szerepel az tn. Heron-formula bizonyitasa, amely szerint ha a, b és ¢ egy hdromszdg
oldalai, s a kerdlet fele, t pedig a tertlet, akkor

t=ys(s-a)-(s—b)-(s—c).
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség miatt:
S (s—a)+(s—b)+(s—c)>3
—= >3/(s—a)-(s—b)-(s—c),
3 3 Ys-a)-(s-b)-(s-0)

3

s
EZ(s—a)-(s—b)'(s—c),

4

EZS(s—a)-(s—b)-(s—c),
3i;§ 2\/s(s—a)~(s—b)~(s—c).

A feladat szovege alapjan s=6cm, igy t< % cm?® = 6,93 cm’. Mivel egyenléség a becslésben

pontosan akkor van, ha s—a =s—b =s—c, igy szabalyos haromszdg esetén lesz a terlilet maximalis.

@ 3. palda Igazoljuk, hogy a, b, ¢ pozitiv valés szdmok esetén
: a®+b*+c® = a’h+b’c+al E

Megoldas:
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenséget alkalmazva:
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3 3 3
a’+a’+b
Z = " >3a%-at b =ah,

3
3 3
2a+b>

> a’h.

3

Hasonléan adddik, hogy
3 3
2b° +c¢ > b,
3

2cd+a’
3 >c%a.

A harom utolsé egyenlétlenséget Osszeadva kapjuk a bizonyitandé allitast. Egyenléség pontosan
akkor &ll fenn, ha a=b =c.

S Oldjuk meg! ,

1. Igazoljuk, hogy az adott tertiletli haromszdgek koziil a szabalyos haromszog keriilete lesz a leg-
kisebb!

2. Egy téglatest alaki doboz egyik lapjénak teriilete 1 dm? élei
hosszanak dsszege 20 dm. Hogyan kell az élek hosszat meg-
valasztani, hogy a felszin a lehetd legnagyobb legyen?

3. Igazoljuk, hogy a, b, ¢ pozitiv val6s szdmok esetén
a*+b*+c* >a’h+b’c+c’al

4. A 7 dm?® térfogatu egyenes korhengerek koziil melyiknek a

1.3. 4bra Doboz felszine lesz a legkisebb?
Mennyi a minimalis felszin?

5. AZ X, Xy, ..., Xo000 NEMNEQaALiv SZAMOK Osszege 1. Hatarozzuk meg az
S = XX, + X, X5 + XX, .o F K05 X000

0sszeg maximumat!

6. Az a, b, ¢ pozitiv szamok és abc =1. Igazoljuk, hogy

1 . 1 . 1 _1

(a+1)" +b*+1 (b+1) +c?+1 (c+1)+a’+1 2

7. Igazoljuk, hogy ha a,b,c >0, akkor
2(a’+b*+c®) 9(a+h+c)

> 33!
abc a’+b?+c?

Tovéabbi feladatok:
http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok: Schultz Janos: 111 algebrai egyenlétlenség
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>Milalkoordinata-geometriay.

Az elmult években mar megismerkedtiink a geometria alapjai-
val. A geometria a matematikanak az az 4ga, amely a ponthal-
mazok vizsgalataval foglalkozik.

Korabbi tanulményaink részét képezte az algebra és szam-
elmélet is, amely olyan tudomanyéag, amely szamokat, kifejezé-
seket, egyenleteket és egyenldtlenségeket vizsgal.

Felmertiilhet a kérdés, hogyan lehet ezt a két terliletet Ossze-
kapcsolni egyetlen tudomanyag keretében. Ha gyakorlati szem-
ponthdl vizsgaljuk a problémat, akkor megkérdezhetjik azt is,
hogy egyaltalan szlikség van-e erre.

Aszémitogépek vilagaban erre az utdbbi kérdésre csak igen-
16 valaszt adhatunk, hiszen a komputerek kizarolag az algebra
nyelvén értenek, de gyakran kell ponthalmazokkal kapcsolatos
manipulaciot végeznitk (pl. szamitégépes grafika, vezérlések,
geometriai szerkesztoprogramok).

Mar a nagy felfedezések kordban is felmerilt a hajésokban
a pontos tajékozodas igénye, és — tdbbek kdzétt — ez inditotta el
a koordinata-geometria (analitikus geometria) mint matemati-
kai tudomanyag fejlodését.

A koordinata-geometria feladata a geometriai fogalmak
szamelméleti, algebrai modszerekkel torténd jellemzése. (A ko-
rabbiakban megismert geometriat az analitikus geometriatol
valé megkilonboztetés miatt szokés szintetikus geometrianak
nevezni.) A kdvetkez6kben ennek a tudomanyagnak az alapjai-
val fogunk megismerkedni. Amikor Descartes nyoman haladva

KOLUMIBUSZ erre az (tra léplnk, akkor a forditottjat tessziik annak, amit az
1.2. 4bra A nagy felfedezé okori gorog matematikusok tettek, hiszen 6k a szamok tulajdon-
s&gait jelenitették meg geometriai fogalmak segitségével.

Elorebocsatjuk, hogy a koordinata-geometriai problémak megoldéasa gyakran sok szamolast igé-
nyel. A tankdnyvnek ebben a részében csak ritkan szerepelnek olyan példak, amelyek megoldasanak
eredményei ,,sz€p” (egész vagy racionalis) szamok. Ennek oka az is, hogy a gyakorlati életben csak
ritkan talalkozhatunk ilyen eredményre vezetd problémakkal. A megoldasokat olykor pontos, maskor
kozelitd értékekkel adjuk meg. A kozelitd értékekkel vald szamolas mindig megengedett, és a szamo-
16gép hasznélata kifejezetten ajanlott.

1.1. bra Egy szamitogépes grafika |

A geometria egyik alapfogalma a pont.

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

1.1. A sik pontjainak koordinédta-geometriai jellemzése

A 9. osztalyban mar talalkoztunk ezzel a problémaval, igy csak roviden atismételjiik az akkor meg-
szerzett ismereteket.

86
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A Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszer két tenge-
lye két egymasra merdleges szamegyenes, melyeknek 0 pontja
egybeesik (origd). Az egyik tengely az abszcisszatengely
(x-tengely), a masik tengely az ordinatatengely (y-tengely).
Asik barmely P pontjahoz egyértelmilen hozzarendeliink egy
rendezett val6s szampért (p,;p,). E szampar elemei a pont koor-
dinatai. Az elsé koordinata (abszcissza) a pont ordinataten-
gelytdl vett elbjeles tavolsaga, mig a masodik koordinata (or-
dinata) a P abszcisszatengelyt6l vett eldjeles tavolsaga.

P. P (27:29)

)

1 ',

011 27 X

| 1.3.&braEgy pont koordinatai

Ezzel a hozzarendeléssel kolesonosen egyértelmii raképezést (bijekeié) hoztunk létre a sik
pontjainak halmaza és a rendezett valds szamparok halmaza kozott.

1.2. A sik vektorainak koordindta-geometriai jellemzése

A Vektorok, trigonometria cimil fejezetben részletesen megismertiik az alkalmazott modszert. Itt

csak ennek Iényegét ismételjiik at, és a fontosabb eredményeket
foglaljuk ossze.

Legyenek i és J egymasra merbleges egységvektorok
(bazisvektorok) a sikban! A sik barmely v vektorahoz hozza-
rendeljlik azt a (v,;v,) rendezett valos szampart, melyekre igaz,
hogy v = v17+ v, j. Aszampér elemei a vektor koordinatai. Ez-
zel a hozzarendeléssel bijekciot adtunk meg a sik vektorai és a
rendezett valos szamparok halmaza kozott.

AV hossza V= \v,2 +v,%.

Ha a k valds szam, akkor kv (kv,;kv, ).
A v 90°-0s elforgatottjai:
W pozitiv iranyba: (—V,;V;),
W negativ iranyba: (v,;-v,).
Ha w(w,;w, ), akkor
VAW (V W,V W ), V=W (V= WV, — W)
€S VW= V,W, +V,W,.
Két vektor hajlasszdgének koszinusza:

ViW, +V, W,
cosy = 17 T Yo'

\/vlz +V,° -\/le +w,’ '

.

i

[ 1.4 abra Vektor koordinatai

Ya

o
N
w
ES
|

o
o
&)

T

|
>

v

1.5. bra A vonatkoztatasi

rendszerek egyesitése

A koordinata-geometriai vizsgalddasoknak nagy 16kést adott az a felismerés, hogy az elézdekben
targyalt két vonatkoztatési rendszert célszeriien egyesiteni lehet. Ez Iathatd az 1.5. dbréan.

Az i bazisvektort abrazold iranyitott szakasz kezddpontja az origd, végpontja az (1;0) pont.

Az ] bazisvektort abrazold iranyitott szakasz kezdGpontja az origd, végpontja a (0;1) pont. (Meg-
jegyezziik, hogy a késdbbiekben a két bazisvektort nem mindig fogjuk megjeleniteni az abrakon, de

mindig ,,odagondoljuk” 6ket.)
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Ennek a felvételnek kdszonhetd, hogy ha egy vektort olyan iranyitott szakasszal adunk meg,
amelynek kezdépontja az origd, akkor e vektor koordinatai egyenldk az iranyitott szakasz végpont-
janak koordinataival. (Ezt Ugy is szoktak emlegetni, hogy a helyvektor koordinatai egyenl6k a vég-
pontjanak koordinataival.) Ennek az allitasnak a — nem nehéz — bizonyitasat az olvasora bizzuk.

Nézziik most meg azt, hogy hogyan kaphatjuk meg két pontot 6sszekotd iranyitott szakasszal
megadott vektor koordinatait.

Y4 Legyen a P(p;p,) és Q(a,;q,)! Keressik a PQ vek-
P(-3,7;31) tor koordinatait! Mivel az A pont az orig, AP(p,;p,) és
v(47:-2f) E(qli%) (helyvektorok). Ugyanakkor PQ = AQ-AP, igy

P(-37:3NN\_ 11 2 0(11) PQ(d ~ i 0, = Py)-
q(t1) (A kapott eredmény mas médon megfogalmazva: a szabad-
AL o X vektor koordintai a végpontja és kezdépontja megfeleld koor-

dinatainak kiilonbségeként allithatok eld.)

1.6. 4bra Szabadvektor koordinatai | A most kapott eredményt felhasznalva Iépjiink tovabb!

Két pont tavolsaga
Legyena P(p,;p,) és Q(q,,d,)! Adjuk meg a tavolsagukat!

A keresett tavolsag a két pontot 6sszek6t6é vektor abszolut értéke: PQ = |m| . Avektor abszolut
értéke a koordinatai négyzetdsszegének négyzetgyoke.

................................................................................................................................

©_ Tétel PQ=\/(q1—p1)2+(qz—p2)2-
i Két pont tavolsaga a megfelelé koordinatakiilonbségek négyzetdsszegének négyzetgyoke.

.....................................................................................................................................

Mieldtt példak megoldasaval foglalkoznank, elérebocsatjuk, hogy a megoldasokban megadjuk a
pontos értékeket is. Ez azonban nem kdvetelmény az érettségire késziild didkokkal szemben, a koze-
lit6 értékekkel valo szamolas is megengedett. (Az abraink zomén is kozelito értékek szerepelnek.)

@ 1L palda Adott hdrom pont a koordinétaival, A(—3;—1), B(6;—2) és C(3;4). Adjuk
 meg az altaluk meghatarozott haromszdg
i a) keriiletét; b) teriiletét; c) szdgeit;
d) beirt korének sugarat; e) kortilirt korének sugarat!

Megoldaés:
a) Az oldalak hossza az eldbb bizonyitott tavolsagképlettel szamolhato, a keriilet pedig a harom
oldal hosszanak az 6sszege.

c= AB=\/(-3-6)" +(-1+2)" =BL+1 =82 ~ 9,06,
a=BC =/(6-3)" +(-2—4)’ =J9+36 =/45 =35 ~ 6,71

b=CA=/(3+3)" +(4+1)° =/36+25 =+/61~7,81,
k = /82 +3y5++/61 = 23,57.
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b) Az oldalak hosszanak ismeretében a teriilet a — korabban mar targyalt — Heron-képlettel szamol-

k /82+3J5+61

hatd. A félkerilet s = 2T, =11,79.

t=\/s(s—a)(s—b)(s—c)=
:\/x/@+3\/§+\/6_1 V82 -3V5 +/61 v/82 +3v5 — /61 —B2 + 35 +/61 _
2 2 2 2

= ‘/—2601 oL 25,5.
4 2

(Megjegyezziik, hogy a teriilet altalanos iskolaban ismert eszkdzokkel is meghatarozhat6. A harom-
sz0g koré a tengelyekkel parhuzamos oldalu téglalapot rajzolunk, és annak teriiletébdl kivonjuk a
»felesleges” derékszogli haromszogek teriiletének 6sszegét.)

c) Az oldalak ismeretében a haromszodg szogei a koszinusztétel alkalmazasaval szamolhatok.
a’+b?—c® 44305

cosy = - ~0,2290 = y ~ 76,76°,
2ab 305
2,22 R [
cosp=C A0 _IWAI0 4 ppas 557000,
2ca 410

o =180°-76,76°—-57,09° = 46,15°.

d) A 9. osztalyos tankonyvben szerepelt t =rs képlet alapjan szamolhat6 a beirt kor sugara. (t a
haromszog terllete, r a beirt kor sugara, s a hdromszog keriiletének a fele.)

51 yA o =46,15°
t 2 C(34) B =57,00°
t=rs>r=—-=——%¢ =
s /82+3J5+/61 y=7676°
oL t=255
2
L P TS
\/8—2+3\/§+\/ﬁ

<Y

e)At= i—t: képlet alapjan kaphatjuk meg A(=3-1)

a korulirt kor R sugarat.

_abe 25010, oo
34

L 1.7. &bra A keresett adatok

A szakaszt adott aranyban oszt6 pont koordinatai

Legyen P(p,;p,) és Q(a,;q,), R pedig olyan pontja a PQ t P 1
szakasznak, melyre igaz, hogy E—g =% (u és A adott pozitiv 0
1
szamok)! Adjuk meg az R koordinatait!
Tekintstik az 1.8. abrat! of "4 X
Legyen O pont az origd, ekkor az R koordinatai egyenl6k az
OR (helyvektor) koordinataival. L 1.8. abra Osztopont koordinatai 1
Sog
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JKoordinata-geometria

OR =0P +PR.

Az osztasi arany miatt: PR = —2—PQ =—* (O—Q—@)
u+i U+

Ebbdl kdvetkezben:
(u+/’t)@+u(0_(j—@)
u+i '

TRy s———
OR=0P+ ”M(OQ—OP) =
A0P + ,LLO_Q.
U+
ordinatai egyenlék a végpontjaik koordinataival, adodik, hogy
R(ﬂ'pl +uq ;Apz +uq, J
u+i U+

Elvégezve a miiveleteket kapjuk, hogy OR = . Felhasznélva, hogy a helyvektorok ko-

A kapott eredmény specialis eseteit is megfogalmazhatjuk:

W HaaPQ szakasz felez6pontja F, akkor % =1 igy F [M%) (Szakasz fele-

2
zéspontjanak koordinatai a végpontok koordinatainak szamtani kdzepei.)
. PH .
% HaaPQ szakasz P-hez kézelebbi harmadolépontja H,, akkor H_(S = % gy
P
E 2p,+0Q,.2p,+0q,
3 7 3

Haromszog stlypontjanak koordinatai
Egy haromszdg csucsai: A(a;;a,), B(b;b,) és C(c;c,). Ad-

yA
juk meg a haromszdg S sulypontjanak koordinatait!
- & Legyen a haromszdg BC oldalanak felez8pontja F! Az el8z6ek
alapjan ennek koordinatai F ﬁw . Az elemi geo-
2 F

metriabdl ismert, hogy a haromszdg S stlypontja az AF sulyvo-
) ; - nal F-hez kdzelebbi harmadoldpontja. Alkalmazva a harmadolé-
\l pont koordinataira vonatkoz6 eredményiinket:
2Ll G +a 27b2 % +a,
1.9. dbra Haromszog és stlypontja | g 2 2

................................................................................................................................

S(a1+b1+c1 “a, +b, +c, J

] 3 3
A haromszdg stlypontjanak koordinatai a cstcsok koordinatainak szamtani kdzepei.

.....................................................................................................................................
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2, udlda  Adott harom pont a koordinatéival: A(—3;—-1), B(6;—2) és C(3;4). Adjuk :
meg az altaluk meghatarozott haromszog 5
a) sulypontjanak koordinatait;

b) a csticsokbdl induld sulyvonal vektorainak 0sszegét;

c) sulyvonalainak hosszat;

d) beirt korének kozéppontjat!

Megoldas:
A kapott eredmények kozelitd értékét a kovetkezo abrak alapjan

lehet ellendrizni. 5(2.033) g
g ] . ., S,(7.5,2)
a) Az imént bizonyitott tétel alapjan: S (-6:35)
g(3+6+3.-1-2+4) (1 5. (-15:-55) CE4)
3 3 '3 01/)‘/ £ (451)
b) El6szor megadjuk a haromszog oldalfelezé pontjainak koor- T 1 X
dinatait, ezutdn a stlyvonalvektorok (szabadvektorok) koordi- (= ) F(15-15)  g(6;-2)
natai kiszamolhatok.

6+3.4-2) (9 = (9 15

F Ti7)=(?1)=> AF, (§+3;1+1)=(?2J- | 110 4braA2. példa abréja
F —3+3;—l+4 _ O;E :>BT:b 0_6;§+2 = —G;Z .

2 2 2 2 2
Fc —3+6;—1—2 _ §’_§ C_F' 3 3_§_4 — _E;_E .

2 2 2" 2 2 2 2 2
AF,+BF, +CF [ 2-6-22+ L - (00).

2 2’72 2

Akoordinataival adott sulyvonalvektorok dsszege nullvektor. Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez
csak erre a haromszogre igaz, vagy minden hdromszdgben igy van-e.
c) A sulyvonalak hossza a stlyvonalvektorok abszolut értéke:

AF_() = /60,25 ~ 7,76,

’ =./48,25 = 6,95,

y
T.(184-154)
K (2,29;0,59)
CF, = (——) ( ) =./32,5=5,68. C(3:4)
2 7,81
d) A Vektorok, trigonometria cimii t¢émakor 5. feladataban meg- A h K b
adtuk a haromszogbe irt kor kdzéppontjanak helyvektorat az _ ] 2
oldalak hosszainak és a csticspontok helyvektorainak segitse- A3~ ST s
gével. Ha valaki nem oldotta meg ezt a feladatot, a megoldast ’

megtalélja a konyv digitalis mellékletében.
aa+bb+cc
a+b+c

OK

1.11. 4bra Haromszogbe irt kor
kdzéppontja

91
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JKoordinata-geometria

A haromszog oldalai az els6 példabol ismertek:
¢ =+/82 = 9,06,

a=3J5~6,71,
b=61~78L
A helyvektorok koordinatai a csucsok koordinataival egyenldk, ebbdl kovetkezden:

«[/B002 /305 5V410 55 V5002 9y305 3V410 15)_ (2,29,0,59)
17 34 34 34’ 34 34 17 34| U

3.0dlda Adott két pont a koordindtaival: A(-3;-1), B(6;-2). Tukrozzik az A
: pontot az AB szakasz B-hez kozelebbi harmadol6pontjara! Adjuk meg a tikorképpont ko-
i ordinatait! :

Megoldas:
Legyen a példaban szereplé harmadolopont H,! A harmadolo-
pont koordinatéira vonatkoz6 6sszefliggés szerint

1 Hb(zg_s;2'(_32)_1):(3;—2).

1 H,(3-167) X
S|

(=)

Legyen a keresett tikorkép A’(a;;a,)! Az AA’ szakasz fele-
zOpontja a H,. A felezéspontra vonatkozd Osszefiiggés alapjan

AST)
: B(6:-2) A(9-233)

igaz, hogy
. —3+a
1.12. dbra A 3. példa dbraja_ | 3= —
_5_1+a
3 2

Megoldva az egyenletrendszert kapjuk, hogy A’(9; —g) (Lasd az 1.12. abrat!)

K, Oldjuk meg! ,

1. Adott harom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;-2) és C(3; 4). Adjuk meg az altaluk meg-
hatarozott haromszdg stlypontjabol a csticsokba mutato vektorok 6sszegét!

2. Mutassuk meg, hogy az 1. feladatban szerepl6 haromszdg stilyvonalaibol mint oldalakbol ha-
romsz0g szerkeszthetd! Az igy kapott haromszog teriilete hanyadrésze az eredeti haromszog
teruletének?

3. Adjuk meg az 1. feladatban szerepl6 haromszog kdzépvonal-haromszogének sulypontjat!

4. Az 1. feladatban szereplé haromszog AB oldalanak B-hez kozelebbi harmadolépontja H,, BC
oldalanak C-hez kézelebbi harmadoldpontja H,, és CA oldalanak A-hoz kdzelebbi harmadolo-
pontja H,. Adjuk meg a H, H, H, haromszdg stlypontjanak koordinatait!

5. Az A(-3;-1), B(6;-2), C(3;4) és D(0;4) pontok ebben a sorrendben egy négyszog cslcsai.
Milyen négyszoget hataroznak meg e négyszog oldalainak felezopontjai?
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. 3
6. Az A(=3;,-1), B(6;-2), C(3;4), D(0;4) és E(—E;Z) pontok ebben a sorrendben egy 6tszég

cslcsai. Az AB, BC, CD, DE oldalak felez6pontjai rendre M, N, P és Q. Az MP és NQ szakaszok
felezOpontjai R és S. Adjuk meg az RS és EA vektorok koordinatait!

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
316. és 317. feladatok

JAsikegyeneseinekkoordinatazgeometraiyelll

s I

Az eldzbekben sikertiilt a koordinata-geometria nyelvére atiiltetni a pontok és azok egymashoz vi-
szonyitott helyzetének jellemzését. A geometria masodik alapfogalma az egyenes, igy természetes
a tovabblépésiink iranya.

Elészor vegyilik szamba, hogy milyen modon lehet megadni egy egyenest a koordinatasikon!
Az nyilvanvald, hogy meg kell adni legalabb egy olyan pontot, amely illeszkedik az egyenesre. Le-
gyen ez P, (X,;Y,)! (Pontot a sikon koordinataival adunk meg.)

Egy pontra végtelen sok egyenes illeszkedik a sikban, egyértelmtivé kell tenni a megadast.
Tehetjik azt, hogy megadunk

a) még egy pontot, amely illeszkedik az egyenesre, P, (X; ¥, ); d
b) egy vektort (nem nullvektor), amely parhuzamos az
egyenessel: iranyvektor, v(v;;v,); (Vektort a sikon ko- e
ordinataival adunk meg.); \ b i
c) egy vektort (nem nullvektor), amely meréleges az egye- Py e
nesre: normalvektor, n(4;B); 1 o N
d)egy Q€ [0, 7] szoget, amelyet az egyenes bezér az x ten- 011 i i
gely pozitiv irdnyaval: irdnyszog;
e) az m =tg ¢ szdmot, ha ¢ # % : irdnytangens vagy me- ’ 2.1. abra Az egyenes mengzté?:l:

redekség.

Ezeken kivil megadhatjuk az egyenes x és y tengellyel vald metszéspontjainak elsé, illetve
masodik koordinatait, a tengelymetszeteket (a,b). A 2.1. dbran szemléltetjiik az eddigieket.

Az egyenes koordinata-geometriai jellemzésekor a gondot az okozza, hogy a pontjainak koordi-
natait nem tudjuk felsorolni, hiszen az egyenes nem véges ponthalmaz. Az a lehetéség marad, hogy
olyan egyenletet keresiink, amelynek megoldasai azoknak
és csak azoknak a P (x; y) pontoknak a koordinataparjai,
amelyek illeszkednek az egyenesre.

Az bsszes ilyen pontra, és csak azokra igaz, hogy P,P L n.

Tudjuk, hogy két nem nullvektor akkor és csak akkor merdleges Py
egymasra, ha skalaris szorzatuk 0, igy az egyenes pontjaira, és
csak azokra igaz, hogy P,P-n=0. Askalaris szorzatot koordi-
natakkal felirva kapjuk, hogy:

(x=X,)A+(y—-y,)B=0.

=1

| 2.2. abra Egyenes és normalvektora

.... (XX ] ....
e 93 ]
Y 1
o «
L) q

.. ..
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3 AX+ By = AX, + BY,.
: Ez az adott pontra illeszkedd, adott normalvektora egyenes egyenlete.

.....................................................................................................................................

o 1.palls  Adott hdrom pont a koordinataival: A(-3;—1), B(6;—2) és C(3;4). Ad- :
o juk meg az altaluk meghatarozott haromszég :
a) oldalfelez6 merdlegeseinek egyenletét;

b) magassagegyeneseinek egyenletét!

Megoldas:
a) Az oldalfelez6 merdlegesek egyenletének felirasakor az adott pont lehet az oldalak felezépontja,
normalvektorként pedig az oldalvektorok szolgalhatnak.

W Az AB szakasz felez()'pontja: Fc (_32+ 6 ;ﬁ): (E;_g} az fc normalvektora:

2 2 2

u=AB(6+3-2+1)=(9-1), egyenlete: 9x—y=2—27+§, azaz 9x -y =15.

% ABC szakasz felez6pontja: F, (BLZGLZZ): (g ;1), az f, normalvektora:

v=BC(3-6,-4+2)=(-3;6), egyenlete: —3x+6y=—2—27+6, azaz—3x+6y=—§.

% Az AC szakasz felezOpontja: F, (_3; 3 : _12+ 4 J: (O; g ), az f, normalvektora:

w=CA(-3-3,-1-4)=(-6,-5), egyenlete: —6x—5y = 0—%, azaz 6x+5y = %
b) A magassagegyenesek egyenletének megadasakor az adott pont a haromszdg csticsa, a normal-
vektor pedig a szemkozti oldal vektora lehet.
W Az m, adott pontja C(3;4), normal-

m, : x=2y =1 vektora: u=AB(9;-1), egyenlete:
m, : 6x+ 5y =26 9x—y=27-4, azaz -9x+Yy=-23.
m,:—9x+y=-23 . .
Bl 5 A o W Az m, adott pontja A(-3;—-1), normal-
T 1T vektora: v=BC(-3;6), egyenlete:
L= +y=-15
—-3X+6y=9-6, azaz x—-2y=-1.
A(=3,—1) e
m, W Az m, adott pontja B(6;—2), normal-
f R
: vektora: w=CA(-6;-5), egyen-
2.3. abra A 1. példa megoldasa lete:  —6x-5y=-36+10, azaz

6X+5y = 26.
Az egyenletek felirasa utan az eredményeket a 2.3. abran ellendrizhetjiik.

‘::3
=

L)
94
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Mielétt tovabblépnénk, gondolkodjunk el azon, hogy egy egye-
nesnek végtelen sok normalvektora van! Ezek szerint kiilonbo-
z6 normalvektorok alkalmazasa esetében kiillonbozo egyenletet
kapunk?

A valasz egyszerli. A normalvektorok parhuzamosak egy-
massal, ezért egymasnak konstansszorosai. Ha egy egyenlet
mindkét oldalat ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z6 szammal szoroz-
zuk, a megoldashalmaza nem valtozik. igy az egyenes egyenlete
egyértelmiien meghatarozott.

Haa P, (X,;Y,) pontra illeszkedd e egyenes iranyvektoraa v(v,,v, ), akkor ennek a vektornak

egyik 90°-0s elforgatottja az e normélvektora lesz, igy 7(v,;-Vv,). Felirva az adott ponton atmend
adott, normalvektor egyenes egyenletét, kapjuk az alabbi tételt.

| 2.4. 4bra Egyenes és iranyvektora

................................................................................................................................

. Vo X =V Y = Vo Xg = Vi Yo-
EZ az adott pontra illeszked6, adott iranyvektoru egyenes egyenlete.

.....................................................................................................................................

Ha egy e egyenes illeszkedik a P, (X,;Y,) ésa P, (x;y,) pon-

tokra, akkor a v = @(x1 — X3 Y1 —Y,) Vvektor az irdnyvektora

lesz e-nek, hiszen parhuzamos vele. Felirva az elébbiekben ka-
pott egyenletet,

(¥ =Yo) X = (=% )y = (% =¥o) % = (% =%) Yo
Algebrai atalakitasokat elvégezve kapjuk a kovetkezd tételt. 2.5. abra Két adott pontra

illeszkedd egyenes

................................................................................................................................

(YL YO)(X xo) (xi_xo)(y_)'o)-
Ez a két adott pontra illeszked6 egyenes egyenlete.

.....................................................................................................................................

@ 2, odlel) Adott hdrom pont a koordinataival, y
= A(-3;-1), B(6;-2) és C(3;4). Adjuk meg az altaluk
meghatérozott haromszog
a) oldalegyeneseinek egyenletét; :
b) stlyvonalai egyeneseinek egyenletét; P coxr 9y =121

i c) belsd szogfelezdi egyeneseinek egyenletét! 5
A(=3,-1)

MegOIdéS: b:-5x+6y=9
a) Az oldalegyenesek egyenleteinek megadasakor a két adott
pont a haromsz6g csucsa.

Az AB oldalegyenes egyenlete: ’

(-2+1)-(x+3)=(6+3)-(y+1),

2.6. dbra A vizsgalt haromszog
oldalegyenesei

—Xx—=3=9y+9,
X+9y=—
Ses
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A BC oldalegyenes egyenlete:
(-2-4)-(x=3)=(6-3)-(y-4),
—6x+18 =3y -12,
6x+3y =30,
2x+y =10.
A CA oldalegyenes egyenlete:

(-1-4)(x-3)=(3-3)-(y~4),

2.7. bra A vizsgalt haromszog —-5x+15=-6y + 24,
stlyvonalegyenesei —5x+6y =9

b) A sulyvonalegyenesek egyenleteinek megadasakor a két adott pont a haromszog egyik csticsa és
a szemkozti oldal felezpontja. (Az oldalak felezopontjait az 1. fejezet 2. példajanak megoldasakor
mar megadtuk.)

9
Az A-ra illeszkedd sulyvonal egyenletének meghatarozasa: a BC oldal felez6pontja F, (5;1} a
keresett egyenes az AF, egyenes:

(1+1)~(x+3):(%+3}(y+1),

2x+6=Ey+E,
2 2
—-2x+7,5y =-1,5.

A B-re illeszkedd stlyvonal egyenletének meghatérozasa: az AC oldal felezépontja F, (O;g} a
keresett egyenes a BF, egyenes:

(g+2)~(x—6)=(0—6)~(y+2),
7
T —21=—6y-12,
. y
7
—X+6y=09.
S+ 6y

A C-re illeszkedd stlyvonal egyenletének meghatarozasa: az AB oldal felezdpontja F, [§;—§], a
keresett egyenes a CF, egyenes: (3,4) 22

(e

1133 3
——X+—=——Yy+6,
2 2 2
. 3,24
2 2 2

A bels6 szogfelez6 egyenesek egyenleteinek megadasakor az egyik adott pont a haromszog egyik
csucsa, a masik adott pont pedig a beirt korének kdzéppontja. (A beirt kor kdzéppontjat az 1. fejezet
2. példajaban mar kiszamoltuk, koordinatainak kozelité értéke K (2, 29;0, 59). )
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f,:(0,59+1)-(x+3)=(2,29+3)-(y+1),

f: :(0,59+2)-(x—6)=(2,29-6)-(y+2),
f,:(0,59-4)-(x—3)=(2,29-3)-(y—4). [ 0Oox-08y=-78

A szamolasok eredményét ellendrizziik a
2.8. dbran! A3 -1

:—-«é\
® f,: —0,29x +0,96y =—0,09

Az eegyenes messe az x tengelyta P, (a;0)
pontban, az y tengelyt pedig a P,(0;b)
pontban! Alkalmazzuk a két adott pontra | —2.8. abra A vizsgalt hiromszdg belsé szdgfelezd egyenesei
illeszkedd egyenes egyenletét!

(b=0)-(x~a)=(0-a)-(y-0),

>

bx —ab = -ay, Y,
bx +ay = ab. .
Ha sem a, sem b nem nulla, akkor az egyenlet mindkét oldalat
eloszthatjuk az ab szorzattal, és igy adodik a kovetkezd Ossze- b
fliggés. 1h\_a
0. 1 \ )7
L
a b

. * 2.9 abraAz egyenes
‘ tengelymetszetei

Térjink most vissza az irdnyvektoros egyenlethez!
V,X—=V,Y =V, X, —V,Y,. Hav, nem nulla, azaz az egyenes nem merc’ileges az X tengelyre akkor

az egyenlet mindkét oIdaIateIoszthatjuk v,-gyel. Ekkor azt kapjuk, hogy X—y= —x —Y,. Atri-
Vl Vl
gonometridban tanultak szerint v_ hanyados az egyenes iranyszogének tangense, amit korabban az
1

egyenes meredekségének (m) neveztiink el. Ezt felhasznalva a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

A y— Yo =m(x—x,).
Ez az adott pontra illeszkedd, adott meredekségii egyenes egyenlete.

.....................................................................................................................................

Ha az m meredekségii egyenes a P,(0;b) pontban metszi az y tengelyt, akkor az ltalanos isko-
labol jol ismert egyenes egyenletéhez jutunk: y = mx+b. Mar ott megmutattuk, hogy ez a linearis
fuggvény grafikonjanak egyenlete, és mddszert is tanultunk az ilyen fliggvény abrazolaséara.

2

Az eddigiekben megmutattuk, hogy minden egyenes egyenlete egy elséfoku, kétismeretlenes egyen-
let. Joggal vetddik fel az a kérdés, hogy minden elséfoku, kétismeretlenes egyenlet egy egyenes

egyenlete-e. L
o 07 {
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Egy elsdfokt, kétismeretlenes egyenlet altalanos alakja: ax+by =c, ahol a két ismeretlen
(x ésy) egyiitthatoja egyszerre nem nulla (a2 +b? 2 O).

C -
Ha a =0, akkor az egyenlet a P, (E;OJ pontra illeszkedé n(a;b) normélvektori egyenes

egyenlete.

Ha b =0, akkor az egyenlet a P, (O;E] pontra illeszkedd 71(a;b) normalvektord egyenes
egyenlete. b
Ezzel belattuk a kdvetkezo tételt.

................................................................................................................................
.

.....................................................................................................................................

3.pdlds Adott egy pont a koordinataival: B(4;2) és egy e egyenes az egyenleté-
vel: —2x+y=1. 5
a) Dontsiik el, hogy a pont illeszkedik-e az egyenesre! :
b) Adjuk meg az adott pontra illeszkedd, az adott egyenessel parhuzamos f egyenes egyen-
letét!
¢) Adjuk meg az adott pontra illeszked6, az adott egyenesre merdleges g egyenes egyenletét!

Megoldas:

a) Ha a Be e, akkor a koordinatapéarja megoldasa az egyenes
egyenletének. Behelyettesitve az e egyenletébe, az x helyére
4-et, az y helyére 2-t, hamis allitast kapunk, igy Be e.

B(42) b) Legyen Be f és f | e! Ekkor e és f normalvektorra egyen-

1 -~ 16, n(2,-1), igy az f egyenlete:

/O 1/ 2X—y=2-4-2,

fi-2x4y=-6 2Xx—y =6,

9: X+2y=8 Vpe._oxiy=1

>

vagy: —2x+Yy =—6.
c) Legyen Be g és g L e! Ekkor a g normélvektora az e nor-
malvektoranak 90°-os elforgatottja, ni(l; 2), igy a g egyenlete:
X+2y=1-4+2-2,
X+2y=8.

2.10. abraA3. példadbragja |

A udlda Adjuk meg az alabbi, egyenleteikkel adott egyenesek hajlasszogét!
a)e: 2x—y=-1 y: 19x+13y =32.

b) e: 2x—y=-1 f: 2x+4y=16.

c)e: 2x—y=-1 h: 4x-y=11.

Megoldas:
Vizsgaljuk el6szor az egyenesek normalvektorainak hajlasszogét, majd abbol kovetkeztessiink az
egyenesek hajlasszdgére!
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ne(2-1), n,(19,13), n/(2:4), n,(4-1).

219+(-1)18 25 5 5106
J22+(-1) 197 1137 5530 V106 106

Tekintettel arra, hogy a kapott szdg he-
gyessz0g, a két egyenes hajlasszoge is az.
(Ha o’-re tompaszdget kaptunk volna, ak-
kor a kapott értéket ki kellett volna vonni
a 180°-bol, mivel két egyenes hajlasszdge
— definicié szerint — nem lehet nagyobb a
derékszognél.) f:x+2y=8

a) cosa’ = ~0,4856 = o’ ~ 60,95°.

yA
g: 19x+13y =32

b) non, =2-2-1-4=0, két egyenes haj-
lasszbége B =90°-os, tehat merblegesek
egymasra.

>

24+ (DY
C) COSy = - = 2.11. &bra A keresett szogek
J2 + (1) V& 42
9 9 985

= = o= g = 097625 <1253, iy y =1253"

=)
2

Lattuk, hogy a hajlasszogek szamolasa elég hosszadalmas munka. Jé lenne, ha az egyenesek egy-
mashoz viszonyitott helyzetére — legalabb specialis esetekben — az egyenletiik ismeretében tudnank
kovetkeztetni.

Adott két egyenes az egyenletével.
& » & ax+hy=c,

e, la,x+by=c,.
Adjunk sziikséges €s elegendd feltételt arra, hogy a két egyenes parhuzamos!
Az e, ||e, akkor és csak akkor teljesiil, ha normélvektoraik parhuzamosak, n, (a,;5,) |1, (2,;b,).
Ez ekvivalens azzal, hogy van olyan c valds szam, amelyre cn_.l = ’72 Koordinatakkal kifejezve:
ca =a,,
cb =h,.

Ha a #0és b, # 0, akkor kapjuk, hogy % _ El—z amely a keresett feltétel.
&

) ) a N . ,
A kapott feltétel a b, #0és b, #0 esetben —= = ﬁ, ami azt jelenti, hogy a két egyenes meredek-
sége egyenld. b,

Adott két egyenes az egyenletével.
v V e ax+hy=g,

e, a,X+hy=c,.

Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy a két egyenes merdéleges!

.... (XX ] ....
s 99 ]
Y 1
o (
L) q

.. ..

MatEm_Book.indb 99 2012.07.05. 11:56:04



4 4 7 4
Koordinata-geometria

Az e Le, akkor és csak akkor teljesiil, ha normalvektoraik merélegesek. n, (a;;5,) L, (a,;b,).
Ez ekvivalens azzal, hogy normalvektoraik skaléris szorzata 0, azaz n, - n, = 0. Koordinatakkal fel-

irva ezt a skaldris szorzatot kapjuk, hogy aa, +bb, =0, ami a keresett feltétel.
Alakitsuk at a kapott eredményiinket, ha b, #0 és b, # 0!

1+@—0

bb,
a a_

b b,

Kijelenthetjiik a kdvetkezd tételt.

................................................................................................................................

- Jétel) A koordinatatengelyekkel nem parhuzhamos két egyenes akkor és csak
i akkor mer6leges egymasra, ha az egyenesek meredekségeinek szorzata —1. ;

.....................................................................................................................................

Ha két egyenes nem parhuzamos a sikban, akkor metszik egymast. Elvarhat6, hogy az egyenleteivel
megadott két egyenes metszéspontjanak koordinatait is ki tudjuk szamolni. Van erre mod?

Mindkét egyenes egyenlete olyan kétismeretlenes, els6foka egyenlet, melyeknek megolda-
sai azoknak és csak azoknak a pontoknak a koordinataparjai, amelyek az egyenesre illeszkednek.
A metszéspont mindkét egyenesre illeszkedik, tehat a koordinataparja megoldasa mindkét egyenes
egyenletének, azaz az egyenletiikbdl alkotott egyenletrendszernek is. fgy a metszéspont keresése a
koordinata-geometriaban egyenletrendszer megoldasat jelenti.

@ 3.pdlda Adottegy ponta koordintéival: B(4;2) ésegy e egyenes az egyenletével: :
¢ 2x—y=-1. (Azt mér lattuk a 3. példaban, hogy B¢ e.) :
i a) Adjuk meg a B pont és az e egyenes tavolsagat!
i b) Adjuk meg a B pont e egyenesre vonatkozo tiikérképének koordinatait!

Megoldas:

Yy 6:—2x+y=1 a) Elemi geometriabdl mar tudjuk, hogy pont és egyenes tavolsa-
ga a pontbdl az egyenesre bocsatott merdleges szakasz hossza.
Elészor adjuk meg a B pontra illeszkedd e-re merdleges g egye-
nes egyenletét! g: x+2y =8 (lasd 3. példa).
Keressiik az e és g metszéspontjat, azaz megoldjuk a kovetkezd
egyenletrendszert:

X+2y =8,

2x—y=-1.
A metszéspont M (1,2;3,4). A B és e tavolsdga a BM szakasz
2.12. bra 5. példa dbraja hossza.

BM =/(4-12)’ +(2-3,4)" =313

b) Legyen a keresett tiikorkép B'(bl'; bz') a B M-re vonatkozo tiikorképe! A felezépont koordinaté-
irdl tanultak szerint:
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1,2= ,
2

3,4:M_
2

Az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy B’(-1,6;4,8).

2

=
Pont és egyenes tavolsagat altalanosan is kiszamolhatnank. Lényegében azt az utat kellene kdvet-
ni, amelyet az 5. példa a) részében jartunk be. A szamolast itt nem részletezziik, csak a viszonylag
konnyen megjegyezhetd, gyakran haszonnal alkalmazhaté eredményt adjuk kozre.

Ha adott egy e egyenes az egyenletével: ax+by =c, ésegy pont P, (X,;Y, ), akkor kimondhaté
az alabbi tétel.

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

3. pdlds  Adott két egyenes az egyenletével: e: 2x—y=-16s f: -4x+2y=-12.
a) Adjuk meg a kolesonos helyzetiiket!
b) Szamitsuk ki a tavolsagukat!

Megoldas:
a) A két egyenes parhuzamos, hiszen teljesiil rajuk a parhuzamossag korabban targyalt feltétele:
4.2
2 -1

b) Két parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes tetszOleges pontjanak a masik egyenestol
valé tavolsaga. Az 5. példaban szerepld B(4;2) pont illeszkedik az f-re, és annak az e-tél valé ta-
volsagat mar kiszamoltuk, igy

4-2+1 745

2°+1 S

A kovetkez6 példa talan meglepének hat egy koordinata-geo-
metriaval foglalkozé fejezetben, de a vazolt megoldas val6szi-
nilleg magyarazatot ad a példavalasztasra.

=3,13.

de f)= 2

= 7. 03lda Adjuk meg a valds szamok halmazan
. értelmezett
f(X) = VBx% —2x+1+/5x* —12x+17

hozzarendelési szaballyal megadott f fliggvény mini-

mumhelyét!
Megoldas:
Végezziink algebrai atalakitasokat! L 213 abraMeglepetés YT
L] L)
LJ L)
e 101 ]
L[]
L] ‘
(] L
.. ..
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VBx? —2x+1=/X* —2x+1+4x = \/(x—l)z +[(2x+1)-1],

VBXE —12x+17 = /X2 —8X+16+4x% —4x+1 = \/(x—4)2 +[(2x+1)-2] .
A kapott eredmény esziinkbe juttathatja a két pont tavolsagara
vonatkoz6 6sszefiiggést. Legyen A(L;1), B(4;2) és P(x;2x+1)!
Ez azt jelenti, hogy P e e, ahol az e egyenlete:
y=2x+1 vagy 2x—y=-1. A probléma a geometria nyelvére
atfogalmazva igy szol: az e egyenesen keressiik azt a P pontot,
melyre a PA+ PB tavolsagdsszeg minimalis. Ez az elemi geo-
metria egyik 9. osztalyban targyalt alapfeladata, amelynek egy
lehetséges megoldésa a kdvetkezd:
AL\ 1 Tukrézzik a B pontot az e egyenesre! Kossiik 6ssze a tlikdrkép-
pontot A-val! Az dsszekotd egyenes és az € metszéspontja lesz
2.14. dbra Amegoldas dbrgja | 2 keresett P pont. ) ) )
Most ezt a megoldast kell ,koordinata-geometriasitani”. A B

e-re vonatkozo B’ tiikérképének koordinatait az 5. példaban mar megadtuk.
A 2.14. dbran lathat6 g egyenes két pontja ismert, igy az egyenlete:

(4,8-1)-(x-1)=(-1,6-1)-(y-1),

38(x-1)=-2,6(y-1),
3,8x+2,6y=6,4,
19x+13y =32,

P(0,42,1,84)
1

a2.14. dbran: 3,8x+2,6y =6,4.
A P koordinatadinak megadasahoz meg kell oldani a kovetkezd egyenletrendszert:

19x+13y =32,
2x—y=-1.

. 19 83 : - 19
A megoldas alapjan: P| —;— |, azaz a vizsgalt fliggvény minimumhelye: x, =—.
g P (45 45) 9 ggveny y 5

= Y.udldn Adott két egyenes az egyenletével: e: 2x—y=-1 és f: 3x+4y="7.
i Adjuk meg az dltaluk meghatarozott szogek felez8egyeneseinek egyenletét!

Megoldas:
Ya L Tudjuk az elemi geometriabol, hogy két egymast metszd egye-
g, :—0,97x - 03] = 0,62 nestdl egyenld tavolsagra levo pontok halmaza a sikjukban az

altaluk meghatarozott szogeket felez6 egyenespar. Felhasznalva
a korabban targyalt, pont és egyenes tavolsagara vonatkozo kép-
letet, azt kapjuk, hogy a szogfelezd egyenespar egyenlete:
C2x=y+1  [3x+4y-7|
/ \ 1,2 \/22 +(_1)2 \/32 + 42
g,: 2,53x—10,71y 15,86
Az abszolut érték miatt két egyenesegyenletet kapunk.

2.15. abra A K 65 asz6 Az egyik:
.15. abra Az egyenesek es a sz0g-
felezdk 2/5x =[5y +/5 = 3x+4y -7,

(245-3)x—(4+B)y=—(7+5).

f:3x+4y=7
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Kozelitd értékekkel: 1,47x—6,24y =-9,24.
A masik:
2J5x— /By +/6 = —3x—4y +7,
(2J§+3)x+(4—J§)y =7-+/5.

Kozelit6 értékekkel: 7,47x—1,76y =4,76.

Q) Oldjuk meg!

1. Adott hdrom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;—2) és C(3;4). Adjuk meg az altaluk meg-
hatarozott haromszog
a) magassagpontjanak koordinatait;
b) koré irt kor kozéppontjanak koordinatait;
¢) sulypontjanak tavolsagat a kore irt kor kdzéppontjara és a magassagpontra illeszkedd egyenestol!
2. Milyen aranyban osztja az 1. feladatban szereplé haromszog stlypontja a magassagpont és a
koré irt kor kozéppontja kozé esd szakaszt?

3. Az 1. feladatban szerepl6 haromszog magassagpontjat tiikrozziik az oldalegyenesekre! Milyen
tavol vannak az egyes tikorképpontok a koré irt kor kozéppontjatdl?

4. Az 1. feladatban szereplé haromszog magassagpontjat tikkrozziik az oldalak felezGpontjaira! Adjuk
meg az egyes tiikdrképpontok és a szemkozti csucsok altal meghatarozott szakaszok felezGpontjait!
5. Adott egy t egyenes az egyenletével: x+2y =3 éskét pont: A(1;-2) és P(6;0).

a) Dontsiik el, hogy a t elvélasztja-e A-t és P-t!

b) Egy egyenlé szaru haromszog alapjanak egyik végpontja A, az ezzel szemkozti szar egye-
nesének egy pontja P, szimmetriatengelye t. Adjuk meg a haromsz6g hianyzé cslcsainak
koordinatait!

6. Adjuk meg a kovetkez6 hozzarendelési szaballyal megadott, a valds szamok halmazan értelme-
zett fllggvény maximumhelyét!

f{x)= \/EXZ—EX+E—\/§XZ—EX+§
4 2 4 4 2 4

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
332, 343., 349, 350., 353. és 354. feladatok

B Akorkoordinata-geometriaijellemzese

' sevesses

A szintetikus geometriai tanulmanyainkbdl ismertek az euklideszi
szerkesztéshen alkalmazhat6 lépések:

1. egy pont kijel6lése a sikon;

2. két adott pontra illeszkedd egyenes megadasa;

3. két adott egyenes metszeéspontjanak megadasa;

4. adott k6zéppontu, adott ponton atmend kor megadasa;

5. adott egyenes és kor metszéspontjainak megadasa;

6. két kor kozos pontjainak megadasa.

L 3.1. dbra A szerkesztés eszkozei
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(S8 " Koordinata-geometria

Lathato, hogy az eddigi analitikus geometriai tanulmanyaink soran az elsé¢ harom I1épést mar
»koordinata-geometriasitottuk”. Ahhoz, hogy a tovabbi lépésekkel is ez torténhessen, feltétlendl
sziikséges az itt kovetkez6 témakor targyalasa.

A kilencedikes tanulmanyainkbdl mar ismert, hogy a kor (kérvonal) azon pontok halmaza a
sikon, amelyeknek egy adott ponttdl (O(u;v) — kozéppont) mért tavolsaguk allandé (r — sugar).

Tekintettel arra, hogy ez a ponthalmaz nem véges, itt sincs mas lehetdségiink a jellemzésére,
mint ami az egyenesek jellemzésekor allt a rendelkezésiinkre: olyan egyenletet keresiink, amelynek
megoldasai azoknak és csak azoknak a P(x;y) pontoknak a koordinatapérjai, amelyek illeszked-
nek a korre.

Nyilvanvalé, hogy a kor minden pontjara, és csak a kor pontjaira igaz, hogy OP = r. A két pont
tavolsagara felirva a megismert 6sszefliggést azt kapjuk, hogy

\/(x—u)z +(y—v)2 =T.

Emeljiikk négyzetre az egyenlet mindkét (nemnegativ) oldalat!

................................................................................................................................

_ Tétel (x—u)’ +(y—v) =12
Ez az adott kdzéppontd, adott sugard kor egyenlete.

S
.....................................................................................................................................

1L palda Egy kor kdzéppontja O(3;4), sugara 1 =5.
a) Adjuk meg a kor egyenletét!
b) Dontsiik el, hogy hol helyezkednek el a korhoz viszonyitva a Q(7;1), R(8;0) és S(2;2)
pontok!

Megoldas:

a) A kor egyenlete: k:(x— 3)2 +(y- 4)2 =25.

b) Helyettesitsiik a kor egyenletének bal oldaldba a pontok ko-
ordinatait!

Q:(7-3)"+(1-4)" =25= Qe k.

R:(8-3)" +(0-4)° =41>25= R kiils§ pont.
S:(2-3)"+(2-4)"=5<25=S belsd pont.

3.2. 4braAz 1. példadbraja |

2, pildn  Adott hdrom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;—2) és C(3;4). Ad-
© juk meg az altaluk meghatarozott haromszdg §
i a) koriilirt korének egyenletét;

b) beirt korének egyenletét!

Megoldas:
a) A haromszog koré irt kor kdzéppontja az oldalfelezd merdlegesek metszéspontja. Egy korabbi
példaban mar meghataroztuk az oldalfelezé merélegesek egyenletét. Ezek koziil ketto:

... (XX} ...
° °
y 104 %
°
) [
® °
° o°
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fb:6x+5y=E.
2
A fenti két egyenletbdl 4allo egyenlet-
. . . " y
rendszer megoldisa adja a héromszog /- 1g b =162+ + 044 <216
oré irt kér kozéppontjanak koordinata- 6:6:;515 C(34) K(2,29;0,59)
it: O ﬁ;—E . A korulirt kor sugarat ~ 0=781 il
34 34
ugyancsak meghataroztuk: R =4,65. In- A-3-1) x
nen mar megadhato a keresett kor egyenle- Ky (x=229) +(y - B(6;-2)
55 Y 15Y
terl x—— | +| y+— | =21,63.
34 34

b) A beirt kor kozéppontjat mar kordbban |
meghataroztuk K (2,29;0,59), a beirt kor

sugaréat is kiszamoltuk r = 2,16. Minden adat rendelkezésre all ahhoz, hogy felirjuk a beirt kor

egyenletét: (x—2,29) +(y—0,59) = 4,67.
=)

Az elézéekben megmutattuk, hogy a kor egyenlete kétismeretlenes, masodfokt egyenlet. Csakugy,
mint az egyenes targyalasa kozben, joggal vetddik fel az a kérdés, hogy barmely kétismeretlenes,
masodfokl egyenlet kér egyenlete-e.

Egy kétismeretlenes, masodfoku egyenlet altalanos alakja: ax” +by?® +cxy +dx+ey+ f =0.

3.3. dbra A 2. példa brja

Ahhoz, hogy ez kor egyenlete legyen, szikséges feltétel az, hogy (x—u )2 +(y —v)2 =r? alakra
hozhat6 legyen. Ehhez viszont két feltételnek kell teljesilnie:

a) a=b=#0,

b)c=0. (1)

Azt kaptuk, hogy csak a kovetkezd alaku, kétismeretlenes, masodfoku egyenlet lehet kor egyen-
lete: ax”+ay”+bx+cy+d =0,(a=0). Kérdés, hogy ez elégséges feltétel-e, azaz minden ilyen
alaku egyenlet kér egyenlete-e.

Végezziink ekvivalens atalakitasokat az egyenleten!

ax’ +ay’ +bx+cy+d =0, (a=0)

x2+y2+9x+3y+9=0,
a a  a

b Y cY b2 ¢ d
Xt— |+ y+— | == +-—5——,
2a 2a 4a° 4a° a

b Y ¢ Y b’*+c?-4ad
X+— |+ y+— | =———.
2a 2a 4a

Az (1) feltétel nem elégséges, hiszen a kapott egyenlet csak akkor kér egyenlete, ha b* +c¢* — 4ad

b? +c? —4ad

2[a|

pozitiv. Ebben az esetben a kor k6zéppontja O(—ZE;—ZLJ, sugara pedig r =
a 2a
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@ Y.opdldu  Adott egy t egyenes az egyenletével: x+2y =3 éskét pont: A(L,-2) és
P(6;0). Adjuk meg a t egyenesen azokat a pontokat, melyekbél az AP szakasz derékszog-
ben latszik! :

Megoldas:

A Thalész-tétel szerint azon pontok halmaza a sikon, melyekbdl
egy szakasz derékszog alatt latszik, a szakasz mint atmér6 folé
rajzolt kor, a szakasz végpontjainak kivételével. Ebbol kovet-
kezben a keresett pontok az AP szakasz Thalész-korének és a t
egyenesnek a kdzos pontjai, igy koordinataparjaik a Thalész-kor
és az egyenes egyenletébol allo egyenletrendszer megoldasai.
A Thalész-kér kozéppontja az AP szakasz felezGpontja

F(g;_l)’ sugara r, = AF =./7,25, egyenlete pedig:

3.4. 4braA3. példa abrgja | 7V , 29 ]
(& Z(X—EJ +(y+1) =7 A keresett metszéspontok:

19-234 —2+34 ) . 19+234 —2-/34
M, ; 3 és M, ;

, a kozelitd értékek az abrarol leolvas-
5 5 5

hatok.

28
:

Az ¢l6z6 példaban szerepld kornek és egyenesnek két k6zos pontja van, az egyenes metszi a kort.
Milyen egyéb eset fordulhat el§?

Ha az egyenes érinti a kort, akkor az egyenleteikbdl allo egyenletrendszernek egy megoldasa
van. Ha az egyenesnek és a kérnek nincs kdzos pontja, akkor az emlitett egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

@ 4, udldls Adott egy kor az egyenletével: k: (x—3)2 +(y—4)2 =25, és egy pont: |
T P(6:8).
a) Adjuk meg a kolesonos helyzetiiket!
b) Adjuk meg a kor P-re illeszkedo érint6inek egyenletét!

Megoldas:

a) Pe k. (P koordinataparja megoldasa a
kor egyenletének.)

b) Az a) eredményébol kdvetkezben a kor-
nek csak egy P-re illeszked? érint6je van.

A kor egyenletébdl megallapithatd a kor
kézéppontja: O(3;4).

Az elemi geometriabdl tudjuk, hogy az
érinté merdleges az érintési pontba hizott

k: (x=3) +(y-4) =25 S

3.5. &bra A kor és P-beli érint6je I
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sugarra, igy az @(3;4) vektor a keresett érintd normalvektora, mig a P annak egy adott pontja.
Ebbdl kovetkezden az érintd egyenlete:

3X+4y=3-6+4-8,

3x+4y =50.

3.pildy  Adottegy kor: k:(x—3)° +(y—4)° =25, ésegy pont: P(10;2).
a) Adjuk meg a kolcsonos helyzetiiket!
b) Adjuk meg a kor P-re illeszkedd érintdinek egyenletét!

I. megoldas:
a) A kor kozéppontja: O(3;4), a sugara:
r =5. Az OP tavolsag: r. =364 7
P 3 ki (x=3) +(y—4
J(10-3) +(2-4) =53, LT

Mivel OP >r, P a kor kiils6 pontja.

b) Az a) eredményébdl kovetkezden a kor-

nek két P-re illeszkedd érintdje van. 8

A kor egyenletéb6l megallapithaté a kor 0 ‘ \
8

<Y

kdzéppontja: O(3;4). E(53-044)

Az érint6 merdleges az érintési pontba hu- T

zott sugarra, igy az E,, E, érintési pontoka | 56 4510 Kiilss pontbol kirhoz hizott érintok
k és az OP szakasz Thalész-korének kozds

pontjai.

Meg kell tehat oldani az e korok egyenleteibdl allo egyenletrendszert.

Az OP szakasz felezOpontja, amely a Thalész-kor kdzéppontja: F (ESJ A Thalész-kor sugara

2
r, =0OF =§, egyenlete kﬁ(x—%) +(y—3)2 =57:3’.

Végezzilk el a négyzetre emeléseket és 6sszevonasokat az egyenletrendszer egyenleteiben!
X2 +y® —6x-8y =0,
x> +y*—13x—6y = -38.
\onjuk ki egymasbdl a két egyenletet!

7x—2y =238.
Fejezzlk ki az y-t!
_ 7x-38
=
A kapott kifejezést behelyettesitve az els6 egyenletbe, egy egyismeretlenes, masodfoku egyenletet

kapunk.
53x* —668x + 2052 = 0.

Ennek megoldasai:

- 334+20V7 _334-20V7

. Visszahelyettesitve azt kapjuk, ho
53 2 53 y Pl qy
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162+7047 y 162-7047

h 53 53
Az érintok egyenletei két adott ponton atmend egyenesek egyenletébdl adodnak:

elz[M—Z}(x—lO) =[%—10]~(y—2),

. (A kozelité értékek az abrarol leolvashatok.)

53
e, [—162 —520\/7 —2]-(x—10) =(—334_5§0ﬁ —10]-(y—2).

Ez a megoldasi mod nem tlinik tul egyszerinek. Ezért mutatunk még két megoldasi modot abban a
reményben, hogy a harom maédszer kdziil valamelyik meg fog felelni az olvaso igényeinek.

I1. megoldas:
AP pontra illeszked6 egyenesek egyenlete (egyetlen kivétellel) ilyen alakba irhato:
e:y—2=m(x-10)
(adott pontra illeszkedd, adott meredekségii egyenes egyenlete). Az egyetlen Kivétel az y tengellyel
parhuzamos egyenes, de az biztosan nem érinti a kort.
E sok egyenes koziil azokat keressiik, amelyeknek egy kdzos pontjuk van a kérrel, azaz az egyenle-
tiikbol és a kor egyenletébdl allo egyenletrendszernek egy megoldéasa van.
Fejezziik ki az egyenes egyenletébdl y-t!
y=mx—-10m+ 2.
Helyettesitsiik be a kapott értéket a kor egyenletébe! Egy masodfoku, paraméteres egyenletet kapunk:

(x—3)2 +(mx—10m + 2—4)2 =25,
(x— 3)2 +(mx—10m— 2)2 =25,
X* —6X+ 9+ m®x? +100m? + 4 — 20m>x — 4mx + 40m = 25,
(m2 +1)x2 - 2(10m2 + 2m+3)x+4(25m2 +10m—3) =0.
Akkor lesz az egyenes érintd, ha ennek az egyenletnek egy megoldasa van, azaz ha a diszkriminansa
0.
4(10m? +2m+3) ~16(m? +1)-(25m? +10m—3) =0,
24m® +28m—21=0.
Ennek az egyenletnek a megoldasai:
~7+57
My, =—17""-
12
Megkaptuk a keresett érintok meredekségeit, innen az egyenletiik felirhato.
—T+5J7
12

7-5J7

e y—2=—
Y 12

e:y-2= (x-10),

(x-10).

I11. megoldas:

Ugy indulunk, mint az el6z6 megoldas esetében. A P pontra illeszkedé egyenesek egyenlete (egyet-
len kivétellel) ilyen alakba irhat6: e:y—2=m(x—10) (adott pontra illeszkedd, adott meredekségii
egyenes egyenlete). Az egyetlen kivétel az y tengellyel padrhuzamos egyenes, de az biztosan nem
érinti a kort.

MatEm_Book.indb 108 2012.07.05. 11:56:57



Alakitsuk at az egyenesek egyenletét! e: mx—y =10m—2. Ezek koziil az egyenesek kozil azokat
keressiik, melyeknek az O-t6l val6 tavolsaguk sugarnyi.

d(O,e) =5,
|3m—4-10m+2| .
m® +1 ,

|7m+2| =5Vm? +1,
49m* + 28m + 4 = 25m* + 25,

24m® +28m—21=0.
Lathato, hogy az el6z6 megoldasban szereplé masodfoku egyenletre jutottunk.

ﬁfﬁ\
&

Az ¢l6z6 példa els6 megoldasaban szerepld két kornek két kozos pontja van.

Hany kdzds pontja lehet két kdrnek?

Mindkét kor egyenlete masodfoku, kétismeretlenes egyenlet. A metszéspontok kereséséhez az
ezekbol allo egyenletrendszert kell megoldani, amelynek legfeljebb négy megoldasa lehet. Lattuk
azonban, hogy a kor egyenlete specialis masodfoku, kétismeretlenes egyenlet. Nincs olyan tagja,
amelyben mindkét ismeretlen tényezoként szerepel, a masodfok tagok egyiitthatdja pedig ugyan-
az a 0-tdl kiilonbozo valds szam. Ebbdl kdvetkezden a két egyenlet mindkét oldalat egy-egy jol
megvalasztott szammal osztva, majd a két egyenletet egymasbol kivonva elséfokt, kétismeretlenes
egyenletet kapunk. Ez az egyenlet a két kor hatvanyvonalanak egyenlete. A hatvanyvonal azon pon-
tok halmaza, amelyeknek a két kdrre vonatkozo hatvanya egyenld. A pont korre vonatkozo hatvanya
a kor kozéppontjatol valé tavolsadga négyzetének és a kor sugara négyzetének kilénbsége. Az egyik
ismeretlent innen kifejezve és behelyettesitve valamelyik kor egyenletébe egyismeretlenes, masod-
fokl egyenletet kapunk, amelynek legfeljebb két megoldasa lehet.

Koordinata-geometriai modszerrel igazoltuk azt az — elemi geometriabdl mar jol ismert — tényt,
hogy két kiilonb6zo kornek legfeljebb két kdzos pontja lehet.

@ 3. udldu  Adott két kor az egyenletével:

k:(x=3)" +(y—4)" =25,
k,: (x=10)° +(y+2)" =9.

a) Adjuk meg kolcsonds helyzetiiket!
b) Adjuk meg kozos érintdik egyenletét!

Megoldas:
a) A korok kozéppontjai: O, (3;4) és O, (10;-2). Ebbdl kovetkezden a kozéppontok tavolsaga:

00, =/(10-3)" +(-2—4)" =85.

A korok sugarainak 0sszege:
rL+r,=5+3=8.
Tekintettel arra, hogy r,+r, <0O,0,, a két kdr egymason kivil helyezkedik el.

b) Az a) rész eredményébdl kovetkezden a két kornek négy kdzos érintdje van, két belsd és két kiil-
s0, amelyek meghatarozasat a kovetkezo két alleckében mutatjuk meg.
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3.1. A kdzbs belsé érintdk egyenletének meghatérozdsa

e:[-786x+15y=-5758  Hasznaljuk a 3.7. dbra jeloléseit!

M(7,38;0,25) Az érintési pontokba hlzott su-
garak merGlegesek az érintdkre, és az
O,MF,£=0,MF,Z. Ebbdl kovetkezden

O,MF, 2~ O,MF,a. A megfeleld oldalak

oM _h_5
aranya; ——=-1=—,
f:-2,68X+7,54y =—17,9 k,: (x=10)’ 2y =9 MO, r, 3
T e o (107 +(y+2) = Az osztopont koordinatéira vonatkoz6
3.7. dbra Két kor kozos belsd érintsi I tétel szerint:
.345.10 3-4+5-(=2
M 33+510; ( ) azaz M 591_
3+5 3+5 8 4

Ezzel a problémét visszavezettik egy adott kdrhdz (pl. k,) adott kiilsé pontbdl hiizott érinték
egyenletének keresésére.

Az M pontra illeszked6 egyenesek egyenlete (egyetlen kivétellel) ilyen alakba irhatd:
ey —% =m (x - %9) (adott pontra illeszkedd, adott meredekségii egyenes egyenlete). Az egyetlen
kivétel az y tengellyel parhuzamos egyenes, de az biztosan nem érinti a kort.

59 1
Alakitsuk &t az egyenesek egyenletét! e:mx—y = Em_Z' Ezek kozil az egyenesek kozil

azokat keressiik, amelyeknek az O-t6l valo tavolsaguk sugarnyi.
d(O,,e)=5,

‘Bm 4—5—9m+ L
8 4

=5,

‘—Em—— =5Vm’ +1,

1225m? . D25m 525m %
64 16
—375m* +2100m —700 =0,

15m? —84m+28 =0,

 84+./5376 84+16v21 424821
ST 30 15

m? +1

25m° + 25,

Az érinték egyenletei:

ooy 1_42+821( 59
4T 15 8 |
1 42-8J21( 59
g y——=——fx-"|
4 15 8
o110
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3.2. A kbzbs killsé érintdk egyenletének meghatérozdsa

Ebben az esetben is kovethetnénk az elébb
bemutatott utat, de most egy olyan mad-
szert vazolunk, ami koveti ez elemi geo-
metriaban tanult szerkesztési médot.

Adjuk meg az O, kdzéppontd, r, —r,
sugard (k,) kor egyenletét!

k: (x=3) +(y—4)" =4.

y E (77
S e 51((0,65);—0,41)
e:—72x—-54y =-88, 01(3;4)

0,(10,-2)
G,(2.06,2.24)
G,(46,5.2)

g, : —4,24x ~ 7,94y = 26,47

f:-42x-794y = 0,53 2

ki: (x=3) +(y—4) =25
ko (x=10 +(y +2)° =9

Y ) ky: (x=3) +(y-4)=4
Az 5. példdban bemutatott mddon

adjuk meg az O, pontra illeszked6 k, kort |
érint6 egyenesek egyenletét (g, és g,)!
Az O, (10;-2) pontra illeszkedd egyenesek egyenlete (egyetlen kivétellel) ilyen alakba irhato:

3.8. bra Két kor kozos kiilsé érintéi

g:y+2=m(x—10) (adott pontra illeszkedd adott meredekségli egyenes egyenlete). Az egyetlen
kivétel az y tengellyel parhuzamos egyenes, de az biztosan nem érinti a kort.

Alakitsuk at az egyenesek egyenletét! g:mx—y =10m+2. Ezek kozill az egyenesek kozil
azokat keressiik, melyeknek az O-t6l val6 tavolsaguk sugarnyi.

d(0,,e)=2,
|3m—4—10m—2| B

m?+1

|—7m — 6| =2Jm? +1,
49m® +84m +36 = 4m” + 4,
45m® +84m +33=0,

Az érinték egyenletei:

8
1y+2=-—(x-10),
9,1y 15 (x-10)
4
g,:y+2= —g(x—lo).
A keresett érintdk (e és f) a k, kdr g,-gyel és g,-vel parhuzamos érintdi lesznek.
yAPEIGH Adott harom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;-2) és C(3;4).

. juk meg a sikon azon P(x;y) pontoknak a halmazat, melyekre PA* +PB* = PC!
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Megoldas:

irjuk fel a feltételegyenletet a koordinatak segitségével, majd
végezziink algebrai atalakitasokat!

(x+3)2 +(y+1)2 +(x—6)2 +(y+2)2 :(x—3)2 +(y—4)2,

2x* +2y® —6x+6y+50=x" +y* —6x—8y + 25,

X2 +y>+14y+25=0,
X2+ (y+7)" =24,
A keresett ponthalmaz a (0;—7) kozéppontd, J24 =246 su-
garu kor.

3.9. dbraAkapottkor |

) Oldjuk meg! ]

1. Adott harom pont a koordinataival, A(-3;-1), B(6;-2) és C(3;4). Adjuk meg az altaluk meg-
hatarozott haromszog
a) Feuerbach-korének egyenletét! (a haromszog oldalainak felezdpontjaira illeszkedd kor)
b) Feuerbach-korének és a beirt korének a kdzos pontjait!

2. Adott két kor az egyenletével k;:(x—3)" +(y—4)° =25, k,:(x-10)"+(y+2)" =16. Milyen
ponthalmaz egyenletét kapjuk, ha a két kor egyenletét kivonjuk egymashdl?
3. Dontsukel, hogy melyik egy koregyenlete az alabbi kétismeretlenes, masodfokiegyenletek kdzil!
A koregyenletek esetében adjuk meg a korok kdzéppontjait és sugarait is!
a)x’ +2y*=3xy =0
b)2x* +2y*—12x -8y =0
c) x> +y? —6x-10y-1954 =0
d)x* +y*—6x—-10y+1954 =0
4. Adott egy kor és egy egyenes az egyenletével: k: (x—3)2 +(y—4)2 =25, e:x+2y=3.
Adjuk meg a k kor

a) e-vel parhuzamos érintdinek egyenletét;
b) e-re merdleges érintdinek egyenletét!
5. Adott két pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;-2). Adjuk
meg azoknak a P(x;y) pontoknak a halmazét a sikon, me-
AP 3
lyekre — =-=1
PB 5
6. Adott két pont: A(-3;-1), B(6;-2), és egy kor:
k:(x—3)" +(y—4)" =25.
Adjuk meg a kor azon pontjainak halmazat,
a) amelyek egyenld tavolsagra vannak A-tol és B-t6l;
b) amelyekbdl az AB szakasz 45°-0s szdgben latszik!
7. Adott harom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;—-2) és C(3;4). Adjuk meg a sikon azon
P(x;y) pontoknak a halmazat, melyekre PA? + PB? + PC? = 20!

3.10. &bra A Szaturnusz gytrti |

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Kényvkiado.:

0®®°%e, 371.,373., 377. és 378. feladatok
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4o Aparabolakoordinatargeometriaijellemzese

se se0sese

@ . pdlda Adott egy pont a koordinataival: F (0;%] és egy egyenes az egyenleté-

vel: v.y= —%. Adjuk meg azon korok P kdzéppontjainak halmazat, melyek illeszkednek

a F pontra és érintik a v egyenest!

Megoldas:

A kor definicigjabol kovetkezden olyan
P(x;y) pontokat keresiink a sikon, me-
lyekre teljestl, hogy d(P,F)=d(P,v).
Irjuk fel koordinatakkal ezt a feltételt, és
végezziink algebrai atalakitasokat!

oo+ {527 -

X2 +y? —ly+i= y +1y+i,
2° 16 2° 16
X2 =Y.
Megkaptuk a keresett ponthalmaz egyenletét, amely egy masodfokd, kétismeretlenes egyenlet.
Azt is lathatjuk, hogy az egyenlet nem egy kor egyenlete, tehat a kapott ponthalmaz nem kor.
Sokak szamara ismerds lehet ez az egyenlet, hiszen mar talalkoztunk vele a fliggvénytani ta-
nulmanyaink soran. Ez a val6s szamok halmazan értelmezett, X — X° hozzarendelési szaballyal
megadott fiiggvény grafikonjanak egyenlete. Ezt a ponthalmazt parabolanak neveztiik.

>

y+t
4

v=y=-025

L 4.1 &braNéhany a keresett kdrok kdzil

.................................................................................................................................

A ETRIAD] A parabola azon pontok halmaza a sikon, melyek egy egyenestol (v — ve-
© zéregyenes) és egy rd nem illeszkedd ponttol (F — fokusz) egyenld tavolsagra vannak. :

.....................................................................................................................................

A fdékusz és a vezéregyenes tavolsagat a parabola paraméterének nevezziik, és altalaban p-vel je-
I6ljuk. Nyilvanvald, hogy p > 0. A sik azon pontjait, amelyek a fékuszhoz kézelebb vannak, mint
a vezéregyeneshez, a parabola belsé pontjainak nevezziik, mig
azokat, amelyek a vezéregyeneshez kdzelebb vannak, mint a fo-
kuszhoz, a parabola kiilsé pontjainak hivjuk.

Az 1. példaban egy specialis parabolat vizsgaltunk. Meny-
nyi volt a paramétere? A fokusz és a vezéregyenes tavolsaga

.
L

£(0< p)! ey
2 L 42 abraParabolaantenna

Adjuk meg a parabola egyenletét! YT

Altalanositsunk! Legyen F (0;—) gsviy=—

N [T
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Hasonl6 1épéseket végezhetiink, mint az 1. példa megoldasaban.

2
x—0) + L +£,
\/( ) (y 2) Y+
2 2
X4yt —py+ =y py+
y —py 4 y"+py 7
x? =2py,
1.,
=—x’.
Y=25

A kapott egyenletbdl 1athato, hogy ez a parabola szimmetrikus az y-tengelyre, azaz a tenge-
lye az y-tengely egyenese. Az orig¢ illeszkedik ra, hiszen a (0;0) sz&mpar megoldasa a parabola
egyenletének. Az is igaz, hogy egyediil az origd a parabolapont a parabola tengelyén. Mas szdval
a parabola tengelypontja az origd. Ebbdl kovetkezéen ezt az egyenletet a parabola tengelyponti
egyenletének nevezziik.

Az egyenletb6l megallapithatd az is, hogy a parabolanak az x-tengellyel egyetlen k6z6s pontja
az origd (tengelypont) és az dsszes tobbi parabolapont az x-tengelyre vonatkozé pozitiv félsikban
van. Az x-tengely origotol kiillonb6z6 pontjai kiilsé pontjai a parabolanak, ezért az x-tengely egye-
nese a parabola tengelyponti érintéje.

A fuggvénytani tanulmanyaink soran bizonyitas nélkil azt is allitottuk, hogy a valés szamok
halmazan értelmezett masodfoku fiiggvények grafikonja parabola. Itt az ideje, hogy igazoljuk
ezt az allitast!

Az emlitett fliggvények grafikonjanak egyenlete: y = ax* +bx+c, ahol a # 0. Alakitsuk at az
egyenletet!

y =ax’+bx+c,

y=a

2 b
X“+—X |+c,
a

4.3. dbra Parabola egy épiileten |

y=a

2a 4a
A fliggvénytranszforméciokrol tanultak alapjan tudjuk, hogy ez a grafikon az y = ax® egyenle-
., ~-( b 4ac-b?
tl ponthalmaz v| ——;
2a  4da
A parabola definiciéjabdl kovetkezik, hogy barmely egybevagésagi transzformacio parabola-

nak parabolat feleltet meg. Ezért az y = ax® +bx+c egyenletii ponthalmaz parabola, ha az y = ax’
egyenletli az. A tovabbiakban ezt bizonyitjuk.

b 2
x+—) +

) vektorral valo eltolasaval kaphato.

Ha a > 0, akkor tekintsik az F (0;%) fokusza, v:y = —4i vezéregyenesii parabolat! En-
a a

—lxz, azaz y =ax’.

2a

nek paramétere: p = Zi egyenlete a korabban targyaltak szerint: y =
a
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1
Ha a < 0, akkor tekintsik az F (O;E) fokuszl, v:y = —4—2 vezéregyenesii parabolat! A pa-

rabola definiciéja miatt ez nyilvéan az y =|a|x* egyenletii parabola x-tengelyre vonatkozo tiikorké-
pe, a fliggvénytranszformaciokrol tanultak szerint ennek egyenlete: y = ax’.

Kaptuk, hogy az y=ax’ egyenletii ponthalmaz para-
bola, a korabbiakbol kovetkezden ez azt is jelenti, hogy az
y=ax’+bx+c egyenletii ponthalmaz is parabola. Az al-
kalmazott egybevagosagi transzformaciok (eltolas, tengelyes
tiikrozEés) tulajdonsagainak ismeretében meg tudjuk adni az
y =ax’ +bx+c egyenletii parabola jellemz6 adatait:

) 1
paraméter: p=——; =
2|a| ] N
2 —4] 0 X
tengelypont: T [—21 ; 4&1(;_b ]
a a 4.4. dbraAz y = ax’ parabola
b \— eltolasaval kapott gérbe
tengely: x=—-—;
2a ,
e 4ac—b’ ‘
tengelyponti érintd: y = ; o
4a 0. 1 X
2
fokusz: F b 4a'C—b+1 :
2a’ 4a
; ) 4ac-b* -1
vezéregyenes: y=————.
4a
Az el6z6 gondolatmenet alapjan mar nyilvanvald, hogy

minden y-tengellyel parhuzamos tengelyli parabola egyenlete

. a2
y =ax?+bx+c, ahol a=0 alakba irhato. 4.5.abraAzy = —ax parabola
eltolasaval kapott gorbe

2, 0dlda Adott harom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;—2) és C(3;4). Ad-
i juk meg annak a parabolanak az egyenletét és jellemzé adatait, amelyik illeszkedik a harom
pontra, és tengelye parhuzamos az y-tengellyel! '

Megoldas:
Keressiik a parabola egyenletét y = ax® +bx+c alakban, ahol a = 0! Ha egy pont illeszkedik a pa-
rabolara, akkor koordinataparja megoldasa a parabola egyenletének. Helyettesitsiik az adott pontok
koordinatait a parabola egyenletébe!

-1=9a-3b+c,

—2=236a+6b+c,

4=9a+3b+c.
Oldjuk meg a kapott egyenletrendszert! A megoldasok:

17 . 5 13
a=->_ b= .
54°° 6 3

5 13

1
A bol lete tehat Y =—=—X* +=X+—
parabola egyenlete tehat y = PR
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A parabola jellemz6 adatai:

! x =132 1 27
paraméter: p = ‘_17 ﬁ;
y =568 A
V=488 .T(13204(§~8z:) tengelypont: T . @
T /ZF_(1, 2089) 34" 408
tengely: x 45,
o |2 : X AT
A1) : B(6,-2) 34
. 1993
tengelyponti érintd: y = 208
y=—0,31x* +0,83x + 4,33 45 1669 4
fokusz: F| —;—— |;
34 408
2317

) vezéregyenes: y =——.
4.6. dbra A keresett parabola | 408

A kapott egyiitthatokat behelyettesitettiik a korabban targyalt altalanos sszefliggésekbe. A kozelitd
értékek a 4.6. abran ellendrizhetok.

Tukrozzik mostaz y = ZL x* egyenletii parabolat az y = X egyenletii egyenesre! Tekintettel a ten-
p

gelyes tukrozés tdvolsagtarto tulajdonsagara, a tikorkép is parabola lesz, amelynek jellemzé adatai:
tengelypont: T (0;0);

tengely: y=0;

tengelyponti érinté: X =0;

fokusz: F (g;o);

vezéregyenes: x = —g.

A korabbiakhoz hasonl6 meggondolasokat végezve megmutathato, hogy az x = ay® +by+c (ahol
a # 0) egyenletli ponthalmaz is parabola, amelynek jellemz0 adatai:

1
araméter: P =
P 2la

_h?
tengelypont: T( ac—b ;—EJ;

4a 2a

tengely: y=——

>y

e 4ac-b*
tengelyponti érintd: X = 4 ;
a

o . _[dac-b*+1 b ).
4.7. abra Az x tengellyel parhuza- fokusz: F a2 2al
mos tengely(i parabola a a
4ac-b* -1
4a

vezéregyenes: X =
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Az is megmutathatd, hogy minden x-tengellyel parhuzamos tengelyli parabola egyenlete
x =ay’ +by+c alakba irhato fel.

Az ilyen parabolak specialis esete az x = y* egyenletii parabola. Ezt szemlélteti a 4.7. abra.

A szemfiiles szemlél6do6 rajohet, hogy a ponthalmaz X-tengelytdl pozitiv iranyba es6 részével
mar talalkozott. Ez a nemnegativ valés szamok halmazan értelmezett x — /x hozzarendelési sza-
ballyal megadott fiiggvény grafikonja. Ez nem meglepd, hiszen az x = y* egyenletbél kovetkezik,
hogy csak nemnegativ x-re van megoldésa, a ponthalmaz egyenlete igy alakithatd at:

+/x = y.

2

=
Az eddigiekben olyan parabolak egyenleteit vizsgaltuk, melyeknek tengelyei parhuzamosak a ko-
ordinatatengelyekkel. Természetesen a tetszéleges fokusza és vezéregyenesti parabolak egyenlete is
vizsgalhato lenne, de ez nem része az emelt szintli érettségi vizsga tananyaganak.

pontjait az alabbi egyenletii egyenesekkel!
a) a:x=-1 b) b:3x+4y=7 c)c:y=—%x—3 d)d:x+y=-6

Megoldas:

Az egyenes egyenletébdl kifejezziik va-
lamelyik ismeretlent, és behelyettesitjik
a parabola egyenletébe. Egyismeretlenes,
masodfokl egyenletet kapunk, amelynek
megoldasai lesznek a kdzds pontok egyik
koordinatai. A masik koordinatak vissza-
helyettesitéssel adodnak.

a) A parabola és az egyenes egyenleteibdl D(Nl.

allé egyenletrendszernek egy megoldasa

)/
a: x=-1 P: y=025x"+2x+3

B, (-10,52;9,64

b B (-048,211)

b: 3x+4y=7
c: y=-033x-3

van: A| -1 § .
4
b) Két kozds pont van:
o _11- 101 47+3J101 T d: 05x+05y=-3
1 1 ’
2 8 L 4.8. dbra A feladat megoldasai
B, [_11+2” 10147 _z“ 101 ] A kozelité értékek a 4.8. abran lathatok.

¢) Nincs kdzos pont, hiszen az egyenletrendszernek nincs valos szampar megoldasa.
d) Az egyenletrendszernek egy megoldasa van, igy a parabolanak és az egyenesnek egy k6zds pontja

van: D(-6;0).
=
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Az eléz6 példa megoldasabol latjuk, hogy két esetben van egy kozds pontja a parabolanak és az
egyenesnek. Az a egyenes parhuzamos a parabola tengelyével, és a ra vonatkozé mindkét félsikban
van a parabolanak pontja (példaul: (0;3), (-2;0)).

A d egyenesnek is egy kozos pontja van a parabolaval. Az abran lathato, de kdnnyen igazolhatd
is, hogy a parabola 6sszes t6bbi pontja a d-re vonatkozd egyik félsikban van, az egyenes 6sszes tébbi
pontja a parabola kiils6 pontja. Az ilyen egyenest a parabola érintdjének nevezzik.

Igazolhato az is, hogy ha egy egyenes nem parhuzamos a parabola tengelyével, és egy kozos
pontja van a parabolaval, akkor érintdje a parabolanak.

pdlda Egy parabolaegyenlete: y = % x* +2x+3, Q pedig a parabola 2 abszcisz-

sz4ju pontja. Adjuk meg a parabola Q-ra illeszked§ érint6jének egyenletét!

Megoldas:
Vg ep: —15x+05y =1 A parabola egyenletébe x helyére 2-t helyettesitve megkapjuk
a Q hianyzé koordinatajat: Q(2;8). Az erre a pontra illeszke-
dé, az y-tengellyel nem parhuzamos 6sszes egyenes egyenlete
a kovetkez6 alakba irhato: y —8=m(x—2). Kéziluk azt keres-
=0,25x" +2x +3 stik, amelyiknek egy k6z6s pontja van a parabolaval, azaz egy
| megoldasa van a parabola és az egyenes egyenletébdl alkotott
(2,8) R o
% 5 egyenletrendszernek. Fejezziik ki az egyenes egyenletébdl y-t!
y=mx+8-2m.
Behelyettesitve a parabola egyenletébe,

4.9. dbra A parabola és érintéje | mx+8—-2m= 1x2 +2X+3,
4

0=%x2+(2—m)x+2m—5.

Ez egy méasodfoku, egyismeretlenes, paraméteres (m) egyenlet,
melynek akkor van egy megoldasa, ha a diszkriminansa 0.

(2-=m)* —2m+5=0,
4—Adm+m® —2m+5=0,

m? —6m+9=0,

(m—-3)°" =0,

m=3.

410, dbra Ustokss | Azérintd egyenlete: y =3x+2.
Megjegyzés:

A kés6bbiekben tanulni fogunk egy altalanosabb modszert egy gorbe adott pontjdba huzhato érintd
egyenletének meghatarozésara.

SAPEILH! Egy parabola egyenlete: y = % x? +2x+3, Q pedig a parabola vezéregye-

nesének 2 abszcisszaju pontja. Adjuk meg a parabola Q-ra illeszkedd érintdinek egyenletét
és azok hajlasszoget! =
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Megoldas:

A korébbiak szerint a vezéregyenes egyen- e, : —38,97x +6,32y =-90,6

—p?— = 90°

lete: y=4ac4—bl’ azaz Q(2;-2). Az T
a

. ,, P : y=025x*+2x-3
erre a pontra illeszkedd, az y-tengellyel Gt

nem parhuzamos 0sszes egyenes egyenlete  b: —103x-632y =106 5

a kovetkez6 alakba irhato:
y+2=m(x-2). E,(-432-097) T2 =2

Koziluk azokat keressik, amelyeknek egy

koz0s ppntja van a pal’ab0|6}Va|, azaz egy 4.11. dbra A parabola és a keresett érinték

megoldasa van a parabola és az egyenes

egyenletébdl alkotott egyenletrendszernek. Fejezziik ki az egyenes egyenletébol y-t!

y=mx—2-2m.
Behelyettesitve a parabola egyenletébe,

b

<\

2

mx—2—2m=%x +2X+3,

0=%x2 +(2—m)x+2m+5.
Ennek az egyenletnek akkor van egy megoldasa, ha a diszkriminansa 0.
(2-m)* —2m-5=0,
4—Am+m® —=2m-5=0,

m?>—6m-1=0,
m, =3+\/1_0,
m, =3-+/10.

A két érintd egyenlete: e y=(3+\/1_0)x—8—2\/1_0, és e, y=(3—\/1_0)x—8+2\/1_0.

Ezek az érinték merdlegesek egymasra, hiszen a meredekségeik szorzata —1.

Megjegyzés:
Igazolhat6 az az allitas, miszerint a vezéregyenes barmely pontjabdl a paraboldhoz huzott érinték
merdlegesek egymasra.

BAPEIUG! Egy parabola egyenlete: y=2x*-16x+30, egy kor egyenlete:
(x— 4)2 +(y- 6)2 = 4. Adjuk meg a parabola és a kor kéz6s pontjanak koordinatait!

Megoldas:
Meg kell oldanunk a parabola és a kor egyenletébdl allo egyenletrendszert. Alakitsunk teljes négy-

zetté a parabola egyenletében, és fejezzik ki az (x —4)2-t!
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(x-4) =25,

A kapott eredményt behelyettesitve a kdr egyenletébe, egy masodfokd egyenletet kapunk:
2y* —23y+66 =0,
Y, = 6,
11
Yo = P
Visszahelyettesités utan megkapjuk a metszéspontok koordinatait:
M, (2;6),
M, (6;6),

P:y= % X’ - B x+ 3. Adjuk meg a kdzds pontjaik koordinatait!

Megoldas:
Meg kell oldanunk a két parabola egyenletébdl allo egyenletrendszert. Helyettesitsiik a P, egyenle-

tében y helyére az Ly B x+3 | kifejezést!
10 10

2
X =(ix2 —Ex+3) —4(i x? —Ex+3)+3.
10 10
Elvégezve a szlikséges algebrai atalakita-
sokat azt kapjuk, hogy
x* —26x® +189x° —360x = 0.
Az x kiemelése utan:
X(x* —26x* +189x —360) = 0. Az egyen-
let bal oldalan egy szorzat van, amely csak
akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezdje
nulla. Innen adodik az elsé megoldas:

X =0.
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Most mar csak az x° —26x* +189x—360 =0 egyenlet megoldasaval kell foglalkozni. Altalanos
megoldokeépletet nem ismeriink, de tudjuk, hogy ha van egész megoldasa az egyenletnek, akkor az
osztdja a konstans tagnak, a 360-nak. Rovid keresgélés utan ralelhetiink a kovetkezé megoldasra,
X, = 3. Ebben az esetben az egyenlet bal oldaldbol kiemelhetd az (X —3) gyoktényezo:

(x=3)(x* —23x+120) =0.
A masodik tényez6 egy masodfoku polinom, melynek gydkei:
X; =8 és x, =15.
Visszahelyettesités utan kaphatdk a két parabola kézds pontjai:
A(0;3),

C
D
), Oldjuk meg!

1. Adott harom pont a koordinataival: A(-3;-1), B(6;-2) és C(3;4). Adjuk meg annak a parabo-
lanak az egyenletét és jellemz6 adatait, amely illeszkedik a harom pontra, és tengelye parhuza-
mos az x-tengellyel!

2. Egy parabola egyenlete: y = % x> +2x+3. Adjuk meg a fokuszara illeszkedd % meredekségli

egyenes parabolaval kdzos pontjaiba htizhaté érintdk
a) egyenletét;

b) metszéspontjat;

¢) hajlasszogét!

3. Egy parabola egyenlete: y = %xz +2x+3, egy egyenese pedig: e:2x+3y =5.
a) Adjuk meg a parabola e egyenesre merdleges érintdjének egyenletét!

b) Adjuk meg a parabola e egyenessel parhuzamos érint6jének egyenletét!

4. Adjuk meg azon P(x;y) pontoknak a halmazat a sikon, amelyek egyenld tavolsagra vannak az
x-tengely [-3;6] és az y-tengely [2;8] intervallumatol!
5. Oldjuk meg rendezett valos szamparok halmazan a kovetkez6 egyenletet!
sin(x® +2x+3) =cosy

6. TUkrozzik az y = %xz +2x+3 egyenletii parabolat a (-2;2) pontra! Adjuk meg a tikorkép

egyenletét! Szamitsuk ki az eredeti parabola és tiikorképe kdzos pontjainak koordinatait!

Tovébbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Koényvkiado.:
382., 383., 385. és 386. feladatok
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J.p2lda Adott egy pont a koordinataival: F(O,%] és egy egyenes az egyenle- :

P 1 . o s
L tével: viy == Adjuk meg azon P(X;y) pontoknak a halmazat a sikon, melyeknek az :

egyenestol és a ponttél mért tavolsaguk aranya

1
—; b) 2!
a) 5 )

Megoldas:

d(P, - .
a) A feltétel matematikai modszerekkel megfogalmazva: 3 ((P F)) = % Irjuk fel koordinatékkal ezt

a feltételt, és végezziink algebrai atalakitasokat azért, hogy megkapjuk a ponthalmaz egyenletét!

Y 2 1Y 1
X=0) +[y—-=1 =2|y+~,
\/( ) [y 4) y+g
K/ x2+y2—1y+i—4y2+2y+i
2”16 16’
1
5 3
X2 -3y —2y=",
; > y 2y 16
X
\\ xZ—S(y2+§y)= 3

5.1. abra A keresett ponthalmaz:
hiperbola

x> -3 y—i 2+§—
12 48 48

E!

gy 5] 2|3
12 ] 144| 16’

9

4!

5 Y 1

3ly-— | -x*=2,
() =3

5
y_ﬁ _X_z_l
1 1
9 3

A keresett ponthalmaz az 5.1. abran lathat6. Megmutathato,
hogy ez a ponthalmaz hiperbola.

2012.07.05.
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Dafinield A hiperbola azon pontok halmaza a sikon, melyeknek két adott ponttol
© mért tavolsagkuldnbséglik abszolut értéke allando.

d(P,v)

d(P,F)
a feltételt, és végezziink algebrai atalakitasokat azért, hogy megkapjuk a ponthalmaz egyenletét!

b) A feltétel matematikai modszerekkel megfogalmazva: = 2. Irjuk fel koordinatakkal ezt

2
1 1
2,](x=0Y +[y==| =|y+=|,
\/( ) (y 4) ’ 4 Yy
1 1 1
47 +4y° —2y+ ==y +Zy+—,
A T :
3
4X° +3y° -y =——, 05
y y 16
5 3
443y -2y |=——,
(-51)--2 :
| ¥
, ( 5 j 25] 3
X+=[ly-——= | -——|=——,
4107 12) 144 64 5.3. abra A vizsgalt ponthalmaz:
2 ellipszis
, 3 5 75 27
X+=|ly—-— | ——=——,
4 12 576 576
) 5 1
X +=ly-——1=—,
4 12 12
y—E 2
X—2+ 12 1
FREEE
12 9
A keresett ponthalmazt az 5.3. dbra szemlélteti. Megmutathato, - — :
hogy ez a ponthalmaz ellipszis. ‘ 5.4. abra Ellipszispalyan kering6

bolygoék

Dafinield Az ellipszis azon pontok halmaza a sikon, melyeknek két adott ponttol
: mért tavolsagosszegiik allando.

.....................................................................................................................................

Az eldbbi példaban szerepld ponthalmazok egyenlete — csakiigy, mint a korok €s az altalunk vizsgalt
parabolak esetében — masodfoku, kétismeretlenes egyenlet. Ebbdl kdvetkezden ezeket a ponthalma-
zokat masodrendii gérbéknek nevezzikk. Megmutathat6, hogy masodrendii gorbe lehet példaul:

W metszd egyenespar,

W kor,
W parabola,
I S
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W hiperbola,
W ellipszis.

Szokas ezeket a ponthalmazokat kupszeleteknek is hivni,
mert egy végtelen kupfeliilet sikkal valé metszéseként allhatnak
elo.

Ezek a megallapitasok mar tallépik az emelt szinti érett-
ségi vizsga kovetelményeinek kereteit. Az ebben a témaban
elmélyedni kivano olvasd figyelmébe ajanljuk a Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Lapok (K6MaL) http://www.komal.hu/
cikkek/dandelin/dandelin.h.shtml cimen talalhaté weboldalat,
ahol Kos Rita cikke olvashato errdl a témarol.

55. 4braEllipszis |

parabola

5.6.4braParabola |

ellipszis

hiperbola

5.7.&braHiperbola | 5.8. dbra Kupszeletek
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Kbmbinatonkasesigrafok

1A sicieulyasly

A kombinatorika a matematikanak az egyik legnehezebben koriilhatarolhato része. Ide tartoznak a
nevezetes 9sszeszamlalasok, a véges halmazok részhalmazaira vonatkozd ismeretek, a grafokkal
kapcsolatos problémak, a geometria hatarteriiletei (pl. racsgeometria) stb. Konyviinkben ezek koziil
csak azokkal foglalkozunk, amelyek az emelt szintii érettségi kdvetelményrendszerébe illeszked-
nek.

A korabbi tanulmanyokbol fel fogjuk hasznalni, hogy » kiilonb6z6 dolog Gsszes lehetséges
sorba rakasainak szdma (ismétlés nélkiili permutacid) n!=n-(n-1)-...-2-1.

A kombinatorikai vizsgalatok soran sokszor hasznalunk jellegzetesen ebben a témakdrben eléfor-
dulé bizonyitasi modszereket, melyekkel célszerti eldszor kiilon-kiilon részletesen megismerkedni.

\_/ 1L palda Egy dobozban 20 egyforma méretii golyo van: 8 piros, 7 fehér és 5 zold.

Legalabb hany golyot kell kivenniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik
i a) mindharom szin{ibsl legaldbb egy;

b) két piros;

c) két azonos szini;

d) két kiilonb6z6 szinti?

Megoldaés:

a) Mivel a z6ldbdl van a legkevesebb, ezért 8+7 =15 go-
ly6 kihlzasa utdn még nem lehetiink biztosak benne, hogy
mindharom szin el6fordul, azonban a 16. utan mar igen,
hiszen, ha addig nem fordult el6 mindharom szin, akkor
most biztosan z6ldet huztunk.

b) Mivel 7+5+1=13, ezért 13 goly6 kihGzhat6 ugy, hogy
csak egy piros van koztik, de a 14. hizas utan mar biztosan
lesz két piros szinl golyo.

¢) Haromféle szin van, ezért a negyedik htzas utan lesz biz-
tos, hogy a huzott golyok k6zott van két azonos szintl.

d) A piros golyokbol van a legtobb, ezért csak a 9. hlizas utan
valik biztossa, hogy van a huzottak kozott két kiillonb6zo
szind.

1.1. dbra Az 1. példa doboza |

\Y’? AP Egy iskola 10. osztalyos tanuléi egy |
50 kérdésbol 4116 matematikatesztet toltottek ki. Az érté-
kelés utan kiderilt, hogy Kovacs Pistanak 40 j6 valasza :
volt, a tobbieknek viszont ennél kevesebb. Igazoljuk, :
hogy ha az évfolyamon dsszesen 124 gyerek irt tesztet, !
akkor van 4 olyan tanul6, akik azonos eredményt értek :
el! :

1.2. abra Folyikamunka |
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Megoldas:
Ajo6 valaszok szama 0, 1, ..., 40 lehetett, ami 41-féle eredmény. Mivel 3-41=123 <124, ezért len-
nie kell 4 olyan tanulénak, aki azonos szdmu jo vélaszt adott, tehat azonos eredményt ért el.

A fenti példakbol lesziirhetd altalanos kovetkeztetéseket foglaljuk ossze:

1. Ha n darab helyre n-nél tdbb dolgot tesziink, akkor lesz olyan hely, ahova egynél tébb dolog
kerdl.

Altalanosabban is megfogalmazhatjuk.

2. Ha n darab helyre (,,skatulyaba”) k db targyat helyeziink el, tovdbbd & > m-n, akkor legalébb
egy helyre legalabb m + 1 targy kerdil.

Ezek a kdvetkeztetési formak jelentik az Un. skatulyaelvet. Megjegyezzik, hogy altalaban minden

nyelvteriileten mas-mas elnevezés vonat-

kozik ra. (Angolul példaul ,pigeonhole

principle”.) A skatulyaelv a matematika

szamos mas terlletén is megjelenik, ennek

bemutatasara szolgalnak a kovetkez6 fel-

adatok.

SAPEIaD Igazoljuk, hogy a 2009-nek van olyan tobbszorose a 10-es szamrendszer-
i ben, amely csupa 2-es szamjegybdl all! t

Megoldas:

Egy egész szam 2009-cel osztva 2009-féle maradékot adhat. Tekintsiik a 2, 22, ..., 22...2 szamokat,
ahol az utolso szam 2010 darab 2-es szamjegybdl all! Mivel dsszesen 2010 darab szamot irtunk le,
ezért lesz kozottiik kettd, melyek 2009-cel osztva azonos maradékot adnak, igy kiilonbségiik oszt-
hat6 lesz 2009-cel. A nagyobbik szambdl kivonva a kisebbiket, a kapott szam:

A=2.20..0=2.2-10

alaku lesz. Mivel a 2009 és a 10 relativ primek (azaz nincs 1-nél nagyobb kozos osztojuk), ezért a
2009 osztoja lesz az A szam szorzatként valo eldallitasaban szerepld 2...2, csak 2-es szamjegyekb6l
allo szamnak.

4, uilda  Egy téglalap oldalai 18, illetve 24 egység hosszuak. Igazoljuk, hogy bar-
hogyan is valasztunk ki rajta 20 pontot, azok kozott lesz harom, melyek lefedhetok egy
5 egyseg sugaru korlappal! '

Megoldas:

Osszuk fel a téglalapot az oldalaival parhuzamos szakaszokkal
kilenc darab kisebb téglalapra, melyek oldalai 6, illetve 8 egy-
ség hosszlak! A 20 kivélasztott pont kdzott a skatulyaelv miatt
biztosan lesz legalabb harom, amely azonos kis téglalapra esik.
A Thalész-tétel megforditasa miatt a kis téglalap koré irt kor at-
mérdje a téglalap atldja. A Pitagorasz-tételbdl adodik, hogy az

B C

atméré hossza +/6°+8° =10 egység, ezért sugara 5 egység. 1.4. &bra Egy ,kis” téglalap

127
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Vilagos, hogy a megfeleld téglalap koré irt kor lefedi a téglalapon 1évd pontokat, amibdl adodik a
feladat allitasa.

@ J.pdlds Mutassuk meg, hogy egy T teriiletii és K keriiletii konvex négyszogben el
. lehet helyezni egy % sugart kort! :

irjunk minden oldalra befelé olyan téglalapokat, melyeknek a
négyszoggel nem kdzds oldala K hosszusagu! Ha a négyszdg

oldalainak hossza a, b, ¢ és d, akkor e téglalapok tertiletének
0sszege:

al+bl+cl+dl:(a+b+c+d)l:T,
K K K K K

vagyis éppen a négyszdg teriilete. Mivel azonban az egyes csu-
csoknal 1évd szogek 180°-nal kisebbek, igy lesznek tobbszord-

1.5. abra Koér a négyszogben | X i i . ) -
sen lefedett részek, és ezért lesz olyan pont is a négyszog bel-

sejében, amely nincs lefedve. Ez mint a % sugart kor kézéppontja megfelel, hiszen mindegyik
oldaltol tavolabb van a % tavolsagnal.

A megoldasbhan csak azt hasznaltuk fel, hogy a négyszdg konvex, igy az allitas minden konvex
sokszdgre érvényes.

r 4

1. Legalabb hany ember van abban a tarsasagban, ahol biztosan van két olyan ember, akiknek
ugyanannyi foga van?

2. Legalabb hany diak jar abba az osztalyba, amelyben biztosan van 3 diak, akik ugyanabban a
honapban tnneplik a szliletésnapjukat?

3. Igazoljuk, hogy négy négyzetszam kozott biztosan van kettd, amelyek kiilonbsége oszthatd
8-cal!

4. Egy 5 x 9-es téglalapot 10 téglalapra daraboltak fel, melyek minden oldalanak mérészama egész
szam. Mutassuk meg, hogy a keletkezd téglalapok kozott lennie kell két egybevagonak!

5. Egy 90 cm x 160 cm méreti téglalap alaku asztallapon 10 db 10 cm x 15 cm-es fényképet
helyeztiink el tetszés szerinti elrendezésben. Lerakhatunk-e ezek utan még egy 10 cm sugarl
korlapot is az asztalra anélkil, hogy barmelyik fényképbe beleérjen?

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabaol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
Bizonyitasi modszerek cimii fejezet feladatai
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2, A ealjas induledd (g mizillel Induledd)

@ . pilds Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n sz&m esetén:
: n(n+l)-(2n+1 1
12+22+...+n2=—( ) )

Megoldas:
Konnyi ellendrizni, hogy az allitds n =1 esetén igaz. (Tovabbi n értékeket is ki lehet persze pro-
balni.) Tegyiik fel, hogy a feladatban szereplé allitas valamely n-re igaz és lassuk be, hogy akkor
a rakovetkezé pozitiv egészre, tehat (n+1) -re is igaz lesz! Ha ez sikertil, akkor — mivel az éllitas
igaz volt n =1 esetén — igaz lesz n=2-re és igy tovabb, tehat minden pozitiv egészre érvényes.
Az llitasnak az (n+1)-re vonatkozé alakja:
> (n+1)-(n+2)-(2n+3)
= 5 .
Feltevésiinket felhasznalva a bizonyitando 0sszefiiggés-egyenldség:
n(n+1)-(2n+1) +(n+1)2 _ (n +1)-(n+2)-(2n+3).
6 6
Innen (n+1)-gyel valé osztas és 6-tal valé szorzés utan:
n(2n+1)+6(n+1) = (n+2)~(2n+3),
2’ +Tn+6=2n"+7n+6.
Azonossaghoz jutottunk, igy az ekvivalens atalakitdsok miatt az (1) dsszefiiggést igazoltuk, tehat a
kitlizott célt elértik.

(1) P+2%+..+n° +(n+1)

Megoldas:

Probaljuk meg alkalmazni az el6z6 feladat megoldasaban szerepld gondolatmenetet! Latszik, hogy
az allitds n =1 esetén igaz. Tegylk fel, hogy valamely n-re igaz, ekkor elegend6 igazolnunk, hogy
(n+1)-re is igaz lesz, azaz

9 4" 115, +14.

4" +15(n+1)-1<9

Szeretnénk megjeleniteni a feltevésben szereplo kifejezést. Figyeljiik meg, hogy

4" +15n+14 = 4(4" +15n—1) - 45n +18.
Innen a feltevésiink miatt leolvashato az allitas teljesiilése.
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Megoldas:
Konnyen ellendrizhetd, hogy az allitas k =1-re igaz. Tegyik fel, hogy valamely k-ra igaz, ekkor azt
kellene megmutatnunk, hogy
(k+1)!>2"

Feltevésiinket felhasznalva:

(kK+1)'=k!-(k+1)= 2" (k+1) = 2“".2=2",
amit éppen igazolni szerettiink volna.
(A mddszer alkalmazasanak bemutatasara valasztottuk ezt az utat, de természetesen az allitas bizo-
nyitasdhoz nemcsak teljes indukcidval lehet eljutni, Iényegében ,,ranézésre” is nyilvanvald.)

A pdlda Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil, hogy 2" > n’®?
i Mikor all fenn egyenl8seg?

Megoldas:
Ovatossagra int, hogy bar az egyenl6tlenség n=1;2 esetén igaz, de n =3 esetén nem! Tovabbi
n értékeket behelyettesitve kialakulhat az a sejtés, hogy n>5 esetén az egyenlétlenség teljesiil
¢és egyenldség nem all fenn, mig n =4 esetén a két oldalon allé szdmok egyenldk. Probaljuk meg
igazolni sejtésiinket a kordbban mar latott modszerrel! Mivel » =5-re a sejtés igaz, igy feltesszilk,
hogy valamely n-re (n>5)
2" >n?,
Felirva (n+1)-re:
2" 2 (n +1)2 .
A feltevésiink alapjan 2" > 2n°, ezért elegendé megmutatnunk, hogy
2n® > (n +l)2 & n?=2n+],
ahonnan
n(n-2)21,
ami n>5 miatt igaz.
A megoldast végignézve adodik, hogy az eredeti egyenldtlenségben egyenldség pontosan akkor all
fenn, ha n értéke 2 vagy 4.

Foglaljuk 6ssze, hogyan is miikddik a fenti négy feladat megoldasaban hasznalt médszer, melynek
neve: teljes indukcié (hasznalatos a matematikai indukci6 elnevezés is). Van egy allitas, amely
sejtésiink szerint esetleg véges sok szam kivételével minden pozitiv egészre igaz. Jel6ljiik az allitast
A, -nel, azt a legkisebb pozitiv egészet, amelytdl kezdve sejtésiink szerint A, teljesil, jelolje n,.
(Leggyakrabban n, =1.) Ellenérizziik az allitast elészor n = n,
-ra. Ha igaz, akkor tegy(ik fel, hogy valamely #,-nal nem kisebb
n-re igaz (indukcids feltevés). Végiil azt felhasznélva, hogy A,
igaz, mutassuk meg, hogy A ., is igaz lesz (indukci6s 1épés)!
Ezzel minden n > n, pozitiv egészre bizonyitottuk, hogy az &l-
lités teljesul.

Szemléletesen a modszer mitkodése azt biztositja, hogy egy
,.veégtelen 1épcsén” kapaszkodva barmilyen magasra fel tudunk
jutni, ha van honnan elindulni, és mindig tudunk feljebb Iépni
egy lépcséfokot.

2.1. abra ,Végtelen” lépcsé |
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A teljes indukci6 elve a XVII. szazadbol szarmazik, Blaise Pascal (1623-1662) irta le eldszor.
A szamelmélet preciz felépitése soran kider(lt, hogy axiomaként kell ra tekinteni. Alkalmazasi te-
riilete igen széles, viszont a modszer kozben eldkeriild Gn. indukcios 1épés végrehajtasanak modja
nem mindig egyszer(i és erOsen fiigg a vizsgalt allitas természetétdl, amint azt az el6zé példak is
mutatjak. Az is sokszor eléfordul, hogy egy probléma vizsgalata soran el6szor meg kell sejteniink az
allitast, melynek bizonyitasat aztan teljes indukcid segitsegével végezhetjik el.

@ 3.udlda Egy kérlapot részekre osztottunk » szamd harral oly médon, hogy a hirok

" kozott barmely kettd belsd pontban metszi egymést, valamint semelyik hirom nem megy 4t

i egy ponton. Igazoljuk, hogy a keletkezd részek szdma: '
n+n+2

Megoldas:

Jeldlje s, a korlapon keletkezd részek
szdmat n darab hur esetén. Konnyt ellen-
6rizni, hogy s, =2,8,=4,8,=7,s, =11,
ezért az allitas ezekben az esetekben igaz.
Tegyuk fel, hogy valamely n-re igaz, akkor
azt kell igazolnunk, hogy n+1 har mellett
a részek szdma:

(n+1) +n+1+2 _ n>+3n+4

2 2

Vegyiik észre, ha a feladatban szerepld
feltételek mellett behlzzuk az (n+1)-edik
hurt, akkor az a meglévé n darab hdr mind-
egyikét kiilonbozé pontokban metszi, ezért
a metszéspontok 6t n+1 részre bontjak.
Mivel minden egyes darabja egy korabban
mar meglévo korlaprészt vag ketté, ezért
ezek szama (n+1)-gyel fog novekedni, | 2.2. abra Korok és hurjaik
tehat

n+n+2 _n2+3n+4

Ezzel a feladatot megoldottuk.

~ 9.p3ldu  Tgazoljuk, hogy minden, legalibb négyoldalt sokszog felbonthaté egy-
: mast (belsé pontban) nem metszd belsé atlokkal haromszogekre! 5

Megoldas:

Az allitas konvex sokszdgekre nyilvanvald, ehhez elég behlzni valamely cstcsbdl a tébbi cstcsba
vezetd atlot. Konkav sokszogekre eldszor belatjuk, hogy minden, legalabb 4 oldalu, 6nmagat nem
metsz0 sokszognek van belsd atloja.
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Legyen P olyan cstics, amelynél 1év6 belsd szdg konvex
(ilyennek léteznie kell), a vele szomszédos cstcsok Q, illetve R.
Ha a PQRa nem tartalmaz a sokszdg keriletéhez tartoz6 pon-
tot a PQ, illetve PR szakaszon kivil, akkor QR megfeleld belsé
atlé. Ha igen, akkor vegyiik a sokszdgnek QR-tl legtavolabbi
csucsat, melyeta PQRa tartalmaz. (Az is lehetséges, hogy csak
a QR szakaszon van cslcsa a sokszognek, a PQRa belsejében
nincs. Ekkor egy ilyet P-vel 6sszekotve belsé atlot kapunk.) Je-
[61jik S-sel ezt a pontot (vagy tobb ilyen pont koziil az egyiket).
HUzzunk S-en at QR-rel parhuzamost, legyen Q'R” ez az egye-
nes. APQ’R’a -ben nem lehet sokszdgcstcs, ezért a PS szakaszt
egyetlen sokszdgoldal sem metszheti, igy PS belsd atlo. Térjiink vissza a feladat allitasara. Ez n =4
estén igaz. Tegyik fel, hogy n-nél kevesebb oldallal rendelkezd sokszogekre az allitas igaz, belatjuk,
hogy akkor » oldalu sokszdgre is igaz lesz. Tekintsilk az n oldali konkav sokszog egy belsé atlojat!
(Tlyen a fentiek miatt 1étezik.) Ez két, n-nél kevesebb oldal( sokszogre vagja szét az eredetit, igy az
indukcios feltevés miatt készen is vagyunk.

2.3. dbra Belsd atlo létezése |

1. Az alabbi feladatokban az n pozitiv egész szamot jeldl. Igazoljuk, hogy
a) 1637 +82-9,  b) 13[3"7 447!

2. Mutassuk meg, hogy egy négyzet feldarabolhatd » darab négyzetre, ahol n > 6.

3. Igazoljuk, hogy az 5. példaban szerepld részek kiszinezhetdk két szinnel ugy, hogy az oldal-
szomszédos tartomanyok kiilonbozo sziniiek legyenek!

4. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n esetén:

2
P+2+..+n° ={M} )
2

5. Igazoljuk, hogy a 6. példaban szerepld felbontasban a haromszogek szdma mindig 7 — 2.

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Koényvkiado.:
Bizonyitasi modszerek cimii fejezet teljes indukcioval foglalkozo feladatai

BRAWEYESTE INHZOREESZaI dZal

A korabbi matematikai tanulmanyaink soran megismerkedhettlink a halmazokkal kapcsolatos alap-
vetd fogalmakkal, jelolésekkel, illetve miiveleteket értelmeztiink két vagy tobb halmaz kozott. Eze-
ket az ismereteket meglevonek tételezziik fel a tovabbiakban. (Lasd a 9. osztalyos tankonyv Hal-
mazok cimi fejezetét.) Mivel a tovabbiakban sok szo esik majd egy véges sok elemet tartalmazo
halmaz Gn. részhalmazairdl, igy eldszor megismételjiik a részhalmaz meghatarozasat.
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.................................................................................................................................

Daiinieio Egy H halmaznak az A halmaz részhalmaza, ha A minden eleme H-nak is
¢ eleme. (Minden halmaznak részhalmaza sajat maga, illetve az tires halmaz.) :

.....................................................................................................................................

5. vilels  Egy zsakban 10 kiilonb6z0 targy van. Hanyféle modon tudunk valahany
¢ targyat kivenni a zsakbol? (Azt is beleértve, hogy minden targyat kiveszink, illetve azt is,
hogy egyetlen targyat sem vesziink ki.)

Megoldas:

Legyenek a targyak a,a,,...,a,. Egy adott targyat vagy Ki-
vesziink, vagy nem. Ha kivesszik, akkor irjunk ala 1-est, ha
pedig nem, akkor irjunk ala 0-t. igy kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetést (bijekciot) 1étesitettiink valahany targy kivétele
és a 10 jelbdl allo 1, illetve O jeleket tartalmazo jelsorozatok
kozott. (A parba allitas elve.) Ha pl. az a,, a,, a, és a, lettek
kivalasztva:

3.1. dbra A zsak

A kiilonbozo kivalasztasok szdma megegyezik a kiillonb6zd jelsorozatok szamaval, amely
2'° =1024.

A megoldas soran latott 6tlet — a parba allitas elve — a kombinatorika egyik klasszikus, bar altalaban
nem konnyen alkalmazhaté mddszere. Lényege a kovetkezo: atfogalmazzuk a problémat a feltett
kérdés szempontjabdl vele egyenértékii problémava, és azt oldjuk meg. A parba allitas elve nagyon
hatékony eszk6z 6sszeszamlalasi feladatok vizsgalata soran.

Vegylk észre, hogy az 1. példa megoldasa soran azt hataroztuk meg, hogy hany részhalmaza
van egy 10 elemii halmaznak! Teljesen hasonlé modon igazolhato a kdvetkezd, alapvetdnek szamito
megallapitas.

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

2, Uil Egy zsakban 10 kiilonboz6 targy van.
a) Hanyféle modon tudunk 3 targyat kivenni kozilik?
b) Hanyféle médon tudunk 7 targyat kivenni koziiliik? (A kivett targyakat nem rakjuk vissza.)
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Megoldas:
a) Ez egyszerii: az els6t 10 targybodl valaszthatjuk, a masodikat
9-bél, a harmadikat 8-bol, mivel az egyes valasztasok szama
egymastol fliggetlen, ezért a valasz: 10-9-8 =720. Nincs itt va-
lami hiba? De van: szdmunkra teljesen lényegtelen, hogy adott
harom targy milyen sorrendben keriil el! igy adott harom targy
kivalasztasat a fenti eredmény annyiszor tartalmazza, ahanyfé-
leképpen azokat sorba lehet rendezni, ami 3-2-1=3!=6. A he-
lyes eredmény tehat:

10-9-8
3.2. dabraKivételutan | 3l
b) Vegyiik észre, hogy a két kérdésre a valasz ugyanaz a szam, hiszen kivalasztani 7 targyat ugyan-
annyi maédon lehet, mint kivalasztani azt, hogy melyik harom targyat nem valasztjuk ki!

=120.

Altalanositsunk! A zsékban 1év6 targyak helyett beszéljiink egy n elemii halmaz kapcsan arrdl, hogy
hény k elemti részhalmaza van? Erre a matematikaban kiilon jel6lést vezettek be:

(z) (Olvasd: n alatta k.)

)

Sokszor talalkozhatunk a kévetkezd jeldléssel is: C* :(zJ Ebben a kdnyvben ezt nem fogjuk

A példaban szerepld adatokkal:

hasznalni, de példaul az orosz nyelvii szakirodalomban nagyon gyakori. Szokas azt mondani ra,
hogy n elem k-ad osztaly( ismétlés nélkiili kombinacioi. (Innen ered a C betl a jelolésben. Az
»ismétlés nélkiili” kifejezés arra utal, hogy egy elemet csak egyszer valaszthatunk.)

................................................................................................................................

 2utete] Egy n elemii halmaz k elemi részhalmazainak szama:

(n]: n{n—1)-..-(n—k+1)

k

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

A K elemil részhalmaz els6 elemét n elem kozil valaszthatjuk, a mésodikat » —1elem kozil, és igy
tovabb, végul a k-adik elemét n—k+1 elem kozll. Az 6sszes lehetséges kivalasztdsok szdménak
megéllapitasakor figyelembe kell venniink, hogy a kivalasztott elemek sorrendje nem szamit, ami-
bol adodik a tételben szerepld Osszefiiggés.

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................
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Bizonyitas:
A tételben szerepld allitas nyilvanvalo (trivialis), 1asd a 3.3. abrat!

A fenti Osszefliggést sokszor (pl. szamitasokhoz) célszeri rovi-
debb formaban leirni, ami a faktorialis jel segitségével lehetsé-

ges:

n) n(n=1)-..(n—k+1)  pl

k) k! kN (n—k)Y
Célszerit még megallapodnunk abban, hogy 0!=1, egyezéshen
azzal, hogy az egyetlen elemet sem tartalmazd részhalmazok

n

szama 1. (Az lires halmaz.) Fontos hangsulyoznunk: az ’ 3.3, 4bra AK clemii részhalmazok

szama

szimbo6lumra vonatkozd kiszdmitasi képletet nem szabad 6ssze-
keverni a definiciojaval! Ez egyébként talan a leggyakrabban latott jeldlés a kombinatorikaban, a
fenti két tétel jelentdségét nehéz tulbecsiilni.

Nagyon gyakran el6fordul, hogy k =1, illetve k =2, ezért érdemes megjegyezniink, hogy

n o (n) n(n-1
e

Ha szemiigyre vessziik az 1. és 2. tételben szerepld allitdsokat, akkor azonnal kaphatunk egy

érdekes Osszefiiggést:
n n n n
+ +...+ =2"
0 1 n

Erre az 6sszefliggésre késébb még visszatériink. Most néhany mintafeladat kdvetkezik, ame-
lyek megoldasait gondosan tanulmanyozzuk at! Ezek segitenek, hogy minél tdbb feladatot tudjunk
onalldan is jol megoldani!

3.u0dlda a) Hanyféle modon tolthetd ki az 6t6s lottd jatékban egy lottoszelvény?
. b) Hany olyan kit6ltés van, amely pontosan harmas talalathoz vezet?
¢) Hany olyan kit6ltés van, amely legalabb harmas talalatot eredményez?

Megoldas:
a) Mivel a 90 szambol 6t szamot kell kivalasztanunk és megje-
16Intink, ezért a valasz:

90 .89.88.87-
= 90-89-88-87-86 = 43949268 =~ 44 milli6.
5 5!
b) Tudjuk, hogy 85 nem nyer6 szambol kettonek, mig az 6t nye-
r6 szambol haromnak kell szerepelnie a szelvényen, ezért a va-
lasz:

85)(5) 85-84 5.4 = "
[ 2 ]'(3)= Ty ’ ey =35700. L 3.4 abralottészelvény

c) Legalabb harmas talalatnak az felel meg, ha pontosan harom vagy pontosan négy vagy pontosan
6t szamot talaltunk el. Ezek paronként egymast kizaro események, a b) rész alapjan ezért a valasz:
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85)(5) (85)(5 85) (5
SN . + . =36126.
2 )13 1 /14 0|5
Egyszer egy tanulo a c) feladatra a kdvetkezé megoldast adta: az 6t nyerdé szambol valasszunk ki

harmat, majd a megmaradt 87 szambodl még kett6t. Ez j6 lesz, mert a két szam kdzott még tovabbi
nyerd szam is lehet. Valoban j6 lesz ez igy? Bar elég meggydzden hangzik, de utanaszamolva kide-

riil, hogy ebbdl a gondolatmenetbdl
5) (87
: =37410
3( 2

adodik, ami nem egyezik meg a korabbi eredménnyel! A hiba ott van, hogy bizonyos szamotosdket
tobbszor is szamba vettiink. Keressiink ilyenekre példat! A fenti (egyébként igaz) torténet meg-
mutatja a kombinatorikai feladatokkal kapcsolatos egyik alapvetd problémat: nagyon elegansan és
roviden lehet hibas megoldast késziteni. Igyekezziink ezért mindig feltenni magunkban a kérdést:
val6ban megszamoltam minden esetet? Nem szamoltam bizonyos eseteket esetleg tobbszor is? Azt
kell tehat a megoldas soran biztositanunk, hogy az 6sszes esetet, és mindegyiket pontosan egyszer
vegylk szamitasha.

7 s
%ﬁ- 4. p3lda Hanyféle modon lehet egymas mellé lerakni 3 piros, 4 fehér és 5 z6ld
golyot? (Az azonos szinli golyok teljesen egyformak.) ]

Megoldas:
Q ° Y Szamozzuk meg a golyok helyeit 1-t6l 12-ig! Elészor rakjuk le

a pirosakat, erre lehet6ségiink van, hiszen harom helyet

12
3
kell szamukra kivalasztanunk. Ezutan rakjuk le a fehér golyokat,

3.5.abra A4. példagoly6i | 9
erre lehet6ségiink van, hiszen a megmaradt 9 helybdl va-

laszthatunk. Végiil a megmaradt &t helyre rakjuk le az 5 zold golyot. Az 6sszes elhelyezések szama

tehat:
12Y(9)(5 1 1 | |
. . zl_z'.i.i:1_2':220.126.1:27720,
314 )15 319! 4151 510! 31415]

Az utolso tort felirasa jol mutatja, hogy nem volt jelentésége annak, hogy melyik szinii golyok el-
helyezésével kezdtiink.

A kérdést altalanosan is vizsgalhatjuk! Adott » szamu targy, amelyek r-félék, az egyes fajtakbol
rendre n,n,,...,n, darab van. Hanyféle modon rakhatjuk egymas mellé 6ket, ha az egyes tipusokba
tartozo targyak teljesen egyformak? (Ezeket az elrendezéseket ismétléses permutécionak hivjak.
Az ismétlés azt jelenti, hogy ugyanaz a dolog tobbszor is el6fordul egy adott tipusban.)

[ihidial  Akiilonbozé lerakasok szama:
n!

' 1
R/

.....................................................................................................................................
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Bizonyitas:

n
Szamozzuk meg a helyeket 1-t61 n-ig! El6szor rakjuk le az elsé tipusba tartozokat. Ezt (”1 )—féle

maodon tehetjik meg. Ezutan rakjuk le a masodik tipusba tartozokat, ezt (n ~h )—féle maodon tehet-
n,

—n, —

juk meg. Kdvetkeznek a harmadik tipusba tartozdk, ezeket (n
3

" J-féle modon helyezhetjiik

el. A gondolatmenetet ismételve adodik, hogy a kiilonb6z6 lerakasok szama:

[n]_[”"h)_[”"ﬁ_”z}m{”rJ= n! ' (n—n,)! ' (n—n,—n,)! n!
n, n, n, n | nMn=n)! m,N(n—n—n,)! nl(n—n—n,—n)t " n 10V

ahonnan az egyszertsitések elvégzése utan adodik a tétel allitasa.

3. palea Egy kdrvonalon kijel6ltink 10 pontot.

a) Hany hurt hataroznak meg?

b) Hany haromszdget hataroznak meg? :

¢) Az altaluk kijel6lt huroknak hany (bels6) metszéspontja van, ha semelyik harom hir nem |
megy &t kozos ponton? :

Megoldas:
a) Pontosan annyi hirt hataroznak meg, ahanyféleképpen két pontot ki lehet valasztani a 10 adott
pont kozil, tehét a vélasz:
[10 ]
=45.
2

b) Pontosan annyi haromszdget hataroznak meg, ahanyféleképpen harom pontot ki lehet valasztani

a pontok kozil:
10
=120.

c) Két metszdé hur dsszesen 4 végpontja konvex négyszoget al-

B
kot és megforditva: barmely olyan konvex négyszdg, melynek a0 b
csucsai az adott pontok koziil valok, meghataroz egy metszo
harpart. (A parba allitas elve!) A metszéspontok szama tehat
egyenld a négyszogek szamaval, vagyis °
10

=210
( 4 ] [ 3.6.4bra Metszd hurok

A

\@ 3, udle Hanyféle utvonalon juthatunk el a racsvonalak mentén haladva egy
i 6x5-0s négyzetracs bal also sarkabol a jobb felsd sarkaba, ha utunk soran csak jobbra vagy
felfelé mehetlink? :
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Megoldas:

i |f Osszesen 6-szor kell egy egységnyit jobbra és 5-szor felfelé ha-
ladnunk. Jeldlje j betli a jobbra megtett egységnyi utat, f betli
pedig a felfelé megtettet. Ekkor minden utvonal jellemezhetd 6
N i darab j és 5 darab fbetlibol all6 11 betiis jelsorozattal és megfor-
ditva: minden ilyen jelsorozat megad egy lehetséges Utvonalat.
(A parba allitas elve!) Az utvonalak szama igy megegyezik a

i |t jelsorozatok szamaval. Ez pedig a 4. tétel alapjan:
3.7. bra Egy lehetséges Utvonal | 11 _ ﬂ — 462.
5] b5l6!

=/
\%'a/ 7. u3lda Igazoljuk, ha n >k és mindkett6 pozitiv egész, akkor

[

Megoldas:

A feladat megoldhat6 a kiszamitasi képlet alkalmazasaval, amelyet az olvaséra bizunk. Ez az Gt
azonban semmit nem mond arr6l, hogyan is keletkezhetett a feladat, és persze a kombinatorika 1é-
nyegéhez sincs tul sok kdze. Most bemutatunk egy olyan megoldast, amelyhez ugyan nagy gyakor-
lat kell, de ravilagit a probléma Iényegére. Tekintsiink egy n elemt halmazt, amelynek egyik elemét
szinezzik ki! Ha most megkérdezziik, hogy a halmaznak hany k elemii részhalmaza van, akkor a

valasz egyrészt nyilvan (k] masrészt egy kivalasztott részhalmaz vagy tartalmazza a kiszinezett

. n-1 .
elemet, vagy nem. Ha nem tartalmazza, akkor ilyenbdl 6sszesen ( J darab van, hiszen n—1

masik elembdl kell k darabot kivalasztani. Ha tartalmazza, akkor ilyenbdl dsszesen (k 1]darab

van, mivel a szines elem mellé kell még k —1 masikat valasztani n—1 elem koziil. Mindezekbdl a
feladat allitasa nyomban leolvashato.

Yﬁ- BAPEIHG) Egy dobozban 6 piros és 9 kék golyo van. Egymas utan kihizunk 5 golyot
© gy, hogy minden huzés utan feljegyezziik a kihuzott goly6 szinét, majd visszatesszik a do-
i bozba. Hanyféle esetben fordulhat elé az, hogy haromszor htizunk pirosat és kétszer kéket?

Megoldas:

Gondolatban kiilonboztessiik meg (pl. szamozzuk meg) az azo-
5

nos szinil golyokat! A hiizasok utan (3)-féle szinsorrend ala-
kulhat ki, de minden piros 6-féle és minden kék 9-féle szammal
szerepelhet, ezért a valasz:

3.8. 4bra A példaban szerepld > 6°-9° =174960.

golyok 3
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Megoldas:

Jeldlje a gyerekeket A, B, C és D. Képzel-

juk el egyméas mellé lerakva az érmeket!

Az érmék sorat harom helyen megszakit- O O O O O O O O Q
va kapunk egy lehetséges kiosztast: balrol

jobbra haladva adjuk oda az érméket az A, | 3.9. dbra Egy lehetséges elosztés

B, C, végul a D gyereknek.
Mivel 8 helybdl valasztunk ki harmat, ezért a valasz:

o=

Megoldas:

Most nem kell feltétleniil mindegyik gyereknek pénzérmét osztanunk, de egy 6tlettel visszavezet-
hetjiik a példa megoldasat az el6z6ére. Osszunk ki gondolatban 9+4 =13 darab 100 Ft-os érmét
4 gyerek koz6tt agy, hogy minden gyerek kap legalabb egy érmét! Ha a kiosztas utdn minden gye-
rektdl elkériink egy érmét, akkor megkapunk egy, a jelen példaban megfeleld kiosztast. (A parba
allitas elve!) A 9. példa alapjan tehat a valasz:

9+4-1 12
= = 220.

3 3
\@ 1)L pdlda  Igazoljuk, hogy y
5 ”2*3‘ s=1}( N-s ) (N-1 §

Sl k \n—k-1) | n-1]
ahol k <n<s<N természetes szamok!

(Ennek az azonossdgnak egy fontos alkalmazésat a

Valo6szinliség-szamitas cimii fejezetben fogjuk latni.)

Megoldas:

Tekintsink egy N —1 elemi, kiilonb6z6 szamokkal szamozott

golydkat tartalmazé halmazt, amelyben a golyok koézil s—1 3.10. abra A példahoz ktods
darab fekete és N —s darab fehér. Arra a kerdésre keressik a halmazabra
valaszt, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki egy n—1 elemet

tartalmazo részhalmazt?

N . .

Erre a valasz konnyti: . Tekintslik most az &brét, ahol A az N -1 elemii halmaz, B az
n—

s—1 darab fekete golyot tartalmazé részhalmaz, C pedig egy n—1 elemet tartalmazd részhalmaz.
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Ak sz&m jelentse azt, hogy a kivalasztott C halmaz hany feketére szinezett goly6t tartalmaz. Mivel
az A\B halmaz elemeinek szama N —s, ezért az ilyen C részhalmazok szama:

s—-1 N-s
k J{n—k-1]
(A fekete, illetve fehér szinli golyok kivalasztasa egymastol fiiggetleniil torténik.) A C halmazra

vonatkoz6 dsszes lehetséges kivalasztas szamat Ugy is megkaphatjuk, hogy minden lehetséges k
értékre 0sszegezziik a fenti szamokat, azaz

(| nly

A kétféle szamitas eredménye ugyanazt adja meg, ami bizonyitja a feladat allitasat.

1. Igazoljuk teljes indukci6 felhasznalasaval azt, hogy az n elemi halmaz részhalmazainak szama
2"1
2. Igazoljuk, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor
2
nAnt2 o
3. Hany kézfogasra kertil sor egy 12 fOs tarsasagban, ha mindenki kezet fog mindenkivel?
4. Legfeljebb hany egyenest hataroz meg a sikon 20 pont?

5. Hanyféleképpen rakhatunk le 5 piros és 8 fehér goly6t, ha két piros golyd nem allhat egymas
mellett? (Az azonos szinti golyok teljesen egyformak.)

6. Két parhuzamos egyenes egyikén kijeldltiink 6 pontot. Hany pontot jel6ltink ki a masik egye-
nesen, ha a két egyenesen kijeldlt pontok altal meghatérozott haromszégek szdma 9607

7. Hany elemii az a halmaz, amelynek 6sszesen 210 darab egy-, illetve kételemii részhalmaza van?

8. Igazoljuk, ha n pozitiv egész, akkor

I CIGH)

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Koényvkiado.:
Kombinatorika cimii fejezet 16-23. és 40-50. feladatai

4,0 Vinumialls edial 355 Pasealndroms4oy

Korabbi tanulmanyaink soran megismertiik a kovetkezd azonossagokat:
2 2 2
(a+b)” =a’ +2ab+b?

(a+b)’ =a’+3a’h+3ab? +b°,
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Jogosan merl fel a kérdés, hogy mi az altalanos eredmény
kéttagu Osszeg n-edik hatvanyéra, ha n pozitiv egész szam? Bar
ez a kérdés tisztan algebrai problémanak latszik, elegans valaszt
adhatunk ra a kombinatorika eszkdzeinek felhasznalasaval. \Ve-
gytk észre, hogy az

(a+b)" =(a+b)-(a+b)-....(a+b)
szorzas elvégzése utan a kapott polinom minden tagja a"*b*
alaku lesz, ahol £ =0,1,...,n. Egy ilyen tag Ugy adédik, hogy
az 0sszeszorzasnal k darab zarojelbél valasztjuk a b, mig n—k
darabbol az a bett. A kiilonbozé valasztasok szama ezért adott

4 n 4 H H n— 4 . 2 3
k esetén | tehat ennyiszer fog szerepelni a'*b* a szorzas — 41-@ra@+b)

elvégzése utan kapott polinomban. Osszegezve minden k-ra a kapott tagokat addik az Gin. binomi-
alis tétel.

@m I Ha n pozitiv egész szam, akkor

: " (n E

i a+b)" = a” *b*. ]
(a+b) z[k}

k=0

.....................................................................................................................................

Erdemes megemliteni, hogy ezt az eredményt mar a kozépkori kinai matematika is ismerte. Newton
altalanositotta tetszéleges kitevore, ezért a szakirodalomban tobb helyen Newton binomialis téte-

Iének hivjak. Ezért van, hogy gyakran nevezziik az U szimbolumot binomidlis egyutthatdnak.

Nézziik meg most a tétel néhény alkalmazasat!

@ opdldn Irjuk fel a kovetkezd hatvanyok rendezett polinom alakjat!
= a) (a+b)’ b) (x+y) c) (x=2)° ’

Megoldas:
Irjuk fel a kifejezéseket a binomialis tétel szerint:

(4 4 4 4 4 4
a) (a+b)' = a** bk = [a*h’+|  [a*bt+|  |a®p®+|  [a'bi+|  |a’h* =
) (a+b) kz‘g[k] 0 1 2 3 4

=a' +4a’h+6a’h’ +4ab® +b*
5 5 5 5 5 5
by (x+y) =]~ Py +| T Xy Y24 D ey ] T eyt 4] xOyE =
) (x+Y) (OJY (J A P A DY L D S s
=Xx* +5x'y +10x>y? +10x%y® +5xy* + y°

5, (6
¢) (x-2)° = Z[k]x” (=2)" = x® —12x° +60x" —160%° + 240> ~192x + 64
k=0
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Mivel 2" =(1+1)" = Z(’;J:(g}(:}{n) igy kapunk egy Uj bizonyitast az n elemi hal-
k=0 n

maz dsszes részhalmazainak szamara vonatkozo tételre.

Megoldas:
Mivel

o=a- =3[0} (s i M3 o1

ha az azonos elgjelli tagokat az egyenldségben egy-egy oldalra rendezziik, éppen a bizonyitando
allitast kapjuk.

S 5.udldy lgazoljuk, hogy ha n pozitiv egész, akkor ( ]< 4"
n
Megoldas:
Vegyiik észre, hogy ., 2 (2n o
4 =(1+1)" = > 7|
o\ K n

Végiil egy nem konnyt, de nagyon fontos eredményt igazolunk, amellyel majd a kdnyv egy masik
fejezetében fogunk Ujra talalkozni.

Aopdlda Tgazoljuk a kovetkez6 egyenlStlenséget, ha n pozitiv egész!

(1+1J <3.
n

Megoldas:
Ha n =1, illetve n =2, akkor az allitas nyilvanval6an igaz. A tovabbiakban feltessziik, hogy »n > 3.
A binomiélis tétel miatt:

(1-{_1),1 :i(n}i:1+n.l+n(n—l)‘iz+...+n(n—l)-,..-(n—k+1).i+...+n_! i

' .
n =Lk ) n 2! n k! n" nl n"

Vegylk észre, hogy

n(n—l)-...~(n—k+l)<n-n-...~n=nk,

l+l <2+i+l+...+i.
n 21 3! n!

ezért

Ateljes indukcidval foglalkozo fejezet 3. példajanak allitasa szerint
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1

n 2}171 :

ezeért igaz az, hogy ¢ 1 1
(1+—) <1+1+§+2—2+...+

Ismeretes, hogy
(a-1)-(a"*+a" " +..+a+1)=a" -1,

igy a :% helyettesitéssel:

1 1

1 1
I+ -+ S+t
2 2 2"

2}1*1

1

1
2/1

=2- 2
1 <o

ahonnan

(1+1) <1+2=3.
n

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

A binomialis tétel alkalmazasa soran sokszor ki kell szamolnunk a binomialis egytthatokat. Ter-
mészetesen ez a kiszamitasi képlet segitségével mindig megtehetd, de a matematika torténetében
egymastdl fuggetlenil tobben is felfedeztek egy olyan szamtablazatot, amellyel (legalabbis kis n-ek
mellett) gyorsabban is célhoz érhetiink. A 4.2. abra a binomialis egyiitthatokat tartalmazza adott n-ek
esetén soronként, a tetején az 1-gyel kiegészitve, ha n=1,2,3,4,5.
Feltnhet (ezt az abran kiilon ki is

emeltiik) az, hogy egy adott sor két szom- 1

szédos elemének Osszege éppen a kovet-
kezd sorban alattuk szerepld szam. Ez
alapjan a tablazat tetszés szerinti méretig

folytathato, azzal a megjegyzéssel, hogy 3 1
balrol, illetve jobbrol egy-egy 1-essel egé- 1 1
szitsink ki minden sort. A tablazat neve: V 5 1
Pascal-haromszdg. (Valojaban Pascal a
XVII. szazadban csak Gjra megtalalta az
eurdpai matematika szdmara ezt a mashol
mar sokkal korabban ismert eredményt.)
Bebizonyitjuk, hogy a tiblazatnak a fentebb leirt modon torténd folytatisa az n-edik soraban
valoban megadja tetsz6leges pozitiv egész n-re a hozza tartoz6 binomidlis egytthatokat. Az allitast
teljes indukcidval igazoljuk. Mint lattuk, az allitasaz n =1,2,3,4,5 értékekre igaz. Tegyik fel, hogy
(n—1)-re igaz, be kell latnunk, hogy akkor n-re is igaz lesz.

Tudjuk, hogy
n-1 n-1 n
+ = :

\ 4.2. dbra Pascal-haromszog

amibdl adodik az allitas.
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1. Igazoljuk a binomialis tételt teljes indukcio segitségével, felhasznalva azt a korabban kapott

eredmeényt, mely szerint
n-1 n—-1 n
+ = !

2. Igazoljuk, hogy a Pascal-haromszog n-edik sordban all6 szamok 6sszege 2"!
3. irjuk fel a kovetkezd hatvanyok rendezett polinom alakjat a binomialis tétel segitségével!
a) (x—2y) =7 b) (2a-1)° =2 ¢) (n+2)° =2

4. Az (5x+2)" kifejezés polinom alakjéban mi lesz x® egyiitthatoja?
5. Igazoljuk szamologép felhasznalasa nélkiil, hogy 1,1° <1,611!
6. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n» szam esetén

9. A graf fugalie, fuisdmidial, aljas o, 1O deideds i

A matematikanak az a terllete, amellyel az alabbiakban megismerkediink, viszonylag fiatal. A gra-
fokkal kapcsolatos elsd altalanos megallapitdsokat Leonhard Euler (1707-1783) tette a XVIIIL.
szazad elsd felében. (A konigsbergi hidak problémaja.) A témakor jelentdsége a XX. szazadban
ndvekedett meg, miutan kiderult, hogy pl. a logisztika, a genetika, a hal6zatok tervezése és épitése
(legyen az kozut, csatorna, elektromos vagy mikroelektronikai) vagy a kozgazdasagtan olyan éltala-
nos kérdéseket vet fel, melyekre a grafelmélet eszkdzeinek és eredményeinek segitségével érdemes
keresni a valaszokat. Mai vilagunkat atszévik a grafelméleti problémak! Biiszkén emlithetjik meg,
hogy a magyar matematikusok vezetd szerepet jatszottak és jatszanak ma is a grafokkal kapcsolatos
kutatdsokban. Néhanyan koziiliik: Kénig Dénes (1884—-1944), Gallai Tibor (1912—-1992), Erdds Pal
(1913-1996), Pésa Lajos, Lovasz Laszlo, Szemerédi Endre.

l M e

.....

e

5l.a)abraChip | 51.b)abraCs6halézat | 5.1.c) abra Elektromos halézat |
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A grafelmélet egy-egy eredményét a mindennapi életbdl vett problémak tanulméanyozasan ke-
resztlil mutatjuk be. Ezzel is azt kivanjuk hangsulyozni, hogy a matematikanak olyan fejezetérdl
lesz sz6, amely rendkiviil sok gyakorlati alkalmazéssal bir.

Kovetkezzen most bevezetésképpen néhany feladat. Ha a feladat egy tarsasagrol és tagjainak
ismeretségi viszonyairol szol, akkor feltessziik, hogy az ismeretségek kolcsondsek.

1L pdlela Van-e olyan 5 emberbdl all6 tarsasag, amelyben az egyes emberek a tob-
© biek kozll pontosan 0, 1, 2, 2, 3 masikat ismernek?

Megoldas: 4
Feleltessiik meg a tarsasag tagjainak a sik 6t pontjat: A, B, C, D,
E! Két pontot egy vonallal kotottiink 0ssze, ha a nekik megfeleld
emberek ismerik egymast. Ezek alapjan adodott az 5.2. abra.
A feltett kérdésre tehat a valasz: igen. .

@ Dzfinfeld Az olyan abrat, amely pontokbol és : A
© azok koziil néhanyat 0sszekotd vonalakbol all, ahol :
nem lényeges, hogy a vonalak alakja milyen, grafnak :
nevezziik. Az adott pontok a graf csticsai (pontjai), az
6ket 6sszek6td vonalak a graf élei.

D

L 52 &braAz1. példagrafja

A4 50 B

\ 5.3. dbra Grafok

@ Dafiniio A grafot véges grafnak nevezziik, ha cstcsainak szama véges.

(Mi csak ilyen tipusu grafokkal foglalkozunk a tanulmanyaink
soran. Minden kijelentésiink véges grafokra értendé tehat a to-
vabbiakban.)

Az egy csucsbdl kiinduld élek szdma az adott cstcs fokszama.
Az olyan pontot, melynek fokszama 0, izolalt pontnak nevezzik.
A graf két csticsa szomszédos, ha ¢l koti 6ket 6ssze egymassal.

Fontos megjegyezni, hogy egy graf két élének geometriai
értelemben vett (belsé) metszéspontja (ha van ilyen) nem pontja
a gréafnak!

|__5.4. 4bra Fokszamok egy grafban
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2, udldy Van-e olyan 5 emberbdl 4ll6 tarsasag, amelyben az egyes emberek a tob-
biek k6zil pontosan 1, 2, 3, 4, 4 méasikat ismernek?

Megoldas:
Azok, akik 4-4 masikat ismernek a tébbiek kozil, mindenkit is-
mernek. Ez azt is jelenti, hogy a tarsasdg minden tagjanak leg-
alabb 2 ismerdse kellene, hogy legyen, ami ellentmond annak,
hogy egyikiiknek csak 1 ismerdse van. Nincs tehat ilyen tarsa-
séag.
5.5. abra Minden pont fokszama ‘
legalabb 2
7 Ao o
3. paleda Egy tarsasagban nehanyan kezet fogtak egymassal. (Barmely ket ember
legfeljebb egyszer fogott kezet.) :
a) Igazoljuk, hogy van két olyan ember, akik ugyanannyiszor fogtak kezet!
b) Igaz marad-e az allitas, ha megengedjiik, hogy két ember k6zott tobb kézfogas is tortén-
jen?

Megoldas:

a) Tegyiik fel, hogy a tarsasag n =2 fobol all. Feleltessiink
meg a problémanak egy grafot, melynek cslcsai a tarsasag tag-
jai, élei pedig a kézfogasok! A csicsok lehetséges fokszamai:
0,1,...,n—1. Vegyuk észre, hogy a 0 és n—1 fokszam egyszerre
nem léphet fel, hiszen izolalt pont nem lehet egy olyan grafban,
amelyben van olyan csics, amely minden masikkal 6ssze van
kotve! Osszességében tehat legfeljebb n—1 darab kiilonbozo
fokszam léphet fel az n szamu csucsnal, igy sziikségképpen lesz
legalabb két azonos fokszdmmal biré csucs.

b) Ebben az esetben nem feltétlenil teljestil az a) allitas, erre az
5.6.abraEllenpélda | 56 abra mutat egy egyszerii példat 4 f6bd1 All6 tarsasag esetén.

Bebizonyithat6, hogy barmely » > 3-ra adhat6 ellenpélda.

...............................................................................

Vafinielo Ha a gréaf két csucsa tobb éllel is dssze

van kotve, akkor a két cstics kozotti tobbszords élrol :

i beszélunk. Szokas ugyanerre a parhuzamos élek elne- :

: vezést is hasznalni.

B 7. ADra TODDSZOIOS Bl | e wee e e e e e e e .

% Dafini<ld Ha egy €l két végpontja azonos, ak-
kor hurokélnek nevezziik. A csucs fokszamat ilyenkor :

i 2-nek vessziik.

...................................................................................

5.8.abraHurokél |
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.................................................................................................................................

Dafiniddo Azt a grafot, amely nem tartalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos éleket,
egyszerii vagy ismeretségi grafnak hivjuk.

.....................................................................................................................................

- Tétal Egy egyszerti grafban mindig van két olyan csucs, amelyek fokszama
i egyenl. :

.....................................................................................................................................

Yﬁ- 4. pdlda Létezik-e olyan 8 f0s tarsasag, amely- !
© ben az egyes emberek a t6bbiek koziil pontosan 2, 2, 3,
i 3,4,5,5, 5 masikat ismernek?

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy van ilyen tarsasag! A tarsasagnak megfelel6
graf minden éle egy-egy ismeretségnek felel meg. Mivel min-
den élnek két vége van, ezért a cslcsok fokszamainak 0sszege
egyenld az élek szamanak kétszeresével! Esetiinkben a foksza- : _
m,ok Osszege 29, ami pé{ratla_n, ezert nem IeheF az élek szamanak 5.9 4bra Térsség
kétszerese. Ellentmondasra jutottunk, igy a valasz: nem.

A 4. példa megoldasa soran tett egyszeri megallapitassal, hogy ti. minden élnek két vége van, be is
bizonyitottuk az alabbi tételt:

- TJétal Fokszamtétel: egy véges grafban a fokszamok Osszege egyenld az élek :
i szamanak ketszeresével. 3

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Mivel minden cstcs fokszama vagy paros, vagy paratlan természetes szam, és a fokszamok dsszege
paros, ez csak Ugy teljesiilhet, ha igaz a tételben megfogalmazott 6sszefiiggés.

R i

\/ 3. palda a) Van-e olyan 11 f&bdl all6 tarsasag, amelyben mindenki pontosan hé-
rom embert ismer? 5
b) Van-e olyan 10 f6bél allo tarsasag, amelyben mindenki pontosan harom embert ismer?
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2012.07.05. 12:00:55



148

MatEm_Book.indb 148

4

Kbmbinatonkasesigrafok

Megoldas:

a) Tegyiik fel, hogy van ilyen tarsasag! Mivel a fokszamok 6sz-
szege paratlan, ezért maris ellentmondasra jutottunk, tehat a va-
lasz: nincs.

b) Képzeljiik el azt a grafot, melynek pontjai egy szabalyos tiz-
szbg csucsai! A graf élei legyenek a tizszog oldalai, valamint a
szemkozti csicsokat dsszekotd atlok (a szabalyos tizszog koré
irt kdrének atmérdi). Az ennek az ismeretségi grafnak megfeleld
tarsasag teljesiti a kdvetelményeket.

5.10. &bra 5. példa b) részéhez
tartozo graf

Megoldas:
Mivel minden ember pontosan 10 masikat ismer, tovabba minden ismeretség 2 emberhez tartozik
egyszerre, ezért 9sszesen

11-10 _55
2

ismeretség van a tarsasag tagjai kdzott.

Dufinicio Az olyan egyszerl grafot, melynek barmely két csticsat él koti Ossze,
: teljes grafnak nevezzik.

.....................................................................................................................................

A 6. példat és a megoldasaban latott gondolatmenetet a grafok
nyelvén elmondva azonnal adédik a kdvetkezo:

5.11. 4bra 5 pontd teljes graf Egy 5 pontu teljes grafra példa az 5.11. abra.

Megoldas:
Tekintsik azt a grafot, melynek cslicsai a tarsasag tagjai, két csucsot pedig akkor kossink dssze
éllel, ha a nekik megfelelé emberek nem ismerik egymast! Ha az igy kapott grafra alkalmazzuk azt a
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tételt, mely szerint egy egyszerli grafban mindig van két olyan cstcs, amelynek fokszama egyenld,
akkor adddik az allitas.

Hasonlitsuk dssze azt a két grafot, melyet a 3. a) példaban, illetve az el6z6 példaban értelmez-
tlink ugyanazt a tarsasagot tekintve! Figyeljik meg, hogy az egyik grafban pontosan akkor van
dsszekotve két csucs, amikor a mésikban nincs.

Daiini<dd Ha két egyszerii graf cstcsai ugyanazok, de az egyik grafban pontosan
akkor van dsszekotve két csucs, amikor a masikban nincs, akkor azt mondjuk, hogy a két
graf egymas komplementere.

Jel6lés: a G graf komplementere G

.....................................................................................................................................

B . L. L, G gréf G komplementere 5 pontu teljes graf
Konnytl belatni, hogy egy n csucsu egy-

szerl grafnak és komplementerének egye-
sitése az n csUcsu teljes graf. Az 5.12. dbra
példat mutat erre n =5 esetén.

5.12. abra Komplementer
4. palda Egy kormérkdzéses tornan 7 csapat vesz részt. (A kormérkozéses lebo-

nyolitas esetén minden csapat minden masikkal pontosan egyszer jatszik.)

a) Hany mérko6zésre kertil sor 6sszesen?

b) Igazoljuk, ha egy mérkézes iddtartama 1 dra, és 3 palya all rendelkezésre, akkor a torna
lebonyolithatd 7 éra alatt, de kevesebb id6 alatt nem!

Megoldas:
a) A problémahoz rendelt graf csucsai legyenek a csapatok, a
graf élei pedig a csapatok kozotti mérkézések. Vilagos, hogy egy
7 ponta teljes graf éleinek szdmat kell meghataroznunk, ami
8 o,
2

b) Mivel egy mérkézéshez 2 csapat tartozik, ezért 1 ora alatt 3
mérkozeést tudnak legfeljebb lejatszani a 3 palyan, ezért legalabb
7 ora kell a torna megrendezéséhez, hiszen 21 mérkdzésre kertil
sor 0sszesen.

Egyaltalan nem konnyli azonban latni, hogyan szervezhet6k 5.13. dbra Mérkézés
meg az egyes forduldk. Helyezziik el a 7 csapatot egy szabalyos

hétszog csticsaiba és az oramutato jarasanak megfeleléen szamozzunk meg 6ket! Ennek a szabalyos
hétszognek éppen 7 darab szimmetriatengelye van, melyeket annak a csapatnak a szamaval lassunk
el, amelynek megfeleld csticson atmennek. Ezek utan a k-adik fordulban jatszanak egymassal azok
a csapatok, melyek a k-adik tengelyre vonatkoz6an szimmetrikusan helyezkednek el. (A tengelyen
1év6 csapat nem jatszik.) Mivel barmely két csucshoz 1étezik pontosan egy tengely, melyre nézve
helyzetlik szimmetrikus és egy csapat 6 meccset jatszik, igy 7 fordulo, vagyis 7 ora alatt a torna
lebonyolithatd.
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SzZimmetia . Az 5.14. abran az 1. fordulonak megfelelé helyzet lathato.
tengely  © A mérkdzések: 7-2, 6-3, 5-4. A tovabbi fordulok:

; 2. fordulé: 1-3, 7-4, 6-5,

' 3. fordulé: 2-4, 1-5, 7-6,

; 4. fordulo: 5-3, 6-2, 7-1,

=5

5. forduld: 6-4, 7-3, 1-2,
6 ' , 6. fordulé: 7-5, 1-4, 2-3,
' 7. fordulo: 6-1, 5-2, 4-3.

! A megoldasbol az is kideril, hogy 2n+1 szam( csapat esetén

ugyanilyen modszerrel szervezhetd meg a minimalis ideji lebo-
nyolités.

5

4

5.14. dbra Az 1. forduléban jatszé ‘
csapatok

r 4

1. Igazoljuk, hogy minden poliédernek van legalabb két olyan csucsa, amelybdl ugyanannyi €l in-
dul ki!

2. Igazoljuk, hogy minden poliédernek van két azonos oldalszamu lapja!

a) b) 3. Rajzoljuk meg az 5.15. &bréan lathatd grafok komplemente-
rét!

4. Van-e olyan 6 emberbdl allo tarsasag, amelyben az egyes
emberek a tébbiek kdzul pontosan
a)2,2,3,3,3,4, b)2,2,3,3,5,5,

5.15. &bra A 3. feladat gréafjai | €)2,3,3,4,5,5, d)2,3,4,5,5,5,

masikat ismernek?

5. Egy kdrmérkdzéses tornan most minden csapatnak 3 mérkézése van hatra, eddig 48 mérkézés
fejez6dott be.
a) Hany csapat vesz részt a tornan?
b) Hany mérkdzést rendeznek sszesen?
(A torna soran mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszik.)

6. Egy bajnoksagban ¢sszesen 900 pontot osztottak ki a csa-
patok kozott. A gy6zelem 3, a dontetlen 1, a vereség 0 pon-
tot ért. Tudjuk, hogy éppen annyi dontetlen sziiletett, mint
ahany csapat van. Hany csapat vett részt a bajnoksagon, ha
mindenki mindenkivel 2 mérkézést jatszott?

7. Tamas 8 embert hivott meg magahoz vendégségbe. A vendé-
gek kozil néhanyan kezet fogtak egymassal, illetve a hazi-
gazdaval. (Barmely két ember legfeljebb egyszer fogott ke-
zet.) Amikor megszamoltak, hogy ki hanyszor fogott kezet,
kidertilt, hogy a vendégek koziil mindenki kiilonbdzd szamu
emberrel fogott kezet. Hanyszor fogott kezet Tamas?
Fogalmazzunk meg az egyszerti grafokra vonatkozo tételt a
feladat alapjan!

5.16. abra Vendégségben... |
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8. Egy estélyen 20 ember vesz részt, mindenki legalabb 10 ma-
sikat ismer a tobbiek kdzil. Bizonyitsuk be, hogy van négy
olyan ember: A, B, C és D, hogy A ismeri B-t, B ismeri C-t,
C ismeri D-t és D ismeri A-t! (Az ismeretség kolcsonds. ) 4 ¢

D
L 517 &braA ismeri B-t...

9. Igazoljuk, hogy 2n szamu csapat kormérk6zéses tornajanak lebonyolitdsa 2n—1 forduléban
megszervezhetd!

10. a) Egy szabalyos hatszog oldalait és atloit két szinnel kiszineztiik. Igazoljuk, hogy barmely szi-
nezés mellett keletkezik egyszinti haromszog!
b) Bizonyitsuk be, hogy egy 6 csticsu egyszerti graf vagy a komplementere tartalmaz harom
olyan csucsot, melyek koziil barmelyik kettot ¢l koti 6ssze!
Mi a kapcsolat az a) és b) feladatok kozott? Készitstink ez alapjan tovabbi feladatot a fenti alli-
tasral

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Konyvkiado.:
Grafok fejezet feladatai

8, O3322itlgyd yeaf, Gs, lKbe, ¢S54y, f

A kovetkez6 problémat néhany évvel ezeldtt a matematika OKTV 1. forduldjaban tizték ki.

. udleds Egy megyében 32 teleplilés van és a teleplilések kozott 466 db at. (Egy ut
pontosan két teleptilést kot dssze, és két telepiilés kozt legfeljebb egy Ut talalhatd). Bizonyit- :
suk be, hogy barmely telepiilésrol eljuthatunk egy masik telepiilésre az utakat felhasznalva!

Megoldas:
Feleljenek meg a telepiilések egy graf csucsainak, az utak pedig
a graf éleinek! A feladat szovegébol kovetkezik, hogy egyszer(i

32-31

grafrél van sz6. Mivel a 32 pontu teljes grafnak =496 éle

van, ezért ebbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy a telepiilések egy
részébdl sok ut vezet ki. Pontosabban: azt allitjuk, hogy a graf-
ban van olyan A csucs, ahonnan legalabb 30 él vezet ki. Ellen-
B R Pt

. . . 32-29 ) , e
kez6 esetben ugyanis legfeljebb — = 464 éle van a gréfnak, 6.1. 4bra Telepilések és utak
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ami nem lehet, hiszen tudjuk, hogy az élek szama 466. Ha az A csucs fokszdma 31, akkor készen va-
gyunk, hiszen minden mas cslccsal dssze van kotve, és ekkor A kozbeiktatasaval barmelyik cstcs-
bol barmelyikbe biztosan eljuthatunk. Ha az A fokszama 30, akkor pontosan egy masik csuccsal
nincs dsszekotve, ami legyen B. A B cslcs azonban biztos dssze van kotve az A-val dsszekotott

csucsok koziil legalabb eggyel, ellenkez6 esetben ui. a grafnak legfeljebb g =465 éle lehetne

(31 pontu teljes graf éleinek szama), ami ellentmondasra vezet.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

.................................................................................................................................

Dafinido Ha egy graf tetszdleges csucsabol az élek mentén eljuthatunk barmely :
¢ mas csucsba, akkor azt mondjuk, hogy a graf dsszefiiggé.

.....................................................................................................................................

Ezt a szemléletes meghatarozast néhany tovabbi fogalom bevezetése utan precizebben is kimondjuk.
Az 1. példa annak a grafelméleti tételnek az alkalmazéasa, mely szerint: ha egy »n cstcst egyszer(i
grafnak (n=3) legalabb
(n-1)-(n—-2) 1= n®—3n
2 2
¢le van, akkor a graf 6sszefiiggd (n = 32 volt a feladatban).

+2

Usiiniedd A graf  Ki-

¢ 16nb6z6 cstcsainak egy olyan :
AL A, ..A A, sorozatat, amely- :
ben minden A csucsot él kot 6sz- :

i sze A,-gyel, Utnak nevezzik.  :

.....................................................

6.2. dbra Az Ut |

Az ut hossza az (t altal tartalmazott élek szama. A graf egyetlen élét is Utnak tekintjlik, melynek a
hossza 1.

kor AA . R EEEEEE NN EE AN NN NN EEEEEENEENNNEENNEEEEEENNEENNEENNANEEEEEEEREEEEEE
@ Dafiniio A graf cslcsainak egy olyan
¢ ALA,..A, A, sorozatdt, amelyben minden A csu- :
A : csot él kot 6ssze A,,-gyel, tovabba A = A, ,,, deakoz- :
: tiik 1év0 csucsok kiilonbozok, kérnek nevezzik.
6.3. abra Egy kor

A kor hossza az altala tartalmazott élek szdma. Egy kor legalabb 3 csucsot tartalmaz és hossza
legalabb 3.
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@ Dafinicio  Egy grafot osszefiiggonek neveziink, ha barmely két cstcsa kozott van Ut.

Az Ut és a kor (ha van a grafban) a graf részei. Altaldban is beszélhetiink egy G graf valamely ré-
sz¢rol.

DEHMGD] Egy G gréaf részgrafja minden olyan gréaf, amelyet Ugy kaphatunk, hogy
© G élei és csucsai kozil bizonyosakat elhagyunk. 3

.....................................................................................................................................

ZAPEIUH Egy 10 tagu titkos tarsaség tagjai még egymast sem ismerik feltétlendl. :
Tudjuk viszont, hogy barmely tagtdl szarmazo iizenet barmely taghoz elér vagy kozvetle- :
nil, vagy a tobbiek koziil néhdnyon keresztiil. Igazoljuk, ha a tarsasag tagjai kozott 10-nél
kevesebb ismeretség van, akkor van kdzottik olyan, aki csak egy masik tagot ismer!

Megoldas:

Tegyuk fel indirekt médon, hogy mindenki legalabb 2 masik tagot
ismer! Ekkor a tarsasagot leir6 graf cstcsainak fokszamosszege
legalabb 10-2=20. A 2. tétel (fokszamtétel) szerint az élek
szamanak kétszerese tehat legalabb 20, ami ellentmond annak,
hogy a grafban 10-nél kevesehb él van!

A példa megoldasanak menete mutatja, hogy altalaban is igaz a
kovetkezo tétel.

Megoldas:

A gréafok nyelvén a feladat azt kérdezi, hogy legalabb hany éle
van egy n csucsu Osszefiiggd grafnak. (A graf pontjai a kozpon-
tok, az ¢lek a telefonvonalak.) Vilagos, hogy az egyik pontot
n—1 ¢éllel 6sszekotve a tobbivel osszefliggd graf adodik. Most
igazoljuk, hogy ennél kevesebb éllel nem lehet Osszefliggévé Mg ‘
tenni a grafot. A 2. példa utan tett megfigyelés miatt n szamu- ' L TS
nal kevesebb ¢l esetén biztosan van elséfoku csiics a grafban. o UIMVARE T 5 / 54
Hasznéljunk teljes indukciot! Ha n =1, illetve n=2, akkor 6.5. 4bra Telefonkdzpont
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n csiicsi gréf az allitas nyilvanvald. Tegyik fel, hogy az allitas barmely n—1
ssioki cstcsu gréfra igaz! Az n csucst Osszefliggd graf biztosan 1étez
csiics els6foku csucsat a hozza tartozo éllel elhagyva, a kapott n—1

cstcsu grafnak az indukcios feltevés szerint legaldbb n—2 éle
van, igy az n cstcstnak legalabb n—1 éle lesz, amint azt allitot-
tuk. Ezzel egy fontos megallapitast igazoltunk.

6.6. abra Minimalis élszam

4, udlds Egy tarsasdgban mindenkinek van
legalabb két ismerdse. Bizonyitsuk be, hogy van a tar-
sasagban néhany (legaldbb harom) ember, akik letiltet- :
het6k egy kor alaku asztal koré gy, hogy mindenki két
ismerdse kozott iiljon! '

Megoldas:

Legyen a tarsasdg egyik tagja A,. Tekintsiik az egyik ismer6sét,
6t jeloljik A,-vel. Az A,-nek A-t61 kiilonboz6 egyik ismerGsét
jeldlje A, és igy tovabb: A-nek A _;-tél kiilonbozd ismerdse le-
gyen A,,! (Ilyen biztosan van, hiszen minden ember rendelkezik
legalabb 2 ismerdssel.) Mivel a tarsasag véges sok emberbdl all,
ezért elobb-utdbb olyan emberhez ériink, aki mar szerepelt a fel-
soroldshan. Ha A, az els6 olyan, aki mar korabban szerepelt, azaz
ALAL A AL = A akkor Uljenek le az asztalhoz sorrendet
tartva a tarsasag A, A...-- A, A,,; = A.-val jel6lt tagjai!

A példat atfogalmazva grafokra, a kovetkezd eredményt kaptuk:

etal| Ha egy egyszer(i grafban minden cstics
i fokszama legalabb kettd, akkor a graf tartalmaz kort.

....................................................................................

.................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

A tétel alapjan vilagos, hogy ha egy egyszert, sszefiiggd graf nem tartalmaz kort, akkor van benne
els6foku csucs. Mindezek, valamint a fakat tartalmazo 6.9. abra alapjan megsejtheté egy nagyon
fontos allités.

.................................................................................................................................

......................................................................................................................................
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Bizonyitas:

A 3. példa megoldasaban leirt teljes in-
dukcids gondolatmenetet alkalmazhatjuk
most is, hiszen minden faban van els6foka
csucs!

Ha pontokat akarunk dsszekdotni a le-
hetd legkevesebb ¢l felhasznalasaval, akkor
fat kell megadnunk. Ha egy egyszerii graf
Osszefliggd és tartalmaz kort, akkor a kor
valamely élét elhagyva a graf még mindig
Osszefiiggd marad. Mivel a kapott grafra az
eljaras ismételhetd, de a grafnak véges sok
¢éle van, igy az eljaras elébb-utobb leall.
Ekkor egy fat kapunk. Ebbdl kovetkezik, |

M-

6.9. dbra Fagrafok

hogy minden egyszerti, 6sszefiiggd G graf-

nak van Un. feszit6 faja, azaz olyan fa részgrafja, amely G 6sszes
pontjat tartalmazza. Konny( latni, hogy egy Osszefiiggd grafnak
altalaban tobb feszitd faja is van.

Nehéz kérdésnek bizonyult, hogy » cstcsot hanyféleképpen
lehet fava 6sszekotni. (A cslcsokat pl. szamozassal megkiildn-
boztetjiik egymastol.) Cayley tétele szerint az n csucsu fak sza-
ma n".

A fagrafoknak igen nagy a gyakorlati jelentésége. Fagrafok
jelennek meg pl. genetikafeladatokban (6roklodés), dsszefiiggd
haldzatok tervezésében (kozmiivezetékek,
internet, chipek), szallitasi problémak so-
ran.

Végezetll a grafokkal kapcsolatos,
torténeti  szempontbol elsé probléma-
rol szélunk, melyet L. Euler oldott meg
1736-ban.

\ 6.10. abra Fak

6.11. dbra Feszit6 fa

# J.udlda A Konigsberg varosan atmend folyon
két sziget talalhato. A partok és a szigetek kozott abban
az idében, amikor Euler €lt, volt 7 hid, az abra szerint.
A véros lakdi azzal a kérdéssel fordultak hozza, hogy
létezik-e olyan séta, amely soran az 6sszes hidon pon-
tosan egyszer haladnak at.

Megoldas:

Euler észrevette, hogy a séta szempontjabdl a két part és a két
sziget egy-egy pontnak tekinthetdk, a hidak pedig a kozottik
futd éleknek. Masképpen fogalmazva: az azonos parton, illet-
ve azonos szigeten 1évo hidfék egyetlen pontta vonhatok 6sz-
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Kbmbinatonkasesigrafok

sze. A problémahoz tartozé graf lathato a 6.13. abran. A varoslakok problémaja a kovetkezéképpen
fogalmazhat6 at. Végig lehet-e jarni a graf éleit valamely cstcsbdl indulva Ggy, hogy minden élen
pontosan egyszer haladunk?

part 3 Tekintsik a cstcsok fokszamait! Ha egy

cstcs fokszama paratlan, akkor ott a séta

kezdd- vagy végpontjanak kell lennie, hi-

szen egy adott csucson val6 athaladaskor

. két élt ,,hasznalunk el” a cstcshoz tartozd

sziget TR 6 8 élek koziil. Ebbél kdvetkezik, hogy ha 1¢-

tezik megfelelé bejaras, akkor a grafban

vagy minden cslcs fokszama paros (zart

bejaras: a kezdo- és végpont kozos), vagy

part 3 pontosan két paratlan fokszamu cslcs van

6.13. dbra Az 5. példa grafija . (myilt bejaras: a kezd6- és végpont kiilon-

b6z6). A konigsbergi hidak problémajat

leird grafra ezek egyike sem érvényes, ezért a feltett kérdésre tagado valaszt kell adni. Mivel a gon-

dolatmenet altalanosan is alkalmazhatd, igy sziikséges feltételt nyertiink arra, hogy egy dsszefiiggd

grafban mikor létezhetnek a fent leirt tipust bejarasok. Euler emlékére ezek elnevezése: zart, illetve

nyilt Euler-séta. O egyébként igazolta, hogy a feltételek elegenddk, azaz teljesiilésiik esetén létezik
zart, illetve nyilt bejaras az 6sszefiiggd grafban.

1. Bizonyitsuk be az 1. példa utan szerepld tételt! (Hasznalhatjuk a példa megoldasaban leirt gon-
dolatmenetet.)

2. Igazoljuk, hogy barmely fagrafban van legalabb két els6foku cstics!

3. Adott 6t pont gy, hogy nincs kdzottik harom egy egyenesen. Négy egyenes szakaszbol allo
haldzattal szeretnénk 6sszekdtni Oket, a szakaszok keresztezodése megengedett.
Bizonyitsuk be, hogy 0sszesen 125 ilyen halozat készithetd! (A pontokat megkiilonboztetjiik
egymastol pl. szamozassal.)

4. Egy orszagban két vasuttarsasag van, amelyek egyiittesen barmely két telepiilés kozott 1étesi-
tettek legalabb egy jaratot. Igazoljuk, hogy az egyik tarsasag jaratainak megsziintetésével még
mindig eljuthatunk vastton az orszag egyik telepiilésérdl egy tetszéleges masikba!
Fogalmazzuk meg a feladat allitasat a grafok nyelvén!

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontd
Osszefliggd, egyszeril grafnak n éle van,
akkor pontosan egy kor van benne!

6. Anna és Béla a kovetkezd grafjatékot
jatssza n ponton: felvaltva hldznak be
éleket, és az veszit, aki kort zar be. Ki-
nek van nyerd stratégiaja?

7. Létezik-e nyilt vagy zart Euler-séta a
6.14. &bran &brazolt gréfok élein?

6.14. abra A 7. feladat gréafjai

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
Gréfok fejezet feladatai
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1L Valzian jalznsdeygalc

A Homo sapiens megjelenése utan az ,.értelmes ember” iddvel
homo ludenssz¢é (jatszo emberré) is valt. A jatékok kdzott mar az
okorban is fellelhetéek voltak az igynevezett szerencsejatékok.
Az 1.1. abran Nofertari egyiptomi kiralyné a szenet elnevezésii
tablas jatékot jatssza. Ebben a jatékban a dobokocka elédjei, a
dobodpalcak hataroztak meg a véletlen 1épéseket. Az 6sidok ota
népszerii szerencsejatékokban olyan jelenségek kapnak szere-
pet, melyekkel kapcsolatos torténéseket nem lehet el6re biztosan
meghatarozni (véletlen jelenségek). Ilyenek példaul a kockaja-
) tékok, a kartyajatékok, a rulett stb.
) ' A komoly jatékosok az eredményeikrdl feljegyzéseket készi-
tenek, és az igy kapott adatrendszereket vizsgéalatoknak vetik alé.
Nézzlink meg egy ilyen adatrendszert!
Egy piros és egy kék dobokockat dobtunk fel egyszerre tobbszor, és a kdvetkezé eredményeket
(kimeneteleket) kaptuk:
61 G6 1LY 22 (22 G655 @) 12 “GLYH 13 42
6,1) G4 65 22 (35 G5 14 B5H O 62 (B3 (31
46) 24 (53  (33).

A kapott adatrendszer a ko- Dobasok -
rabban mar megismert statiszti- ertéke gyakorisaga
kai modszerekkel vizsgalhato. piros kocka kék kocka

1.1. &bra Nofertari

Az egyes k_ogkz?lvgl Yalé doba- 1 4 6
sok gyakorisagi tablazata: 5 5 6
3 5 4
4 3 8
5 5 5
6 4 2
A statisztikai kdzepek és szordédasmértékek:
= Statisztikai jellemzék Piros kocka Kék kocka
; e | szamtani kdzép 3,46 3,04
modusz 2,36s5 16s2
L median 3 3
terjedelem 5 5
1.2. abra Piros és kék kockaval ‘ e 1,69 1,65

dobtunk

(A terjedelem a maximalis és a minimalis adat kilonbsége. A szdéras az atlagtol valo eltéresek
négyzetei atlaganak négyzetgyoke.)
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0sszegek:

7,11,2,4,4,8,3,3,5,4,6,7,9,

<

e —

LMW, 5

A kovetkezokben a két kockaval dobott szamok 0sszegét vizsgaljuk. Az el6z6 dobassorozatban az

11, 4, 8, 10, 5, 10, 8, 6, 4, 10, 6, 8, 6.

Errdl az adatsorrol is készitsiik el a fenti tablazatokat azzal a kiegészitéssel, hogy az egyes 0sszegek
(események) relativ gyakorisagat is kiszamoljuk. (A relativ gyakorisag a gyakoriség és a kisérletek
szdmanak hanyadosa.)

Esemény Gyakorisag

© 0 NOoO O Wi

ol
N P O

Relativ

gyakorisag

ONWEBAEANBENOODN B

modusz
median
terjedelem
sz0ras

0,0385
0,0769
0,1923
0,0769
0,1538
0,0769
0,1538
0,0385
0,1154
0,0769
0

Statisztikai jellemzék
szamtani kdzép

1inl

4 5 6 7 8

9 10 11 12

1.3. dbra Két kockaval dobott szamok

26 dobas utan

6,5
4
6
9

2,59

Osszegeinek gyakorisagai

26 dobés nyilvanvaléan nem ad tdl sok informéciét a problemardl, tobb kisérletre van sziikség. Az
alabbi tablazat tobb dobashdl allo kisérletsorozatok esetében adja meg az egyes események relativ
gyakorisagat. (A kisérleteket elvégzd program megtalalhat6 a konyvhoz tartozo digitalis anyagban.)

Esemény

© 0 NOoO Ol h Wi

ol
N P O

MatEm_Book.indb 159

100 dobas
utan
0,0300
0,0300
0.0700
0,1100
0,1400
0,1500
0,1900
0,1700
0,0600
0,0500
0,0000

500 dobés

utan
0,0240
0,0400
0,0840
0,1260
0,1500
0,1580
0,1560
0,1120
0,0660
0,0560
0,0260

Relativ gyakorisag
1000 dobas 10 000 dobas
utan utan
0,0350 0,0278
0,0500 0,0543
0,0700 0,0805
0,1140 0,1115
0,1450 0,1371
0,1790 0,1763
0,1480 0,1337
0,0960 0,1134
0,0800 0,0885
0,0560 0,0523
0,0270 0,0246

100 000 dobas

utan =
0,0282
0,0564
0,0833
0,1110
0,1399
0,1658
0,1373
0,1118
0,0823
0,0557
0,0285

159
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0,18
0,16
0,14 M =
0,12

0,1
0,08
0,06

=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0sszeg

relativ gyakorisag

1.4. dbra Két kockaval dobott szdmok dsszegeinek relativ ‘
gyakorisagai 100 000 dobas utan

1L palda Vizsgaljuk az eldzd tablazat utolsé oszlopaval leirt (100 000 dobas) ki-
sérletsorozatot! :
Adjuk meg annak a relativ gyakorisagat, hogy

a) a két kockaval dobott szamok 0sszege paros volt;

b) a két kockaval dobott szdmok 0sszege paros €s legalabb 5 volt;

c) a két kockaval dobott szamok dsszege paros vagy prim volt;

d) a két kockaval dobott szamok 6sszege legfeljebb 4 volt;

e) a két kockaval dobott szamok dsszege 14 volt;

f) a két kockaval dobott szdmok 6sszege legfeljebb 14 volt;

g) a két kockaval dobott szamok dsszege paros, de legfeljebb 4;

h) a két kockaval dobott szdmok 0sszege kisebb, mint 3 és nagyobb, mint 10;

1) a két kockaval dobott szamok dsszege kisebb, mint 3 vagy nagyobb, mint 10.

Megoldas:
a) 0,0282+0,0833+0,1399+0,1373+0,0823+0,0285 = 0,4955
b) 0,1399+0,1373+0,0823+0,0285 = 0,388

c) 0,0282+0,0833+0,1399+0,1373+0,0823+0,0285+0,0564 +0,1110+0,1658 + 0,0557 =
=0,8884

d) 0,0282+0,0564 +0,0833=0,1679
e)0

01

g) 0,0282+0,0833=0,1115

h) 0

i) 0,0282+0,0557 +0,0285=0,1124

Az utébbi tablazat oszlopainak vizsgélata azt sejteti, hogy a kisérletek szdméanak novelésével az ese-
mények relativ gyakorisaga egyre nagyobb esellyel egy, az eseményre jellemz6 szam ,,k9zelében
van”. Ez azt sugallja, hogy a véletlen jelenségek esetében is torvényszeriiségek érvényesiilnek, és
ezek a torvényszerliségek matematikai eszkdzokkel vizsgalhatok.

Erre a meggy6z6désre jutott a XVII. szazadban €16 de Méré lovag, aki szerencsejatékos volt,
kockadobéssal kapcsolatos kérdésevel Blaise Pascalhoz fordult.

Pascal foglalkozni kezdett a kérdéssel, sot levelezésbe kezdett rola Pierre de Fermat-val.
(Fermat-val mar megismerkedhettiink a 9. osztalyos tanulmanyaink soran.)
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Sokan a XVII. szdzadban felmeriilt kockadobasra vonatkozo
kérdéshez kapcsoljak a véletlen jelenségek tanulmanyozésara
is alkalmazhat6 matematikai tudomanyég, a valosziniiség-sza-
mitas létrejottét. A kdvetkezokben ennek a tudomanyéagnak az
alapjaival ismerkedlink meg.

Foglaljuk 6ssze, hogy a véletlen jelenségek vizsgalata koz-
ben eddig milyen fogalmakkal talalkoztunk!

A Vvéletlen jelenségek vizsgalatdhoz kisérleteket végzink
(sokszor, 1ényegében valtozatlan koriilmények kozott).

A kisérlet kimeneteleibdl halmazokat alkotunk, ezek az
események. Az eseményeknek gyakorisdguk és relativ gyako-
risaguk van. Azt is tapasztalhatjuk, hogy minél tdbbszor végez-
zik el a kisérletet, annal nagyobb az esélye annak, hogy az ese-
mények relativ gyakorisaga egy, az eseményre jellemzd szam
,kozelében van”. Ez a szam a [0;1] intervallum eleme. 2.1. dbra Blaise Pascal (1623-1662)

A feladat tehat adott. Olyan matematikat kell alkotni, amely leirja a fentiekben 6sszefoglalta-
kat. Mas szdval olyan matematikai modellt kell alkotni, amely jél irja le a véletlen jelenségekkel
kapcsolatos tapasztalatainkat. (4 zdardjelbe tett, délt betiis megjegyzések nem tartoznak a modellal-
kotashoz, csak utalnak a véletlen jelenségekhez valo kapcsolodasra.)

2.7, Az eseményei

Daiiniddd Legyen H egy nemires halmaz!

© (A4 kisérlet sordn a kimenetelek halmazadt vizsgdljuk.)

: A H halmaz neve: eseménytér.
Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevez-
zik' (pl. az 1.1. példa a) része).
Az O c H, ezért az @ esemény, a neve lehetetlen ese-
meény (pl. az 1.1. példa e) része).
A H c H, ezért a H esemény, a neve biztos esemény
(pl. az 1.1. példa f) része). ]
AH egyelemﬁ részhalmazai az elemi események. L 2.2. &bra Lehetetlen esemény

...................................................................................

A fenti definiciokbdl mar kdvetkezik, hogy a tovabblépéshez a 9. osztalyban tanult halmazelméleti
ismeretek sziikségesek. Az események kozotti miiveletek:

LAzt megadott definicid nem teljesen pontos, a felséoktatasban majd pontositjuk. Létezik olyan esemény-
tér, melynek nem minden részhalmaza esemény. Lasd késébb: geometriai valoszinliségi mezo.

161
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Dzfinicio Legyen H egy eseménytér, A és B tetsz6leges események a H-n!
¢ a) Események 6sszege: A+ B = AUB (ldsd: az 1.1. példa c) része).

..........

b) Események szorzata: A-B=AB vagy AB=ANB (ldsd: az 1.1. példa b) része).

c¢) Események kiilonbsége: A—B = A\B (lasd: az 1.1. példa g) része).
i d) Komplementer esemény: A=H — A (ldsd: az 1.1. példa d) része).
: e)Ha A-B =0, akkor A és B kizar6 események (ldsd: az 1.1. példa h) része).

...........................................................................................................................

..........

Tekintettel arra, hogy az el6z6 definiciokban kizardlag halmazelméleti fogalmakat hasznaltunk, — a

9. osztalyban tanultakra hivatkozva — bizonyithatok a kovetkez6 miiveleti tulajdonsagok:

.. iiiitinnsssssnsnnnsssssssnnssssssssssssmssssstssssmssRseEmnsRASRALLNNNRRARAAALRRnRRAARAANARARRRAAASnnnnRA Rt nn
~ Tétel Legyen H egy eseménytér, A, B és C tetsz6leges események a H-n!
i a) A+B=B+A (Az események Osszeaddsa kommutativ miivelet.)

i b) (A+B)+C=A+(B+C) (Az események dsszeadésa asszociativ miivelet.)
i ¢)A+A=A

d) A+ = A (A lehetetlen esemény egységelem az 6sszeadasra nézve.)

i ¢) A-B=B"A (Az esemeények szorzasa kommutativ miivelet.)

i H(A-B)-C=A(B C) (Az események szorzasa asszociativ miivelet.)

P AA=A

h) A - @ = & (A lehetetlen esemény zérdelem a szorzasra nézve.)

i )A-B+A-B=A

i j)A+B=(A-B)+(A-B)+(B-A)

k) A=A (Barmely esemény komplementerének komplementere 6nmaga.)

1) @=H (A lehetetlen esemény komplementere a biztos esemény.)

m) H=0 (A biztos esemény komplementere a lehetetlen esemény.)

A_+ - :_A‘E (de Morgan-azonossagok)

L

...........................................................................................................................

ményrendszernek nevezziik.

2.3. abra Biztos esemény

2.2. A valdsziniiséy

.........................................................................

..........

..........

Dafinield Legyen H egy eseménytér, A, A,,...,
¢ A olyan események a H-n, melyek paronként kizardak,
: 6 A+A +..+A =H! Az A A, A-t teljes ese-

..........

Most mar csak az eseményekre jellemzo, [0;1] intervallumba esé valds szam megadasa hianyzik.
Ennek pontos definiciojat Andrej Nyikolajevics Kolmogorov adta meg akkor, amikor megfogalmaz-

ta a Kolmogorov-axiémakat:
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w AV OTITEKS Legyen H egy eseménytér! Létezik
¢ az eseménytér eseményeinek halmazan értelmezett P :
i flggvény, amelyre teljeslilnek az alabbi tulajdonsa- :
: gok: 3
© I Barmely A eseményre 0< P(A)<1 ]
I. P(H)=1. (A biztos esemény valoszintisége 1.)
3 (Lasd az 1.1. példa f) része.) 3
: III. Ha A, A,,..., A, paronként kizaré események, akkor :

P(A+A +..+A)=P(A)+P(A)+..+P(A), :
ahol n egynél nagyobb pozitiv egész szam. (Ldsd az :
1.1. példa i) része.) E

..................................................................................

........ I~ 2.4 #bra Andrej Nyikolajevics
Dafinieio A P fliggvény neve: valosziniiség. E Kolmogorov (1903-1987)

..................................................................................

Nézziik meg ezen axiomak néhany kdvetkezményét!

................................................................................................................................

- Téte] Tétel: P()=0. (A lehetetlen esemény valosziniisége 0.) (Lasd az 1.1.
i példa e) része.)
Bizonyitas:
A h) miiveleti tulajdonsag szerint @-H =,
A d) miveleti tulajdonsagbol kovetkezéen @+ H =H.
A II. axidbma alapjan: P(H+9)=P(H)+P((Q).
A1I. axioma szerint: P(H)=1+P(Q),
1=1+P(9),
0=P(Q).
Legyen H egy esemenytér, A és B tetszéleges események a H-n. Ekkor
P(A)—P(A~B). ;

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

A miiveletek definicidi miatt: (A-B)-(A-B)=0@.

AII. axiéma szerint: P(A-B+A-B)=P(A-

Az i) milveleti tulajdonsag miatt: ~ P(A)=P(A-B)+P(A
P(A)-P(A-B)=P(A-

...............................................................................

E Legyen H egy eseménytér, A és :
i B tetszOleges események a H-n. Ekkor P(A+B)=

=P(A)+P(B)-P(A-B). (Két esemény Gsszegére vo-
natkozo szitaformula.) ]

....................................................................................

Bizonyitas:
A miveletek definicidibol kovetkezéen A—B,A-B és B—A , X )

. . . . 2.5. abra Talalkoztunk mar a
paronként kizar6é események. szitaformulaval?
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A TII. axidma szerint:
P((A-B)+(A-B)+(B—A))=P(A-B)+P(A-B)+P(B-A).
A j) miveleti tulajdonsag alapjan:
P(A+B)=P(A-B)+P(A-B)+P(B-A).
Alkalmazva az el6z6 tételt: P(A+B)=P(A)-P(A-B)+P(A-B)+P(B)-P(A-B),
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B).
Nézziik meg, hogy harom esemény 6sszegének valosziniiségérdl tudunk-e valamit mondani!
Alkalmazzuk az asszociativitast, a disztributivitast és a két esemény 6sszegére vonatkozo szitafor-

l4t!
n;?/i+5+c)= P((A+B)+C)=P(A+B)+P(C)-P((A+B)C)=P(A)+P(B)-P(AB)+

+P(C)-P(AC+BC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+ P((AC)(BC))z
=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC).
Bebizonyitottuk a kovetkezo tételt:

................................................................................................................................
.

~ Teétel Harom esemény Gsszegére vonatkozé szitaformula: legyen H egy ese- :
i menytér, A, B és C tetsz6leges események a H-n! :
i Ekkor P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC).

kS
.....................................................................................................................................

................................................................................................................................
.

S
.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
A d) definiciobol kovetkezéen: A-A= és A+ A=H.

A III. axidma szerint: P(A+Z) =P(A)+ P(Z),
P(H)=P(A)+P(A).

AL axiémabol kovetkezden: 1= P (A)+P (Z),

1—P(A)=P(A).

2.6. abra Tobb esemény 6sszegére
vonatkoz6 szitaformula?

................................................................................................................................
.

Ha A,A,,.., A teljes eseményrendszer H eseménytéren, akkor
P(A)+P(A)+..+P(A)=1

S
.....................................................................................................................................
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Bizonyitas:
A teljes eseményrendszer definicidja a Il. és a I1I. axidma szerint:
1=P(H)=P(A+A+..+A)=P(A)+P(A)+..+P(A).

A most bizonyitott tételekbdl is latszik, hogy a néhany egyszer(i axidmaval megadott valoszi-
niiség tobb esetben olyan viselkedést mutat, mint amit az eseményre jellemzé szamrdl gondolunk.
A késbébbiekben erre a kapcsolatra még visszatériink.

Nézziink most egy specidlis eseményteret!

2.3. A idasszilus valésziniiségi mezd

.................................................................................................................................

Dgfinielo Ha a H eseménytér nemiires véges halmaz, és minden elemi eseményének
¢ valoszinlisége egyenld, akkor ezt az eseményteret az eseményeivel és a koztiik értelmezett :
: miveletekkel (6sszeadas, szorzas, kivonas, komplementer) egyiitt klasszikus valosziniisé- :
: gi mezének nevezzik. :

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

" o Tétel Ha a H klasszikus valoszinfiségi mezd eseménytere, tovabbd :
: |H|=n, ahol n pozitiv egész szam, elemi eseményei: E,E,,...E, akkor :
: 1
P(E,)=P(E,)=...= P(En)=;.
Bizonyitas:
E,.E,,.....E, paronként kizaré események, és E, +E, +...+E, =H.
ATIL axiéma szerint: P(E,+E,+...+E,)=P(E)+P(E,)+..+P(E,).
A definicié szerint: P(H)=nP(E,).
A 1. axiomabol kovetkezden: 1=nP(E,),
1
P(E)=P(E,)=...= P(En)=;.
; _ Tétel Ha a H klasszikus valdsziniiségi mez6 eseménytere, tovabba |H | =n,
i ahol » pozitiv egész szam, az A eseményre pedig igaz, hogy |A| =k, ahol k pozitiv egész

szém, akkor P(A)= K
: n

......................................................................................................................................

Bizonyitas:
Legyenek az A elemi eseményei: A, A,,...., A ! EKKor igaz, hogy A,A,,...., A paronként kizar6
események, és

A+A+. . +A =A

A III. axiéma szerint:

P(A+A+..+A)=P(A)+P(A)+...+P(A).
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(2:6)e AXB <= ac Anbe B 1 1 1
: Az el8z6 tétel kovetkeztében: P(A)=—+=+..4—,
' non n

p(A)=K,

n

(avagy a kedvezd elemi események szamat osztjuk az Gsszes
elemi események szamaval).

Vizsgaljuk meg most a klasszikus valosziniiségi mezé modell-
jének segitségével a bevezetd problémat (két kockaval dobott
o szamok Osszege)!

2.7.abra Direktszorzat | A kimenetelek felsorolasa azt sugallja, hogy az eseménytér
legyen az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmaz elemeibdl képezhetd rendezett elemparok halmaza (a halmaz
Onmagéval vett direkt szorzata). Ennek szamossaga: n =36. (Feltételeztik, hogy a két kockaval
vald dobaskor minden szampar dobasanak valoszinlisége egyenld.) Foglaljuk tablazatba az egyes
eseményekhez tartozo6 elemi eseményeket, azok szamat (k) és a valdsziniiségiiket!

) Valésziniiség
Esemén Elemi események Sl esaine k
U y nyek szama (k) o
1
2 (1;1) 1 3¢~ 00278
2 1
3 (1:2), (2;1) 2 £—5z0,0556
3 1
g (1:3), (2:2), 3;4) 3 B 1" 0,0833
4 1
S (1;4), (2;3), 3;2), (4;1) 4 B9 0,1111
5
6 (1:5), (2;4), (3;:3), (4:2), (5:1) 5 % 0,1389
6 1
7 (136), (2:5), (3:4), (4:3), (5:2), (6:1) 6 3"~ 01667
5
8 (2:6), (3:5), (4:4), (5:3), (6:2) 5 6 0,1389
4 1
9 (3:6), (4:5), (5:4), (6:3) 4 B9 0,1111
3 1
10 (4:6), (5;5), (6:4) 3 3 "15 " 0083
2 1
11 (5:6), (6;5) 2 3 15~ 0,056
1
12 (6;6) 1 5 = 0.0278
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Vessiik Ossze a valoszintiségeket tartalmazo oszlopot a relativ gyakorisagokat tartalmazo tablazat
oszlopaival (lasd: 1.4. abra)! Lathato, hogy (legalabbis ebben az esetben) a valdsziniiség tekinthetd
a — mar sokszor emlegetett — eseményre jellemz6 szamnak, azaz a probléma klasszikus valoszinii-
ségi modellel vald vizsgélata jol irja le a véletlen jelenséget. Emiatt szoktuk azt is mondani, hogy az
esemény Valészinﬁsége megadja az esemény bekévetkezésének ese’lyét a kisérlet sora’m

lyek vizsgalataval a kombinatorika foglalkozik. (Természetes tehat, hogy az ilyen jellegii problemak
megoldasahoz sziikség van kombinatorikai ismeretekre. Lasd a Kombinatorika cimii fejezetet!)

2, udlda Egy 17 f6s informatikus tanulocsoport, melyben 3 lany van, részt vesz |
egy Forma-1 road show-n. A nézétéren egy sorban, véletlenszeriien foglalnak helyet. Meny-
nyi annak val6szintisége, hogy ’
a) a harom lany egymas mellett foglal helyet;

b) két lany nem il egymas mellett;

c) van legalabb két olyan lany, akik egymas mellett iilnek;

d) a lanyok k6zéprdl nézik a bemutatot?

Megoldas:
Feltételezziik, hogy az egyenld valoszinliségli elemi események a csoport dsszes lehetséges sorrend-
jei, ezeknek szdma 17! (17 elem ismétlés nélkili permutécidinak szama).

a) Tekintsiik elészor a 3 lanyt egyetlen
elemnek, ekkor 15 kiilonb6z6 elem Gsszes
lehetséges sorrendjét kell meghatéarozni,
ami 15!. Minden ilyen sorrendben a l&-
nyok még 3! = 6-féle sorrendben foglal-
hatnak helyet, igy a kedvez6 esetek szama:

15! - 3!. Ebbdl kovetkezden a keresett va-
16szintiség: \ 2.8. &bra Gyerekek a road show-n

131
P, _15 31 3.2 3 3 ~0,0221.
17! 17 16 17 8 136

b) A fiuk 14!-féle sorrendben iilhetnek. Barmelyik sorrendben a lanyok 15 hely koziil valaszthat-
15
nak, minden helyre egy lany (lhet, igy a lanyok helyeit 3 -féle modon vélaszthatjuk ki (15 elem

3-adosztalyl ismétlés nélkiili kombinacidinak szama), és ezeken a helyeken a lanyok 3!-féle sor-
rendben foglalhatnak helyet, ebbdl kovetkezoen a kedvezd esetek szama:

15 1.151
14!-( )-3!:14' 15 31-141.15.14 .13

3 31.12!
A keresett valosziniiség:
14!-15-14-13 15-14-13 _14-13 _ 91

B, = = 0,6691.
17! 7171615 17-16 136
c) Ez az esemény a b) pontban vizsgalt esemény komplementere, igy a keresett valdszinliség:
P.=1-PR =l—£=£~0 3309.
136 136
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d) A lanyok kozépen 3!-féle sorrendben iilhetnek le, mig barhogy is iilnek a lanyok, a fiuk 14!-féle

moédon foglalhatjak el helyeiket. Igy a keresett valosziniiség:

1.141 .
p M 32 1 1 000
17! 1716115 17-8:5 680

S3.pdldn Az el6zo példaban szerepld tanulocsoport tagjai kozott kisorsolnak egy
BMX kerékpart, egy személyi szamitogépet, egy mobiltelefont, egy hajszaritot és egy base-
ballsapkat. Minden tanul6 legfeljebb egy ajandékot kaphat. Mennyi annak a valosziniisége,
hogy 5
a) lesz olyan lany, aki kap ajandékot;

b) a névsor elején levo 6t tanuld kapja az ajandékokat;

¢) minden lany kap ajandékot?

Megoldas:

Feltételezziik, hogy egyenld valdszini-

ségli elemi események az ot targy ki-

osztasanak lehetdségei, ezeknek szama:
]

%:17-16-15-14-13:742560 (17 elem

5-6dosztalyd ismétlés nélkali variacioi-

nak szama).

2.9. 4bra A sorsolés | a)Konnyebb 0sszeszamolni a komplemen-
ter esemény elemi eseményeinek szamat,

azaz, hogy egyetlen lany sem kap ajandékot. Ez azt jelenti, hogy az ajandékokat csak a filk kdzott

I .
osztjak el, ezt lgil =14.13-12-11-10 = 240240-féleképpen tehetik meg. Igy a keresett valoszinii-

SéQ:
ﬁ
p o1 _, 240240, 11_23 o765
1707742560 © 34 34
12!

b) A névsor elején levd 5 tanuld 5!-féle moédon kaphatja az ajandékokat, igy a keresett valoszintiség:

S 10 1o
17! 742560 6188
12!
c) Az els6 lany 5-féle ajandékot kaphat, barmit kapott az elsd, a masodik lany 4-féle ajandékot
kaphat, és barmit kapott az elsé kettd, a harmadik lany 3-féle ajandékot kaphat. Most mar csak a
maradék két ajandék kiosztasa a feladat, ezek 14-13-féle mddon oszthatok ki a fiuk kozott. Ebbol

kovetkezden a keresett valoszintiség:

PC:5.4.3.14.13: 10920 _ 1 _ 0147,
! 742560 68

12!
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4, udlda A 2. példaban szerepld tanulocsoport tagjai kozott kisorsolnak 6t, azonos
id6tartamra szOol6 martélyi taborozast. Minden tanuld legfeljebb egy taborozast nyerhet.
Mennyi annak a valdsziniisége, hogy
a) lesz olyan lany, aki taborozast nyer;

b) a névsor elején levd 6t tanuld nyeri el a taborozasokat;
¢) minden lany taborozni fog?

Megoldas:
Feltételezziik, hogy egyenld valoszinliségli elemi események az 6t tdborozas kiosztdsdnak lehetdsé-

gei, ezeknek szama:
17
( ): 6188.
5

a) Ismét a komplementer modszerrel szamolunk, a keresett va-

16szinliség:
14
P, =1- > :1—E:§z0,6765. =
17 34 34
5 L 210. abra Martély
b) A kedvezo esetek szama 1, a keresett valoszintiség
P = 1 ! = 0,0002.

b~ 17\ 6188
5

c) A kedvez6 esetek szama annyi, ahanyféleképpen a fiuk kozott ki tudjuk osztani a maradék két
14
taborozast, azaz: [2 Jz 91. A keresett valosziniiség:

=9 _ 100147,
6188 68

A figyelmes szemlélo észreveheti, hogy bar az utdbbi két példa kiilonbozik egymastol, az eredmé-
nyek mégis ugyanazok. Az egyezés okanak meggondolasat az olvasora bizzuk.

\i SAPEIL ) Ot piros, hat fehér és hét zold gydngybdl véletlenszeriien gydngysort fii-
ziink. A gyéngyok legfeljebb csak sziniikben kiilénbéznek egymastol. Mennyi annak a va-

16szintisége, hogy ;

a) legalabb két zold gyongy lesz egymas mellett;

b) el6szor az Gsszes pirosat, aztan az osszes fehéret, végiil a zold gyongydket flizziik fel;

c) az els6 €s az utolso gyongy fehér lesz?

Megoldas:
Az 0sszes eset szama:

————— =14702688 (ismétléses permutacio).
51.6!.71
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e&g a) A komplementer modszert alkalmazzuk. Ha nincs két zold

gyongy egymas mellett, akkor a piros és a fehér gyéngyok [;1}

(1) o -féle sorrendben kovethetik egymast. Barmelyik sorrendben a
’ (1) z6ld gyongyoket 12 hely valamelyikére tehetjik, s minden hely-
(2) - O )9 re legfeljebb egy zdld gydngy kerilhet, igy e gyongyok helyeit
12 .
e; -féle modon valaszthatjuk ki. Igy a keresett valoszintiség:
RO 5 o ! 11) (12
(6 5 |7 11 431
P =1- =1-—=—""=0,9751.
2.11. bra A zold golydkat ezekre 18! 442 442
a helyekre tehetjlik 51.61.71
b) A kedvezd esetek szama: 1, igy a keresett valosziniiség:
1 1
P = = ~7-10"
° 18! 14702688
51.6!-7!

I
¢) A maradék 6t piros, négy fehér és hét zold gyongyot 16! = 1441440-féle médon lehet sorba-

51417
rakni, igy a keresett valosziniiség:
16!
1.41.71
p— St-4t-71 1441440 22:0,0980.
18! 14702688 51
51.6!.7!

3, 0alda A tizes szamrendszerben Gtjegyt, pozitiv egész szamok koziil véletlen-
szerien valasztunk egyet. Mennyi annak a val6szinlisége, hogy a valasztott :
i a) szam jegyei kiilonbdzéek;
i b) szamnak nincs 5-nél nagyobb szamjegye;
¢) szam palindrom szam? (Oda-vissza olvasva ugyanazt a szamot kapjuk.)

Megoldas:
A tizes szamrendszerben tjegyl, pozitiv egész szamok szama:
9-10* (ismétléses variacio).

a) Azoknak a tizes szamrendszerben Otjegyll, pozitiv egész
szamoknak a szadma, melyeknek jegyei kiilonbozoek:
9.9.8-7-6 =27216. igy a valosziniiség:
) = 2721? = 189 =0,3024.
9-10° 625
b) Azoknak a tizes szamrendszerben 6tjegy(, pozitiv egész sza-
moknak a szama, melyeknek nincs 6tnél nagyobb szamjegye:

2.12. abra ,Evak eledele: kavé.” ‘ 5-6" = 6480. A valosziniiség:
(palindrom) @t
R="0_9 oo
9.10" 125
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¢) A palindrom, tizes szimrendszerben 6tjegyti, pozitiv egész szamoknak a szdma: 9-10°. A valo-
szinliség:

P=—""=—=0,0L
00

1. Mennyi annak a valdszintisége, hogy az 6tos lottd (geno-
vai lottd) htizdsakor olyan szamotost hiiznak, melyek kozott
lesz legalabb két olyan szam, amelyeknek kiilonbsége 1?

2. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy véletlenszeriien
kitoltott totdszelvényhasabon
a) 13+1 talalatot ériink el;
b) 13 talalatot ériink el;
¢) 12 talalatot ériink el? 2.13. bra Lottd

3. Egy dobozban 6t darab egyforma goly6 van 1-t61 5-ig szamozva. A golydkat egymas utan vélet-
lenszertien kihtizzuk a dobozbdl. Mennyi annak a Valoszmusege hogy egyik golyot sem huzzuk
annyiadikra, amilyen sz&m van rajta? -

4. Egy 32 lapos magyar kartya csomag-
bol véletlenszerlien kihtizunk 5 lapot.
Mennyi annak a val6szinlisége, hogy a
kihazott lapok kdzott

f b I ¥ 9
a) pontosan két piros lesz; 3%3' T?a
b) legalabb két piros lesz; ﬁ,-:ﬁ ge 1
¢) pontosan két asz lesz; T ‘TE"" )
d) legaldbb két sz lesz; LS LS
e) pontosan két piros és két sz lesz? 2 | £ ﬁ
5. Egy szabalyos dobdkockaval hatszor e a3 =
dobunk egymas utan. Mennyi annak a $E E i
valdsziniisége, hogy valamelyik harom 'i;? ?@
egymas utani dobas eredménye 1, 2 és /[y LAY

3 lesz? I 2.14. dbra Magyar kartya

6. Egy kilféldre utaz6 csoportban harom 9. osztalyos, harom 10. osztalyos és harom 11. osztalyos
didk van. Véletlenszertien, egyesével fognak felszallni a vonatra. Mennyi annak a valdszintisé-
ge, hogy harom azonos évfolyamra jaré nem fog felszallni egymas utan?

7. Hany szabalyos dobokocka egyiittes feldobasa esetén legnagyobb annak a valosziniisége, hogy
egy hatos lesz a dobott szamok kdzott?

8. Egy szabalyos dobdkockat dobalunk egymas utan. Mennyi annak a valoszintisége, hogy
a) elsére hatost dobunk;
b) harmadikra dobunk eldszor hatost;
¢) n-edikre dobunk eldszor hatost?

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
448.,457.,464., 470., és 473. feladatok
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Dafini<io Ha a H eseménytér mérhetd (példaul van hossza, teriilete vagy térfogata),
T az eseményei mérhetdk’, és valosziniiségiik egyenesen aranyos a mértékiikkel, akkor ezt az
eseményteret az eseményeivel és a koztiik értelmezett miiveletekkel (0sszeadds, szorzas,
i kivonas, komplementer) egyiitt geometriai valosziniiségi mezének nevezzik.

.....................................................................................................................................

B
~ Tete] Ha a H geometriai valoszintiségi mez6 eseménytere, a rajta értelmezett
i mérték (példaul hossz, teriilet vagy térfogat) |, akkor barmely A eseményre igaz, hogy ]
: A
p(a)= LA
u(H)
Bizonyitas:
o H(A) _ P(A) . , y -
A definicié szerint = (egyenes aranyossag). A II. Kolmogorov-axioma szerint:
u(H) P(H)
) 1(A)
P(H)=1 igy P(A)=——=.
u(H)

\Y'a/ 1. udlds A 3.1. abran lathato 10 egységnyi oldalu céltablara véletlenszeriien érkez-
nek (pontszeri) 16vések. A korok sugarai 1, 2, 3,4 és 5. Ha a legnagyobb sugart koron kiviil
esik a talalat, akkor 0 pontot ér. Mennyi a valdszinlisége az egyes talalatoknak? '

Megoldas:

A problémat a geometriai valoszinliségi mezé modelljével
oldjuk meg, a mérték legyen a teriilet! Ebbol kovetkezden
p(H)=10* =100 (a négyzet teriilete). Jeldlje P, azt az ese-
ményt, hogy i pontot ér a talalat!

Ekkor a megfeleld korlap, illetve korgytirt teriiletének és a négy-
zet teriiletének hanyadosa adja a keresett valdszintiségeket:

P(Pl): 257 —167 =9—ﬂz0,2827;
100 100
167 -97 Trn
31 4braAcéltibla | P(PR,)= oo 100~ 219

97 -4  5rx
P e —
(7:) 100 100

Az eseménytér Osszes részhalmaza nem esemény! (Lasd az eseménytér definiciohoz kapcsolt 1dbjegyzetet!)

=0,1571,
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P(P,) _AT=m 3T 40 0942:
100 100

P(Ps)=%z0,0324;

n+3n+5r+7r+97 100-25x

P(P)=1-
(Fo) 100 100

—1-2 ~0,2146.
4

Az eléz6 példaban szerepld események valdszintiségei a 7 fliggvényei. Ha igaz az a sejtésuink, hogy
a kisérletek szamat novelve a vizsgalt esemény relativ gyakorisaga egyre nagyobb eséllyel a valo-
sziniiség ,.k6zelében van”, akkor kisérleti uton jo kozelitést kaphatunk a x értékére (Monte Carlo-
madszer). (A tankdnyvhoz tartozo digitalis anyagban egy animacio ezt mutatja be.)

Korabban lattuk, hogy a lehetetlen esemény valoszintisége 0. Most észrevehetjiik, hogy nem
csak a lehetetlen esemény valosziniisége lehet 0, hiszen példaul a geometriai valdszintiségi mezdben
minden elemi esemény valosziniisége 0, hiszen a mértékiik is az.

. :
\/ ZAPEIUH Egy egységnyi hosszi szakaszon véletlenszerien valasztunk két —a vég-

pontoktol kiilonbdzé — pontot. Ezek az adott szakaszt harom szakaszra bontjdk. Mennyi :
annak a valosziniisége, hogy az igy keletkezett részekbdl mint oldalakbol hiromszog szer-
keszthet6? '

Megoldas: A x C y-x Dy_yB
Legyen az egységnyi szakasz az AB, a két osztépont C és D!
Legyen tovabba AC =x és AD =y! Feltételezhetjik, hogy
X <'y. Minden ilyen felosztasnak kdlcsondsen egyértelmii mo-
don megfeleltethetd tehat egy P(x;y) pont, melynek koordina- 4 8
tairaigaz, hogy 0 < x <y <1. Ezek a pontok a 3.3. &bran lathatd
OABa lap pontjai. Ebbdl kiindulva a problémat a geometriai
valdszintiségi mezé modelljével oldjuk meg, a mérték legyen a

3.2. &bra A harom részre
bontott szakasz

teriilet! Ebbél kovetkezden p(H) =% (az OAB.4 teriilete). e

Ahhoz, hogy a felosztassal keletkezett szakaszokbol haromszdg
legyen szerkeszthetd, teljesiilnie kell a hdromszdg-egyenlétlen-
ségnek, azaz barmely két szakasz 0sszegének nagyobbnak kell
lennie a harmadikndl, azaz

>

o2 1

L 3.3 abra Az eseménytér

1-y<x+y-X X<y-Xx+l-y y—X<X+1l-y Yy x=05 4 .05

1<2 2x <1 2y < 2x+1 114 £ B

Yool @ €)
1 <y X < 1 y < x+l
2 2 2 D .
L C -
E harom feltételnek a 3.4. dbran lathatdé CDEa pontjai tesznek A=
02
eleget, ennek teriilete l, igy a keresett valoszinliség:
8 0 0,2 [ 1 )7

o
Il
NP0
Il
N

3.4. abra A kedvez6 elemi
események halmaza
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BAPEIUH Egy szobaban hajépadld van. (Azonos, d szélességii deszkak vannak egy-
mas mellé hézag nélkiil lefektetve.) Erre a padlora véletlenszertien leejtiink egy | hosszlisa-
gu tiit. Mennyi annak a valoszinlisége, hogy a leejtett tii metsz legalabb egyet a két deszkat
elvalasztd egyenesek kozil? (Buffon-féle tiiprobléma) :

Megoldas:

5 Adottak a sikon parhuzamos egyenesek egymastdl d tavolsagra.
A leejtett tii helyzetét két adat hatarozza meg.

Az egyik, hogy F felezépontja milyen tavol van a téle minimalis
tavolsagra levé b parhuzamostél. Legyen ez t(= FC)! Nyilvan-

valg, hogy 0<t< %

A mésik meghatérozo6 adat az az a szog, amit a tii bezar a fe-
lezépontjan atmend, a parhuzamosokra merdleges egyenessel.

T T
Legyen ——<a <—!
)% 2 >

Ebbdl kovetkezden a tii minden helyzetének kolcsondsen egyér-
telmii modon megfeleltethetd egy P(a;t), melynek koordina-

3:5. abra A lecjtett tf helyzetét téira teljestilnek a fenti feltételek. Ezek a P pontok az (a,t) sik
meghatéaroz6 adatok

A

ABCD téglalapjanak pontjai, melynek teriilete: u(H)= 7”
t
A3.5. dbran FT = lZCOSa. Metszés akkor van, ha t < IECOSa.
A D
Ennek a feltételnek megfelelé pontok az ABCD téglalap azon
- I
1 pontjai, melyek t = ECOS(X gorbe ,,alatt” vannak. Ebbdl kovet-
kezden két eset lehetséges:
B G d
0. 1 o a)Ha O<|Sz,akk0r
36.abraHao<1<d 2
2 j —cosada
=2 I 2l
p=—2__ — " IsinZsin[-Z ||=2
Ya di d7T 2 2 d T
2
a - 2 = (Lasd az Analizis cimi fejezet Integralszamitas cim alfejezetét.)
1 b) Ha %< I, akkor bonyolultabb a probléma. Az E és F pontok
altal meghatarozott intervallumon kell integrélni, ennek megke-
B . C resése nem konnyti feladat. Ez az oka annak, hogy a Buffon-féle
1 X

d (s
tliproblémat altalaban csak a 0 <1 < 5 esetben szokas targyal-
3.7. 4bra Ha %<I ]
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1. Egy egységnyi hosszl szakaszon véletlenszeriien valasztunk
két — a végpontoktol kiilonbdzé — pontot. Ezek a szakaszt
harom szakaszra bontjak. Mennyi annak a valosziniisége,
hogy az igy keletkezett részekbdl mint oldalakbol egyenld
szart haromszog szerkeszthet6?

2. Jancsi és Juliska megbeszélik, hogy egy adott napon 12 és
13 6ra kozott, véletlenszertien valasztott idépontban kimen-
nek a Dugonics téren levd szokdkuthoz, és 10 percet ott tol- e
tenek. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy ott taldlkoz- | 3.8. abra Dugonics tér, Szeged
nak?

3. Egy hazaspar mindennap véletlenszertien fél hét és fél nyolc kozott keresi fel a flirddszobat.
Mindketten szeretnek reggel egyediil késziilddni, és ezt kdlcsondsen tiszteletben tartjak. Az asz-
szony 20 percet tolt el egy alkalommal szépitkezéssel a fiirdészobaban. Mekkora valosziniiség-
gel mehet be a férj a fiirdészobaba?

4. Adott egy egységnyi ¢l kocka és annak egy csticsa. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a
kocka egy véletlenszeriien valasztott belsé pontja legfeljebb 0,4 egységnyi tavolsagra van a
kocka adott csticsatol?

5. Az a|x| +b =0 egyenletben szerepld a és b egyiitthatokat véletlenszertien valasztjuk a [-2;2]
intervallumbol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy az egyenletnek van valds megoldasa?

6. Az x>+ px+q=0 egyenletben szerepld p €s q egyiitthatokat véletlenszeriien valasztjuk a
[—2;2] intervallumbol. Mennyi annak a valosziniisége, hogy az egyenletnek van valos megol-
dasa?

7. Pista megporget egy foldgombot, majd véletlenszertien ra-
bok annak egy pontjara. Mennyi annak a valosziniisége,
hogy Magyarorszagra mutat?

8. Egy O kdzéppontlu korvonal egy adott pontja A. E kdrvo-
nal altal meghatarozott korlapon véletlenszertien valasztunk A
egy B(# A) pontot. Mennyi annak a valdszintisége, hogy az
AOBa
a) hegyesszogii;
b) derékszogi;

¢) tompaszdgi? -
| 3.9.4abra Abraa 8. feladathoz

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Kényvkiado.:
474., 476., 477., 478., és 482. feladatok
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1L palela Legyen A az az esemény, hogy két kockaval dobott szamok 6sszege leg-
© feljebb 8, B pedig az az esemény, hogy ez az dsszeg legalabb 5! Adjuk meg a kovetkezd-

ket:
P(AB
a) P(AB); b) P(B); c) ;(B;!
Megoldas:

a) AB az az esemény, hogy két kockaval dobott szamok 6sszege 5, 6, 7 vagy 8. Tekintettel arra, hogy
ezek az események paronként kizarjak egymast,
4+5+6+5 20 5

P(AB) = % "® 9 (Lasd a 2.3. lecke tablazatat!)

b) B az az esemény, hogy két kockaval dobott szamok 6sszege 5,
6,7,8,9, 10, 11 vagy 12. Tekintettel arra, hogy ezek az esemé-

e - nyek paronkeént kizarjak egymast,
- ® e/ 4+5+6+5+4+3+2+1 30 5
WV I P(B)= ===z
. . 36 36 6
» .
0 P(AB)_§_§_3
4.1. abra A dobott szamok dsszege P(B) 5 9 3
most 7 6

ZAPEIGH Legyen A az az esemény, hogy a 3.1. példaban szerepld céltablara vé-
. letlenszertien 16ve legfeljebb 4 pontot ériink el, B pedig az az esemény, hogy legalabb 2 :
i pontunk lesz! Adjuk meg a kovetkezdket: ’

a) P(AB); b) P(B); c)

a) AB az az esemény, hogy a céltablara 16ve a pontjaink szama
2, 3 vagy 4. Tekintettel arra, hogy ezek az események paronként
kizarjak egymast,
(7+5+3)7 _157 _3n

100 100 20°
b) B az az esemény, hogy a céltablara 16ve a pontjaink szama 2,
3, 4 vagy 5. Tekintettel arra, hogy ezek az események paronként
4.2 abralovésatablara | Kizarjak egymast,

P(AB)=

2012.07.05. 12:03:34



(7+5+3+1)7 16z 4n

_ . R
P(AB)= 100 100~ 25" (Lasd a 3.1. példat!)
3r
5 P(AB) 20 325 15
P(B) 4r 4.20 16
25
Kérdés: P(AB)

Az utdbbi két példaban mit adott meg a c¢) pontokban kiszamolt p(8) hanyados?

Az A esemény bekovetkezésének esélyét adja meg, feltéve, hogy a B esemény bekdvetkezik.

Indokolt tehat a kovetkez6 definicid:

Dzafiniio Legyen H egy eseménytér, B pedig egy olyan eseménye, melyre igaz,
 hogy P(B)= 0! Barmely A esemény B feltétel melletti feltételes valosziniisége:
: P(AB)
P(B)

......................................................................................................................................

P(A[B)=

3, pdlda Adam, Beata és Zille egy repiildgéppel érkeznek. Adam 3, Bedta 4, Zille 5 '
csomagot adott fel. Most sorban allnak a csomagokért. Tekintsiik a kdvetkez6 eseményeket!
A,: Elsének Adam csomagja érkezik meg a futészalagon.
A,: Mésodiknak Beéta csomagja érkezik meg a futdszalagon.
A;: Harmadiknak Zille csomagja érkezik meg a futdszalagon.
Adjuk meg a kdvetkez6 valoszintiségeket!

a) P(A); b) P(A,|A); ¢) P(A|AA,); d) P(AAA)!

Adjuk meg szavakkal a b), ¢) és d) valoszintiségekben szereplé eseményeket!

Megoldas:
3

) P(A)=

koziil csak 3 Adamé.)
b) Masodiknak Beata csomagja érkezik, feltéve, hogy elsének

Adamé jott.

= l (Barmelyik csomag johet elsdre, de ezek

3.4

_P(AA) _1211_4

P(AZ|A1)_W_T_1_1'
4

c) Harmadiknak Zille csomagja érkezik, feltéve, hogy elészor
Adamé és masodszor Beata csomagja jott meg.

[ 4.3. abraJonnek a csomagok

3:4.5

P 11 1

P(AJAA)- FE'(‘\AAZAZA;) 12 111 10 -1
11
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d) Elsének Adamé, masodiknak Beataé és harmadiknak Zille csomagja érkezett meg.
3-4.5 1

PIARA)= DT 2

A problémat szemléltethetjiik a kovetkezo graffal:

4.4, dbra A probléma gréfja |

Az abran néhany valosziniiséget feltiintettiink. Betlijellel jeldltiik az a), b) és ¢) feladatok megolda-
sait, mig a d) feladat megoldasat a piros szinnel jelolt élek mutatjak.
Tanulmanyozzuk a kapott eredményeket!

P(AIA)-P(A|AA) =7 175 =55 = P(AAA).

Ez alapjan megsejthetd a kovetkezd tétel:

~ Tétel Legyen H egy eseménytér, A, A,,..., A, olyan eseményei, melyekre
P(A)#0,P(A)#0,.,P(A)#0, (n>2, egészszam).
: Ekkor P(A A, A)=P(A)-P(A|A)P(AIA-A) .. P(AIA-A-.-A)

i (valésziniiségek szorzasi szabalya).

.....................................................................................................................................
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Bizonyitas:
Az éllitast teljes indukcidval bizonyitjuk.
Ha n = 2, akkor a feltételes valosziniiség definicioja szerint P (A2 |A1) = ((A&:; ) . Innen

P(AA)=P(A)P(AIA),

azaz az allitas igaz.
Tegyuk fel, hogy n =k esetén is igaz az allitas, azaz

P(AA - A)=P(A)-P(A[A) P(AIA-A ) P(AJA A Ac). (1)
Nézzik meg n =k +1-re!
A feltételes valosziniiség definicidja szerint
P(A|A A ALA)=
Ekvivalens atalakitast végezve azt kapjuk, hogy

P(AA - A-AL)=PAA-A)PALA A .- A).

Felhasznalva az (1) indukcios feltételt:

P(AA - A-AL)=P(A)P(AIA)P(AIA-A) .. P(AJA . AL) P(ALIA- A).
Az allitast bebizonyitottuk.

P(AA A A AL
P(A A AL A)

T T T 5
\'_/ 1. udlds Hajni, Gyorgyi és Zsuzsi egy sziletésnapi partira késziilnek, és kékusz-
golyokat készitenek. Mindegyik desszertbe vagy egy mogyorot vagy egy szem pisztaciat
tesznek. A lanyok altal készitett kokuszgolyok szamat ¢és fajtajat a kovetkezd tablazat tar- :

| talmazza:
Név Mogyorads Pisztacias Osszesen

Hajni 12 21 33

Gyorgyi 18 10 28

Zsuzsi 22 15 37

0sszesen 52 46 98
Az bsszes elkészillt édességbol véletlenszertien vélasztunk egyet. Vizsgaljuk a kovetkezo
eseményeket! :

B,: Hajni készitette a valasztott kokuszgolyot.
B,: Gyorgyi készitette a valasztott kdkuszgolyat.
B,: Zsuzsi készitette a valasztott kokuszgolyot.
A: A vélasztott kdkuszgoly6 mogyoros.

a) Toltsiik ki az alabbi tablazatot! |4.5. dbra Késziilnek a kokuszgolyok

- P(B,) P(AB) P(A[B)-P(B)
1
2
3

b) Adjuk meg az A esemény valdszintiségét!
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Megoldas:
a) A probléma jol szemléltethetd olyan graffal is, amely a lehetéségeket és a valoszinliségiiket ab-
razolja:
@ i P(B) P(AB) P(A[B)-P(B)
B %~ , 8 6
% s % 98 33 49
o ol —
122 18 10 2 15 98 28 49
33 33 28 28 37 37
® © O 0O O w | oz
A A A 3 = i il
98 37 49
4.6. dbra A probléma gréfja |
52 26
b P(A)==—=="—",
) (A) 98 49

3312 28 18 37 22 26

A fenti gréf alapjan is lathatd, hogy: P(A)_%~§ 98 28798 37" 29°

Vegyiik észre, hogy az el6z6 példaban
P(A)—26= 6 9 11

49 E"'E"'E: P(AlBl)' P(Bl)+P(A|Bz)' P(B,)+ P(A|Ba)' P(B;).
Ennek alapjan megfogalmazhatjuk a kdvetkezd két tételt:

~ Téte] Teljes valosziniiség tétele: Legyen H egy eseménytér, B, B,,..., B, olyan :
i teljes eseményrendszere, amelynek egyetlen eseményének valoszinlisége sem 0! A a H tet- :
i sz6leges eseménye. Ekkor

P(A)=P(A[B,)-P(B,)+P(A[B,)-P(B,)+..+P(A

8,)-P(8,)=X.P(A]B)-P(B)

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
A-B,,A-B,,...,A-B, paronként kizar¢ események, és A-B, +A-B, +...+ A-B, = A AIIl axiéma
szerint P(A)=P(A-B,)+P(A-B,)+..+P(A-B,). Alkalmazzuk a feltételes valosziniiség defini-
cigjat!

P(A)=P(A|B,)-P(B,)+P(AB,)-P(B,)+..+P(A

Az allitast igazoltuk.

B,)-P(B,).

~ Tétel Bayes-tétel: Legyen H egy eseménytér, B,,B,,...,B, olyan teljes ese- :
! ményrendszere, amelynek egyetlen eseményének valoszintisége sem 0! A a H tetszéleges :
i eseménye. Ekkor :

P(BI|A)= P(A|Bl)'P(B|)

P(A[B,)-P(B,)+P(AB,)-P(B,)+..+P(A|B,)-P(B,)
i€ {1,2,..,n}

.....................................................................................................................................

, ahol
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Bizonyitas:
A feltételes valdsziniiség definicioja szerint:
P(A-B) P(A[B)-P(B,
P(BI|A): ( I): ( | ') ( |)
P(A) P(A)

A teljes valoszinliség tételét alkalmazva kapjuk a bizonyitando allitast.

\@/ J.udlda A 4. példa feltételeinek megfelels :
© maodon elvégeztiik a kokuszgolyo kivalasztasat, és azt :
tapasztaltuk, hogy abban mogyoré volt. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy ezt Hajni készitette?

Megoldas:
Alkalmazzuk a Bayes-tételt!

P(B |A)— P(AlBl)'P(Bl) _E_i_i
) = 7 -/ =—=— £

P(A) @ 26 13 4.7. 4bra Thomas Bayes
49 (1702-1761)

1. Egy dobozban 5 piros, 6 fehér és 7 zdld golyd van. A golyok legfeljebb csak szinlikben kiilén-
boznek. Egymas utan véletlenszerlien kihtizunk harom golyot. Mennyi annak a valdszintisége,
hogy egy piros, egy fehér és egy zold golyd kdveti egymast, ha )
a) a kihtizott golyokat nem tessziik vissza;

b) a kihtzott golydkat visszatessziik?

2. Juli vaktdban harmat 16 a 3.1. abran szerepld céltablara.
Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az elért pontjainak a
szama — ebben a sorrendben - 1, 2 és 3?

3. Egy dobozban hat golyd van 1-t6l 6-ig sorszamozva. Egy-
mas utan véletlenszertien kihtizunk harom golyét. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy a kihuzott golyokon levo sza-
mok 0sszege oszthat6 harommal, ha
a) a kihuzott golyokat nem tessziik vissza;

b) a kihuzott golydkat visszatessziik? 4.8. abra Juli 16

4. Egy évfolyam 4 osztalyanak év végi matematikajegyeinek statisztikaja:

Jegy 5 4 3

Osztaly 2 !
A 14 12 5 1 0
B 6 8 12 3 1
C 7 7 11 5 0
D 12 13 6 2 1

a) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott diak év végi osztalyzata 6tds matematikabol?

b) Pista év végi jegye harmas matematikabol. Mennyi annak
a valoszintlisége, hogy 6 a C osztalyba jar?

| 4.9. &bra Jobb nem lehetett volna?
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5. Az LNR Bt. harom tagja 24 6ras valtasban latja el a MATEM raktarbazis folyamatos érzését.
Lehel 3 napot, Norbert és Robert 2-2 napot dolgozik hetente. Lehel az esetek 90 sz&zalékaban
elfogja a betoréket, Norbert ezt 95 szazalékban tudja produkalni, mig Robert ,,elfogasi szazalé-
ka” 92.

a) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott idépontban érkezd be-
tordt nem sikertil elkapni?

b) Tegnap tortént egy elfogas. Mennyi annak a valosziniisége, hogy Lehel, Norbert, illetve Ro-
bert volt eredményes?

6. Az LNR Bt. tagjai részt vesznek a biztonsagi szolgalatok
szamara kiirt csapatversenyen. Az egyik feladat az, hogy a
csapatbol haromszor véletlenszeriien valasztanak egy tagot,
aki egyet 16 a — 3.1. abran szereplé — céltablara. Lehel 78
szazalékos eséllyel ér el 5 pontot, Norbert ezt 82 szazalékos
biztonsaggal tudja, mig Robert 93 szazalékos valosziniiség-
gel tud 5 pontot szerezni. Mennyi annak a valdszintisége,
hogy

4.10. &bra Most (nem) sikeriilt a) sziiletik 5 pontot ér¢ talalat;
b) mindharom taldlat 5 pontot ér?

7. Az el6z6 versenyen az LNR Bt. [6v6jének elso taldlata 5 pontot ért. Mennyi annak a valdszinii-
sége, hogy ezt a lIovést Lehel adta le?

8. Egy szabalyos dobokocka mellett van egy olyan is, amelynek egy 2 pontos, két 4 pontos és ha-
rom 6 pontos lapja van. Véletlenszeriien valasztunk a két kocka kozil, és a valasztott kockaval
egyszer dobunk.

a) Mennyi annak a valdszintisége, hogy hatost dobunk?
b) A véletlenszeriien valasztott kockaval négyest dobtunk. Mennyi annak a valdszin{isége, hogy
ezt a szabalyos kockaval dobtuk?

Tovébbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Koényvkiado.:
487.,488., 489., 491. és 492. feladatok

SRAZESEENYERS U EL ETISEYE

Tovéabblépve vizsgéljuk a H eseménytéren értelmezett olyan A és B eseményeket, melyekre igaz,

hogy P(A|B) =P(A). Ez azt jelenti, hogy a B feltétel nem valtoztatja meg az A esemény valdszi-
niiségét, azaz az A és B események fliggetlenek egymastol. A feltételes valdsziniiség definiciojat
alkalmazva:
P(A[B)=P(A
P(A B) _p().
P(B)

P(A-B)=P(A)-P(B).
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Ez indokolja a kdvetkezd definiciot:
% Dafinieio Legyenek A és B a H eseménytéren értelmezett olyan események, melyek-
© re P(A-B)=P(A)-P(B). Az ilyen eseményeket fiiggetlen eseményeknek nevezziik. :

.....................................................................................................................................

= e
Yﬁ- 1. udlda Keét kockaval dobunk. Legyen az A esemény az, hogy a dobott szamok :
0sszege paros, a B pedig az, hogy a dobott szamok 6sszege harommal oszthatd. Dontsuk el,
hogy az A és B események fliggetlenek-e!

Megoldas:
A 166. oldal tablazata szerint: 1+43+5+5+3+1 18 1
P(A)=—— ==
) 36 36 2
P(B) 2+5+4+1 12 1
36 36 3
Az A-B esemény az, hogy a dobott szamok ésszege oszthato hattal, igy
P(A B) 5+1 6 1
36 36 6

Léthat6, hogy P(A-B)= % %% =P(A)-P(B), igy A és B flggetlen események.

7 5
% ZAPEI ) Egy dobozban 5 piros és 7 zold golyo van. A golyok legfeljebb szinlikben

kiilonboznek egymastél. Egymas utan véletlenszeriien kihtizunk két golyét. Legyen az A
esemény az, hogy elsére piros golyot hiizunk, a B pedig az, hogy masodikra zold goly6t
hazunk! Dontsiik el, hogy az A és B események fliggetlenek-e, ha :
a) az elsének kihtzott golyot visszatessziik;

b) az elsének kihtzott golydt nem tessziik vissza.

Megoldas:
5 7 57_35 5 7

P(A)=—, P(B)=—, P(A-B)="r ="
A
Ekkor P(A-B)=—>=>.7 _p(A).P(B), (e ()
144 12 12 57 57
igy A és B fliggetlen események. A problémat az 5.1. abra grafja 1212 5 1212 ;
szemléltetheti.
:
b) P(A) =5 A B esemény valdszinliségének meghatarozasat AB

L 51 abraA?2.a)példa grafja

gyen C, esemény az, hogy elsére z6ld golyot huzunk! Ekkor P(C,)= é és P(B |Cl) = % Legyen

a teljes valdszinliség tételének alkalmazasaval végezhetjik. Le-

C, esemény az, hogy els6re nem zold golyo6t huzunk! Ekkor P(C,) =% és P(B|C2) = i gy a

42435 77 T

teljes valosziniiség tétele szerint: P(B) = ETETRREES) 12
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5.7 35
U kkor P(A-B)=——=—. Léthat6, hogy P(A-B)=
gyanakkor P(A-B) =217 = 132 9 P(A-B)
2 z 35 5 7
12 12 =—=%——=P(A)-P(B), igy A és B nem fliggetlen ese-
p 132 12 12 (A)-P(B). gy 9
mények. A probléma az 5.2. &bra grafjaval dbrazolhato.
47 56

111 11
B B
Az ¢el6z6 példak alapjan megallapithatjuk, hogy a valosziniliség-
7 szamitas fliggetlenség fogalmanak megfelel a véletlen jelenségek

) ) ) korében az, hogy az egyes események nem befolyasoljak egymast.
5.2.4bra A2.b) példa grifja | Altalanositsuk az eléz6 definiciot!

DERMGD] Legyenek A, A,,.., A aH eseménytéren értelmezett olyan események,
© melyekre P(A-A,-..-A)=P(A)-P(A)-..-P(A,). Az ilyen eseményeket fiiggetlen
i esemenyeknek nevezzik.

.....................................................................................................................................

SAPEIUH Egy kockaval hatszor dobunk egymas utan. Mennyi annak a valdsziniisé-
© ge, hogy a dobott hatosok szama 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?

Megoldas:
Ha a hatos dobasok szama 0 (h =0), akkor egyik dobas sem

. 5 . )
hatos. Egy ilyen dobas valoszintisége 5 Mivel a dobasok

6
fuggetlenek egymastol, P(h=0)= (g] )

53.4bra6.kocka | 1
Ha a hatos dobéasok szdma 1 (h =1), akkor egy dobas hatos, aminek valoszinlisége 5 A tobbi

dobas egyike sem hatos, és egy ilyen dobas valosziniisége g A hatos dobas helyét 6-féleképpen
valaszthatjuk, és ezek a dobassorozatok kizar6 események. Mivel a dobasok fiiggetlenek egymas-
5
tol, P(h=1)=6-1.{2 ] .
616

Ha a hatos dobasok szdma 2 (h =2), akkor két dobas hatos, ezeknek a valoszinlisége egyenként

%. A tobbi dobas egyike sem hatos, és egy ilyen dobas valdsziniisége g A hatos dobésok helyét

6
[ ]-féleképpen valaszthatjuk, és ezek a dobassorozatok kizar6 események. Mivel a dobasok flig-

6 2 4
getlenek egymastél, P(h=2) =(2](%) (2) ,

Hasonloan, ha a hatos dobasok szama i (h=i), ahol i€ {0,1,2,3,4,5,6} akkor i dobas hatos, és

1 C ‘ . . i D
ezeknek a valoszinlisége r3 A tobbi dobas egyike sem hatos, ¢és egy ilyen dobas valoszinlisége s
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6
A hatos dobasok helyét | = |-féleképpen valaszthatjuk, és ezek a dobassorozatok kizar6 esemé-

6 i 6—i
nyek. Mivel a dobésok fiiggetlenek egymastél, P(h=i)= [ ](E) (E) .

r 4

1. A tapasztalatok szerint 0,5023 a fiuk sziiletésének valdsziniisége. Mennyi annak a valdsziniisé-
ge, hogy egy kétgyerekes csaladban
a) egynemi gyerekek vannak;

b) kiilonb6z6 nemii gyerekek vannak?

2. Hany szabalyos dobdkocka esetén a legnagyobb a valoszinlisége annak, hogy a kockakat egy-
szerre feldobva pontosan két hatost dobunk?

3. A3.1. dbra céltablajara tizszer vaktaban Ioviink. Hany 6tpontos talalatnak legnagyobb a valdszi-
nlisége?

4, A 3.2. feladatban leirt médon Jancsi és Juliska 6t napon keresztiil kimegy a térre. Mennyi annak
a valészintisége, hogy talalkozasaik szama 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5?

5. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az 6tdslottd-sorsolason
két egymas utani héten kihlzzék a 13-ast?

6. Igaz-e, hogy a kizard események fiiggetlenek? Indokoljuk
allitdsunkat!

7. A 10 pozitiv osztoi koziil 6tszor (egymastol fliggetleniil) va-
lasztunk egyet. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a valasz-
tott osztok koziil 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 db oszthaté 10%-nal?

8. 4 palca mindegyikét harom részre torjiik. Mennyi annak a
valdsziniisége, hogy a palcak részeibdl 0, 1, 2, 3 vagy 4 db
haromszoget rakhatunk dssze? (Egy haromszdg megalkota-
sahoz csak egy palca részeit hasznalhatjuk fel.)

9. Egy pénzdarabot egymas utan sokszor feldobunk. Mennyi
annak a valoszintisége, hogy elsdre, masodikra, harmadikra,
..., n-edikre dobunk eldszor fejet?

Tovabbi feladatok: L 55 abraRepiilapénz

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Konyvkiado.:
507.,509., 510., 512. és 514. feladatok

B AIDSARUSEGIN A0 ZOUKA AT ETOETIEKS

A korabbiakban tobbszor megtettiik, hogy az eseménytér elemi eseményeihez egyértelmii moédon
szamokat rendeltiink. Példaul:

a) két kockéaval dobott szamparokhoz az dsszegiiket;

b) a céltablara érkezd talalatokhoz a pontértékiiket (3.1. abra);

185
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c) egy kockaval hatszor dobva a dobott hatosok szamat (5.3. példa);

d) 4 palca mindegyikét harom részre torve a kapott részekbol dsszerakott haromszdgek szamat
(5.8. feladat);

e) a 3.1. abra céltablajara 10-szer 16ve az Stpontos talalatok szamat (5.3. feladat);

f) egy pénzdarabot sokszor feldobva az elsé fej dobas sorszamat (5.9. feladat).

Ezzel olyan fliggvényeket adtunk meg, melyeknek értelmezési tartoméanya egy eseménytér elemi
eseményeinek halmaza, képhalmaza pedig a valds szamok halmaza.

Dafinledo Az olyan fuggvényt, melynek értelmezési tartomanya egy eseménytér
© elemi eseményeinek halmaza, képhalmaza pedig a valos szdmok halmaza, valészintiségi
¢ valtozdnak nevezzilk.

.....................................................................................................................................

.................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

=/ .
Xa/ 1, udlda Adjuk meg a bevezetd példakban szerepl6 valoszintiségi valtozok lehetséges :
értekeinek halmazat! 5

Megoldas:

a) {2,3,4,5,6,7,8,9,10,10,12}

b) {0,1,2,3,4,5}

¢) {0,1,2,3,4,5,6}

d) {0,1,2,3,4}

e) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

0 {1,2,3,...,n,.}

Az f) valdsziniiségi valtozo lehetséges értékeinek halmaza nem
véges halmaz, ezért ez végtelen valésziniiségi valtozo.

Dafinield A ¢ (,kszi”) valdszinliségi valtozd lehetséges értékeinek halmaza
{x, %%, } vagy {x.x,,..x,..} Ekkora P(&=x,) valosziniiségek halmazat a ¢ elosz-
lasanak nevezzik.

.....................................................................................................................................

Vegyiik észre, hogy a P (& =x;) jelolés a hagyomanybél szarmazik, de nem pontos. Annak az ese-
ménynek a valoszinliségét jeldli, amely azoknak az elemi eseményeknek az dsszege, melyekhez a
&az x;-t rendeli.

\/. 2, ualda Adjuk meg az 1. példa valdszinliségi valtozoinak eloszlasat! §
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Megoldas:
a) Peldiul P(&, =5)=P({(14),(2:3).(3:2).(41)}) =3i

[op]

7
1 2 3 4 5 6 5 4 g 2 1
36 36 36 36 36 3

(o3}
w
(o3}
w
(o3}
w
(o3}
w
(o3}
w
(o3}

(A 2.3. lecke tablazata alapjan)

b) 03 -
5% 0 1 2 3 4 5 025
g 02
P(g,=x) 1-%Z 2 Im St 3m 7z Zqy
4 100 100 100 100 100 S 01
(A 3.1. példa alapjan.) 0.05 H 3
c) Az 5.3. példa megoldasaban ezt az eloszlast adtuk meg: 0 0 1 2 3 4 5
6 i - _ taldlatok pontérték
P(e. =i)=[ L] (2] . anolic{0123456} D
1 6 6 | 6.2.4bra Ab)jelii closzlas

d) Annak a valdszintisége, hogy egy palcikat harom részre torve a részekbdl haromszog rakhato

0ssze, a 2.2. példa eredménye szerint: l Annak valosziniisége, hogy nem rakhatd 6ssze haromszog

4 i 4—i
a részekbdl: % A 4.3. példaban alkalmazott meggondolés szerint: P (&, =i) :(i J(%] [%) ,
ahol i€{0,1,2,3,4}.

T
e) Annak a valosziniisége, hogy 6t pontot érd talalat lesz: 100° Annak a valészintisége, hogy nem 6t

pontot érd talalat lesz: 1—%. Ebbél kdvetkezben: 1,2
: . 1
10 i 10-i =
P =i)=|. | T f1=Z—| | ahol 208
i ||100 100 2 06
ic{0,1,234,5,6,7,89,10}. $ 04
. 1 , } ) 0.2 H
f) Minden dobas valosziniisége > a dobésok eredménye fiig- 0 N =
12 3 4 5 6

Lozt . 1 i . L az els6 fej dobas sorszama
getlen egymastol, igy P (&, =i)=|= |, ahol i tetszleges po-
2 ‘ 6.3. abra Az f) eloszlas els6

zitiv egész szam. néhany tagja

=/ .
\%y 3. palda Szorozzuk 6ssze az 1. példaban szerepld lehetséges értékeket a hozzajuk

tartozo valdszintiségekkel, és az igy kapott szorzatokat adjuk ossze!

Megoldas:
2) 2~1+3~2+4~3+5-4+6-5+7-6+8~5+9‘4+10-3+11~2+12‘1_7
36
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(A soktagu osszegek szamolasakor hasznos segitotars lehet példaul a Derive program.)

b) 0- ( _%)H 42 I8 3. 0% g 3% 5. T 5Ty g

oo

s . i — ,
) A kovetkezd végtelen dsszeget (valds szamsor) kapjuk: ZE. A valds szamsorok elmélete sze-
) = i=1
rint » —=
27

Keérdés:
A 6.3. példaban kiszdmolt szamoknak lehet-e valamilyen jelentése?

A 6.3. példaban a valoszintiségekkel ,,sulyoztuk™ a lehetséges értékeket. Ha igaz, hogy az esemé-
nyek relativ gyakorisaga sok kisérlet esetében a valoszintiséghez nagy eséllyel kdzel van, akkor sok
kisérlet esetében a kimenetelek atlaga nagy eséllyel a sulyozott kdzéphez lesz kozel.

Ez a meggondolas indokolja a kdvetkezd definiciot:

.................................................................................................................................

vagy {xpxz,-..)(,,---}' Ekkor az M(g):iX"P(éle) vagy M(g):iX'P(g_

© Osszeget a valosziniiségi valtozo varhaté értékének nevezziik.

.....................................................................................................................................

(A végtelen valoszintiségi valtozo varhato értékének 1étezése megkoveteli azt is, hogy a sor
konvergens legyen, azaz létezzen &sszege.)
A definicio kovetkeztében:

M(éa):7’ M(éb)zss_g:l’728’ M(éc)zl’ M(‘éd)zl’ M(ée):%:O'Blzl" M(éf)zz

¥ 4

1. A k (,kappa”) valoszinliségi valtozo jeldlje a két kockaval dobott szamok kiilonbségének ab-
szolut értekét! Adjuk meg az eloszlasat és varhato érteket!

2. A 4 (,Jambda”) valoszinliségi valtozo jeldlje az egyetlen (genovai) lottdszelvénnyel elérhetd
talalatok szamat! Adjuk meg az eloszlasat és varhatd értékét!

188
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3. A 32 lapos magyar kartya csomaghol egyszerre kihGizunk 6 lapot. A B valoszinliségi valtozo
jeloli a kihtzott 6 lapban levé piros lapok szamat. Adjuk meg az eloszlasat és varhatd értékét!

4. A 32 lapos magyar kartya csomagbél hatszor hizunk egy-
egy lapot Ugy, hogy a kihdzott lapot mindig visszakeverjik a
csomagba. A y valoszinliségi valtozo jeldli a kihuzott piros
lapok szamat. Adjuk meg az eloszlasat és varhato értékét!

5. Négy pénzdarabot egyszerre feldobunk. A & valdsziniiségi
valtozo jeldli a dobott fejek szamat. Adjuk meg az eloszlasat
és varhato értékét!

6. Egy varosban a teljes felnott lakossag 1élekszama 132 546.
Ebbdl 19 540 £6 nyugdijas. A varosi tanacsba véletlenszerlien 6.4, 4bra Négy pénzdarabot
valasztanak 11 fét. Varhatoan hany nyugdijas lesz kozottiik? feldobunk

7. 3 piros, 4 fehér és 5 zold gyongyot véletlenszeriien sorba rakva 1954 darab gyongysort készi-
tlink. Varhatoan hany olyan lesz koz6ttiik, melyben nem all egymas mellett két zéld gyongy?
8. Egy pénzdarabot egymas utan sokszor feldobunk. Varhatdéan hanyadik dobasra dobunk eldszor

iras utan fejet?

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Konyvkiado.:
494., 496., 500., 504. és 505. feladatok

ARV OSANUSEYIN I IO ZORSZ0T A5

Megoldas:
a) M(&,)=7. Legyen n, =(&,—M (ga))z, a lehetséges értékeit y-nal jeldljik! A 6.1. példa a)
része alapjan ezek:

(2-7) =(12-7)" =25,
(3-7)" =(11-7)" =16,
(4-7)° =(10-7)" =9,
(5-7)"=(9-7)" =4,
(6-7)° =(8-7)" =1,
(7-7)" =o0.
Az n eloszlésa:
Y, 25 16 9 4 1 0
2 4 6 8 10 6
P(n, = — = =1=1=1=
M=%) 3% 3% 33 3B 3B 3B

189
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2\ 25-24+16-4+9-6+4-8+1-.10+0-6 35
(m)=M((&-M (&) % ;
b) M(§,)= igg %zuz& Legyen n, =(&,~M (&))", a lehetséges értékeit y-nal jeloljik!
Az eloszlasa:
, 121z°  (11z-20)" (11z-40)" (11z-60)" (11z-80)° (11z-100)"
' 400 400 400 400 400 400
P(n,=y,) 1-% Iz I S 37 T
v 4 100 100 100 100 100
7 (620—121r)
M =—z1,884
6 ) 6 1 i 5 6—i 5
) M (2,) =L Leayen n, = (&, ~M (&))" Ekkor M (n,)= Z(n—lf[i [6) ) -5
i=0
4

d) M (éd ) =1. Legyen n, = (éd -M

&) M (&) =15 Leayen n, = (& ~M (&))"t Ekkor

M (n.) :2’('_10J [10) (1oo)i -(1—%)10_i =%zo,3o4&

f) M (& )=2. Legyen n, =(& -M

2

(éf))zl Ekkor M(nf)zg(i;z) _

Most is érdemes elgondolkodni az M () jelentésén. Ez a varhato értéke a valoszinfiségi valtozo
varhato értéktdl valo eltérései négyzetének. Ez a megallapitas indokolja a kdvetkezd definiciot:

Yajinf<ls  Ha a & valdsziniiségi valtozo var- :
H s sz 2 , .
© hato értéke M (&), akkor az n=(£-M (&))" valo- :
¢ szinliségi valtozo varhatd értékét (amennyiben ez 1é- :
. tezik) a ¢ szorasnégyzetének nevezzik. A ¢ szorasa: :

D(&)=M((E-Mm(&))

...................................................................................

(Az ,,amennyiben ez létezik” feltétel a végtelen valoszini-
ségi valtozo esetére vonatkozik.)

7.1. &bra Sz6ras ]

A definicié kovetkeztében:
(620—121n)

\F £~242 P(%)= 400

D(éc): EZT:O,QL gd \/7 —~087
D(ée)a/%zo,ss; D(&)=v2=141.

=~1,37;
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Megoldas:
a) M (&,)=7. A &.? eloszlésa:

i 26 35 36 49 64 81 100 121 144
P(&?=x?) SEE I I R I I I (R
3 3 3 36 36 36 36 36 36 36 36
2\ 329 2\ yp2 329 3B
M(&*)==5 M(&")-M*(&)==--49="=D"(&).
557 2 )
b) M (&,) =ﬁz1,728. A &, eloszlasa:
x? 0 1 4 9 16 25
P(éﬁbzzxiz) l_z 9_7[ 7_7[ 5_7t 3_7t L
4 100 100 100 100 100
2\ 3lr N 31 (55m . m(620-1217)
M(gb )—E (éb ) M (éb)_ 20 (10()] - 400 =D (51;)
o &L (BY (1) (5 11 , , 1 . 5
O M (&)=L M(5)= 3 (i ](g)(g) 2 om(e)-mie) B2
w4 (1) (3) 2\ _n? g
OM(&)=1 M(5)=2i [i MZ)(Z) =7 M(&°)-M*(&)=7-1=7=D(&)

1000

_ 2\ _wafl0)( 7 z Y (9w +100)
omi=gy 63 o) () -
(e )= (2] )

rrrrr

_ Tete]

......................................................................................................................................
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1. A k valdészintiségi valtozo jelolje a két kockaval dobott szamok kiilonbségének abszolut érté-
két! Adjuk meg a szérasat!

2. A 1 valoszinliségi valtozo jelolje az egyetlen (genovai) lottdszelvénnyel elérhetd talalatok sza-
mat! Adjuk meg a szérasat!

: 3. A 32 lapos magyar kartya csomaghbdl egyszerre kihlizunk 6
lapot. A B valdszintiségi valtozo jeloli a kihuzott 6 lapban
levd piros lapok szamat. Adjuk meg a szorasat!

4. A 32 lapos magyar kartya csomaghol hatszor hdzunk egy-

b &Y, egy lapot ugy, hogy a kihuzott lapot mindig visszakeverjik a

&=/ S csomagba. A 7 valdszinliségi valtozo jeloli a kihtizott piros

7.2. dbra Elkoptatott magyar kartya | lapok szamat. Adjuk meg a szorasat!

5. Négy pénzdarabot egyszerre feldobunk. A § valdsziniiségi valtozo jeloli a dobott fejek szamat.

Adjuk meg a sz6résat!

6. Egy varosban a teljes felndtt lakossag 1élekszama 132 546. Ebbdl 19 540 £6 nyugdijas. A véarosi

tanacsba véletlenszertien valasztanak 11 f6t. Mekkora a szdras?

7. 3 piros, 4 fehér és 5 zold gyongyot véletlenszertien sorba rakva 1954 darab gyongysort készi-
tlnk. Varhat6an hany olyan lesz kdzottiik, melyben nem all egyméas mellett két z6ld gydngy?
Mekkora a sz6rés?

8. Egy pénzdarabot egymas utan sokszor feldobunk. Varhatéan hanyadik dobasra dobunk elszor
irés utan fejet? Mekkora a szoras?

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Koényvkiado.:
499., 501. és 503. feladatok

3, Suadils valdznlsdygl vliu4die

P

8.1. A binomialis eloszldst valdsziniiséyi véltozd

A kovetkezékben specidlis valoszinliségi valtozokkal ismerkediink meg.
A Kkorébban targyalt &.,&,,&,, valamint a feladatok kozott szerepld ¥ és & valoszinliségi
valtozék hasonlosagot mutatnak.

e

.................................................................................................................................

¢ npozitiv egész szém, és eloszlasa: P(£=1)=| |p'(1-p)", ahol p 1-nél nem nagyobb
i I

{ nemnegativ szam és i€ {0,1,...,n}, akkora & binomialis eloszlast valosziniiségi valtoza.
: (Az n és p a valosziniiségi valtozé paraméterei.)

.....................................................................................................................................

Korabban meghataroztuk tobb binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo varhato értékét. Tegyilik
meg ezt most altalanos esetben!
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M (é)zii'P(g =i)=zn;‘i[in)pi (1-p)” =§n‘,ii!(nnii)! p'(1-p)" =

i=1

t o n(n-1)! . R (n-1)!

) pi—l.(l_ p)("-l)—(i—l) _

=np(p+1- p)rkl =np-1"" = np.

A gondolatmenetben a binomialis egyiitthatok definicidjat és a
binomialis tételt hasznaltuk fel.
Bebizonyitottuk a kovetkezo tételt:

...............................................................................

' ~ Tétel Ha a & n és p paraméterii binomidlis
i eloszlasu valosziniiségi valtozo, akkor varhato értéke: : o
M (&) =np. ‘ 8.1. dbra Valasszunk, de tegyiik

....................................................................................

vissza!

Nézziik most meg, hogy milyen modon adhatjuk meg altalanosan a binomialis eloszlasu valdszini-
ségi valtozo szbrasat!

M (52)=§i2~P(é =i)=§iz(i")p‘ (1-p)" =i(i2—i+i)(;’]pi (1-p)~ =

i=1

) g(iz _i)(?]pi (1-p)"” +gi(in]pi (1-p)""

Az el6z0 tétel szerint a masodik szumma éppen a & varhato értéke, azaz np.

( ) ZI i—-1 ._ :(I.:(llzz(;_(i)_'l)lpl(l_ p)"*f+np:

(n=1) pZZﬁ P2 (1= p) +p=

| . X
n 1 p pn—z (1_ p)(”*Z)*I(-Z)_'_np:
P ey
n n—2 2 oy
I’l 1 p2 ( J 1 p)n 2)—(i- +np n- }’l 1p 2( ) (1_p)(n 2)k+np:

( n’p? - ) (p+1- p)7 +np:(n2p —np )l”'2+np:np —np® +np.
Ebbdl kovetkezOen a szorasnégyzet:
D*(&)=M (52)—M2 (&)=n?p* —np® +np—n®p* =np—np* =np(1-p).
Bebizonyitottuk a kovetkez6 tételt:
- Tétel Ha a & n és p paraméteri binomidlis eloszlasu valosziniiségi valtozo,

© akkor szérésa: D(&)= \fnp(1-p).
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P

8.2, A hipergeometrial eloszlasi valdsziniiséyl valtozd

Egy korabbi feladatban szereplé A valosziniségi valtozo lehet-
séges értékeinek halmaza: {0,1,2,3,4,5}.
Eloszlasa:

5)85

p(r=i)=" A5

)

8.2. Abra Amit valasztasz, az atied | E9Y ugyancsak korabban vizsgalt B valdszinfiségi valtozo le-
hetséges értékeinek halmaza: {0,1,2,3,4,5,6}.

') ahol i {0,1,2,3 4,5).

Eloszlasa:
8Y 24

i | 6-

)

Ezek alapjan adjuk meg a kovetkezd definiciot!

i
, ahol i€ {0,1,2,3,4,5,6}.

.................................................................................................................................

s\ N-=s

s P , N U . ,
i npozitiv egész szam, és eloszlésa: P(& =1)= , ahol ie {0,1,...,n}, sésNolyan :

N
n
pozitiv egészek, melyekre n<s <N, akkor a ¢ hipergeometriai eloszlasi valésziniiségi

i Valtozo. (Az s, N és n a valosziniiségi valtozo paraméterei.)

.....................................................................................................................................

Adjuk meg altalanosan a hipergeometriai eloszlasu valosziniiségi valtozo varhaté értékét!

i)
:gi.p(gzi)zgi. P\n=i ) l}l Si- S(s-Dt (N_-SJ:

Q] (n ] i(i—1)1(s—i)i| n—i

(N —n)ls & (s-1)! (N-1)=(s-1))_
N! i:l(i—l)![(s—l)—(i—l)]! (n-1)-(i-1)

< ( ){(N 1?— k(s—n}

Felhasznalva a Kombinatorika cimii fejezetben bizonyitott

g(i—lj[g’l:l_—li)_—k(s -1) ]: (:‘__11) azonossagot:

*M
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n!(N—n)!s(N —1):

ST T P

n(n=1)Y(N-n)ls  (N-1)! ns
N(N-1)! (n=1)(N-n)! N

Igazoltuk a kdvetkezo tételt:
: Az n, s és N paraméterii, hiper-
geometrlal eloszlast & valoszinliségi valtozo varhato :

: ns 3 8.3. abra A lotthuzas is
i értéker M (&)=—. : hiverpoometriat valésriniiséel
: N : ipergeometriai valosziniiségi
.................................................................................... J valtozoval modellezhet
Adjuk meg altalanosan a hipergeometriai eloszlast valosziniiségi valtozo szorasat!
SYN-s SYN-s

n—i

M(E)= 3P =)= S (,’;‘)i =3 (i) [NJ

_‘,.S)+ii.[?)(5—71 |
it

_n(n=2)-(n=2)!-(N =n)!-s(s-1) & (s-2)! (N=2)=(s-2) ) ns _
N(N-1)-(N-2)! S (i-2)1-[(s-2)-(I-2) 1| (n
n(n=1)-(n=2)!-(N=n)l-s(s— 1)§ s—2\(N-2)—(s- )+_s
N(N-1)-(N-2)! =k (n-2)—k N

Felhasznalva a Kombinatorika cimii fejezetben bizonyitott azonossagot:

, _n(n—l)-(n—Z)!-(N—n)!s(s—l) N-2) ns
M(e)= N(N-1)-(N=2)! (n—Z J+W_
_n(n—l)-(n—Z)!-(N—n)!s(s—l)' (N-2) +E_n(n—1)-s(s—1) ns

N(N-1)-(N-2)! (n=2)l-(N-n)l' N N(N-1) N’
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Ebbdl kdvetkezOen:
—1)5(8—1) ns ns 2 ns (n—l)(S—l) ns

D? =M (E*)=M? :I’l(}’l—+__ — == —+1-— =
(5) (é ) (6) N(N—l) N N N N -1 N
_ns(ns—n—s+1 s+1 1__ _ns nNS AN —sN+N +N?— N —nNs+ns _

N N -1 N(N 1)

_ns NZ—nN—SN+nS_n_ (N=n)—s(N-n) n_(N $)(N-n)

N N(N 1) N N N(N—l)

_ns 1_i _N—n
N N JN-1

Bebizonyitottuk a kdvetkezd tételt:

&m&ﬂ Az n, s és N paraméterti hipergeometriai eloszlasu & valoszinliségi valtozo
ns N-n ;

sz6résa: D(&)= _(1—_J

N N
Ha visszatekintlink a korabbi példakra és feladatokra, észrevehetjik, hogy a hipergeometriai el-
oszlas visszatevés nélkiili mintavétel, mig a binomialis eloszlas visszatevéses mintavétel esetén
alkalmazhato.
Lathat6 az is, hogy a binomialis eloszlasnal egyszeriibben szamolhatok a jellemzok.
Nézziik most meg az n=20 és p=0,6 paraméteri binomialis eloszlasu (1. oszlop) és az
n=20, N =50 és s=30 paraméterli hipergeometriai eloszlasu valoszinliségi valtozé (2. oszlop)

closzlasait (lasd a definicidkat)!

0  1,099511627 - 10°® 2,121826256 - 107
1 3,298534883- 10" 1,273095754 - 107
2 4,700412208 - 10°° 1,753689401 - 10°°
3 4,230370987 - 10°° 9,820660646 - 10°°
4 0,0002696861504 2,817302023 - 10°
5  0,001294493522 4,687990566 - 10
6  0,004854350708 0,0004883323506
7 0,01456305212 0,003348564690

8  0,03549743955 0,01564407566

9  0,07099487911 0,05098809845

10 0,1171415505 0,1177825074

11  0,1597384780 0,1946818304

12 0,1797057877 0,2311846736

13 0,1658822656 0,1969857574

14 0,1244116992 0,1195984955

15 0,07464701952 0,05102869145

16  0,03499079040 0,01494981194

17  0,01234969073 0,002896849374
18  0,003087422682 0,0003486948320
19  0,0004874877920 2,318192789 - 10°°
20 3,656158440 - 10°° 6,375030171 - 10”7
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Figyeljiik meg, hogy a két eloszlas értékei kozott jelentds eltérések mutatkoznak!
Nézzilk most meg az n=20 és p=0,6 paraméter(i binomialis eloszlast (1. oszlop), és az
n=20, N =10000 és s=6000 paraméterli hipergeometriai eloszlasu valoszinliségi valtozo

(2. oszlop) eloszlasait!

0  1,099511627 - 10°°
1 3,298534883 - 107
2 4,700412208 - 10°°
3 4,230370987 - 10°°
4 0,0002696861504
5  0,001294493522

6  0,004854350708

7 0,01456305212

8  0,03549743955

9  0,07099487911

10 0,1171415505

11 0,159738478

12 0,1797057877

13 0,1658822656

14 0,1244116992

15 0,07464701952

16  0,0349907904

17  0,01234969073

18  0,003087422682
19 0,000487487792
20 3,656158440 - 10°°

1,0685484 - 10°°
3,220944689 - 10"
4,609825421 - 10°°
4,16516187 - 10™°
0,0002664621532
0,001282976819
0,004824037905
0,01450478214
0,03542041975
0,07094147412
0,117170779
0,1598717493
0,179885754
0,1660068034
0,1244219745
0,0745722092
0,03490323699
0,01229516079
0,003066614433
0,0004828703896
3,61005975 - 10°°

Szembetling a kiilonbség. Itt mar sokkal kozelebb esnek egymashoz a két valoszintiségi valtozo
eloszlasértékei. Ennek oka az, hogy ha N és s sokkal nagyobb, mint n, akkor elhanyagolhat6 a
kiilénbség a visszatevéses és a visszatevés nélkili eset kdzott.

Vegyuk észre, hogy az ilyen esetekben szdmolhatunk a hipergeometriai eloszlas helyett a

p= N paraméterti binomidlis eloszlasra vonatkozo 6sszefiiggésekkel.

oo
Dude

11
=

¥, @ statisziilban (is) hasznalha

6 egyenldilensdy

A varhato érték szemléletes jelentésérdl mar szoltunk. A szoras jelentésérdl szol a kdvetkezd tétel:

.........................................................................

N ~ Tétel Csebisev-egyenlétlenség: Ha a ¢ valosziniiségi valtozo, varhatd értéke :

M (&), szorasa D(&) és k pozitiv szam, akkor P(|&—M (&) 2k D (&))<=

............................................................
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Az egyenldtlenséget nem bizonyitjuk. Szemléletes jelentése: nagyon kicsi annak a valoszinlisége,
hogy a valdszinliségi valtozé nagyon eltér a varhato értéktol.
Az egyenlétlenség & binomialis eloszlasu valoszinliségi valtozo esetén:
1
P(-M (&) 2k-D(&))< 7.

P(le=np] >k (=) < 1.
P(é_pzk. M]S%_
n n k

Néha a Csebisev-egyenldtlenségben szerepld esemény komp-
lementerének valoszinliségére van sziikség, ezért ezt is megad-
juk:

..............................................................................

tel

8.4. dbra Pafnutyij Lvovics
Csebisev (1821-1894)

...................................................................................

Szemléletes jelentése: nagyon nagy annak a valdszinilisége, hogy a valoszinliségi valtozo kicsit tér
el a varhato értéktol.

Binomialis eloszlasu valdsziniiségi valtozo esetére:

P(lf—np| <k-\np(1- p))>1—ki2,

vagy
P(é K p(l—p)}l_i

=-p

n n k?

@ 1, pdlda Matorszégban 8 000 000 felndtt ember él. A méaktermel8k szdvetségének
¢ (MTSz) feltételezése szerint az orszagban é16 felnéttek koziil kétmillidan szeretik a mékos
tésztat. Becsuljuk meg, ha egy kozvélemény-kutatd cég megkérdezne 1000 matorszagi fel-

ndtt embert, akkor milyen valosziniiséggel esne koziiliik a makos tésztit szeret6k szdéma a |

[200;300] intervallumba?

A problémét olyan X (,,khi”) hipergeometriai eloszlasu valo-
szinliségi valtozo irja le, melynek paraméterei: N =8 000 000,
s =2000000 és n=1000.

A keresett valosziniiséget a kovetkezd Osszeg adja meg:

P (x € [200;300]) = P(200 < y <300) =
( 2000000 ]( 6000000
300

O\ Vg
8.5. bra Amak neki is izlik | o 8000000
1000

)z 0,9998.
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(Ennek az 6sszegnek a kiszamolasahoz a Derive programnak is 12 masodpercre volt szliksége, ,,kéz-
zel” ez reménytelen feladatnak tiinhet.)
Mivel N és s sokkal nagyobb, mint », vizsgalhatunk olyan binomialis eloszlasu & valoszinliségi val-

tozot, melynek paraméterei: n=1000 és p = 2000000 _ 1 . Ekkor a keresett valosziniiség:
8000000 4

0 (1000 1000—i
P (200 <& <300) = Z(_ J(EJF) ~0,9998.
i=200( | 4 )\ 4

(Ez a szamolas a Derive programnak mar csak 0,125 méasodpercig
tartott, de nélkiile ez komoly eréprobat jelentene mindenkinek.)

Ha engediink a pontossagbol, akkor a keresett valdszinliség
becslésére alkalmazhatjuk a Csebisev-egyenldtlenség masodik

alakjat!
1
P(|§ —np| <k-np(1- p)) >1—F,
P| |&—250| < k-@ >1—l2.
2 k
Mivel & e [200;300], k- £ =50,1. igy k = 167\/%. Ebbdl
kovetkezden: 250
P(|& —250/ <51)> A7 _ 0,9253.
Eg,. """""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

2, udlda  Matorszagban a Mambi nevii tiditditalt gyarto cég adatai szerint 4 000 000
felndtt ember szereti a termékiiket. Err8l meg akarnak gy6zédni. A Matjos kozvélemény- :
kutaté irodat megbizzak azzal, hogy 2000 felndttet kérdezzen meg arrdl, hogy szereti-e a
Mambit. Legalabb 0,9 valosziniiséggel milyen intervallumba fog esni a Mambit szeretSk :
szdma a megkeérdezettek k6zott? :

Megoldas:

A feltételek szerint teljestl, hogy p = 4000000 _ 1 és 1—% = 3.
8000000 2 ke 10

Innen k = +/10.

A Csebisev-egyenlétlenségben szerep16 k-\/np(1—p) kifejezés értéke:

k-\/np(1-p) = ,10- 2000 =.= =4/5000 =501/ = 70, 71.

Igy legalabb 0,9 Valoszmuseggel az alabbi intervallumba fog esni a Mambit szeretdk szdma:

[930;1070] (mivel np = 2000 % =1000).
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A matematikai statisztika alapproblémaja, hogy egy sokasagban adott tulajdonsaggal rendelkezd
elemek aranya milyen kapcsolatban van egy a sokasagbol véletlenszeriien valasztott mintaban sze-
repld, adott tulajdonsaggal rendelkez6 elemek aranyaval. Az el6z6 két példa ebbe a problémakdrbe
adott betekintést.

¥ 4

1. A Sziget fesztivalon 12 345 résztvevo koziil 6543 a vidéki
vendég. Egy mobiltelefonos cég reklamhadjarata keretében
500 db mobiltelefont kisorsol a vendégek kozott. Varhatéan
hany vidéki fiatal fog telefont kapni, és mennyi a szoras?

2. A statisztikak szerint a szegediek 12 szédzaléka tulsulyos.
Egy didk nyari munkaként azt a feladatot kapja, hogy a Ka-
rasz utca sarkan taldlomra szolitson meg 1234 szegedit, és

; jegyezze fel, hogy talstlyosak-e vagy sem. Varhat6an hany

8.7. 4bra Hat igen... talsalyost fog talalni, és mekkora a széras?

3. A Magyarorszagra 2008-ban menekiiltként érkezettek koziil véletlenszertien kivalasztunk 100
embert. Varhatoan hany lesz kdzottik olyan, aki menekiltstatuszt kapott, és mennyi a sz0ras?
(http://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat _eves/i wnvn003.html)

4. A Magyarorszagon 2008-ban ¢lt 15 és 74 év kozotti életkortt emberek koziil véletlenszeriien
kivalasztunk 1234-et. Varhatoan hany lesz kdzottlk, aki foglalkoztatott volt 2008-ban? Mekko-
ra a szoras? (http://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_eves/i_int012.html)

5. A tapasztalatok szerint a szalagavato balon feltizott szala-
gok 8 szazaléka elvész az érettségi vizsgak kezdetére. Az ez
évi szalagtliz6 tinnepségen 234 didk kapott szalagot.

a) Varhatoan hany olyan lesz kozottiik, akinek még lesz sza-
lagja az érettségi kezdetekor?

b) Mekkora a szoras?

c) Legalabb 0,9 val6szintiséggel milyen intervallumba esik
az érettségi kezdetekor szalaggal rendelkezok szama?

d) A diakmozgalmat patronald tanar annyi szalagot szeretne rendelni, hogy legalabb 0,9 valészi-
ntiséggel minden elveszett szalagot pdtolni tudjon. Hany szalagot rendeljen?

8.8. abra Szalagavat6 bal

6. Egy vizsgan 20 kérdésbol allo feladatsort kell megoldani.
Minden kérdésre harom valaszlehetdség koziil egyet kell va-
lasztani. Varhatoan hany helyes valaszt fog adni az a vizsga-
z0, aki vaktaban tippel?

7. Egy miuvelddési hdz nagytermében 600 iil6hely van.
Az igazgato tapasztalata szerint a koncertekre a jegyet vasar-
16k 95 szazaléka jon el. Hany jegyet adjanak el a kovetkezd
koncertre, ha azt akarjak, hogy legalabb 0,92 legyen annak a
valdszintisége, hogy minden jegytulajdonos le tud iilni?

8.9. dbra Késziil adolgozat |
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8. Az utazasi irodak tapasztalatai szerint az utazasok 40 szazalékat fizetik iidiilési csekkel.
A Mattravel irodaban erre a nyarra 789 utazast kotottek le. Milyen intervallumba esik legalabb
93 szazalékos valoszinliséggel az iidiilési csekkel fizetok szama?

PGS ZamoRaoervEnRye

Térjlnk vissza a kezdetekhez! Végezziink el egy kisérletet n-szer! Legyen g, egy p valdsziniisé-
gl esemény gyakorisaga! A ¢, egy n és p paraméterti binomialis eloszlasti valosziniiségi valtozo.
A Csebisev-egyenl6tlenség szerint barmely pozitiv k-ra:

1—
P(&—p <k- M}l—%. @)
n n k
Vegyik észre, hogy r, = 9 avi
. L (1-p)
Legyen most ¢ (,epszilon”) és & két tetszOleges pozitiv szam! Ha k=—=, v = ) —, €s
Je 0%
n>v, akkor
1 1
n v
P-p) _p(E-p)
no pl-p)
5%
1
PA-P) _ s
n
1—
=3 P(-p) <.
Je n
Ebbdl kovetkezden:

p(_n_

Az (1) egyenlétlenség szerint:

9,

n

Tehat P( -p

<6J>1—£.

Bebizonyitottuk a kovetkezo tételt:

Nagy szamok torvénye: barmely & és & pozitiv szamok esetén igaz,
i hogy van olyan v pozitiv szam, amely ha n >v, akkor n-szer elvégezve egy kisérletet, egy :

: p valosziniiségli esemény 1, relativ gyakoriségara teljesiil, hogy P{|r, — p|<&)>1-¢.

g
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Vegyiik észre, hogy a tétel jelentése: nagy kisérletszammal elérhetd, hogy az esemény relativ gyako-
risaga tetsz6legesen nagy valdsziniiséggel tetszélegesen kozel legyen az esemény valdsziniiségéhez.
Igazoltuk tehat a kezdeti sejtést.

Szerencsejatékokkal kezdtlk, néhany példa erejéig térjink még vissza ezekhez.

Megoldas:
Annak valosziniisége, hogy az n-edik dobas eredménye lesz el6-
sz0r hatos:

1(5Y" 5t :
P(e=n)==:|=| ==—-, ahol n pozitiv egész szam.
616 6"

Andrea akkor nyer, ha paratlanadik dobasra lesz eldszor hatos
az eredmeény, azaz a geometriai sor 0sszege alapjan (Analizis
cimi fejezet):

JF : o546 &(25)_6 [of25)
i ’ A = =—" - =" A~ _1 =
‘ e PR =2 =25 2 3 ) 25 | 2 36
9.1.abraPorogakocka | 6 (Y ,)_6(36_,)_62_56
25 25 25\ 11 2511 11

1-22
5

és P(B)=1-P(A)=_".

1 5
6 6 A korabban mutatott grafos modszerrel is vizsgalhatd a problé-
ma, igy elkerilhetjik a valos szamsorok alkalmazasat. Tekint-
@ @ stik a kovetkezo grafot!
Az els6 dobasnal Andrea %Valészinﬁséggel dob hatost, és ezzel
1 1-P(4)

. 5 o
9.2. 4bra Masképpen biztosan nyer. 5 annak a valoszinlisége, hogy Andrea nem ha-

tost dob. Ebben az esetben Bedata keriil abba a helyzetbe, amelyben Andrea volt az elsé dobas eldtt.
Ekkor Andrea nyerési valosziniisége 1— P (A). Ebbdl kovetkezden:

P(A)=%~1+%[1—P(A)],

P(A):l—gP(A),
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2, udlda Andrea és Bedta — megunva az el6bbi jatékot — most felvaltva dobnak :
egy pénzérmével. (Andrea dob elsének.) Az nyer, aki eldszor dob fejet. Mennyi a jatékosok
nyerésének valdszinfisége? :

Megoldas:
Annak valoészinlisége, hogy az n-edik dobas eredménye lesz el6-
szor fej: P(6=n)= (%J = 2% ahol » pozitiv egész szam. @

Andrea akkor nyer, ha pératlanadik dobas lesz el8szor fej, azaz: 1 1

= 1 2 1 2 2
P(A)=) == é P(B)=1-P(A)==.
~ 9 3 3
A gréfos modszerrel vizsgalhato ez a probléma is, hogy elke-

riiljiik a valos szamsorok alkalmazasat. Tekintsiik a kovetkezd " 1-P(A)

gréafot!
[ 9.3. abraSornélkil

Az elsé dobasnal Andrea 1 valoszintséggel dob fejet, és ezzel
biztosan nyer. % annak a valésziniisége, hogy Andrea nem fejet dob. Ebben az esetben Beata ke-

riil abba a helyzetbe, amiben Andrea volt az elsé dobas elétt, ekkor Andrea nyerési valoszinlisége
1-P(A). Ebbdl kovetkezden:

P(A):%~l+%[l—P(A)],

P(A)=1—%P(A),
gP(A)=1,
P(A)=§

e 3, pilel Beata — megunva, hogy Andrea nye-
. résének mindig nagyobb a valosziniisége — 1j jatékot
i javasol: felvaltva dobnak egy pénzérmével. (Andrea
dob elsdnek.) Az nyer, aki el6szor dob iras utan fejet.
Mennyi a jatékosok nyerésének valoszintisége?

Megoldas:
Annak a valdsziniisége, hogy az n-edik dobés eredménye lesz

el8szor iras utan fej: P(p=n)= nz_—nl ahol n 1-t6l kiilonb6z6

pozitiv egész szam, ugyanis a kedvezd sorrendek:

9.4 abraRepil a pénz
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Sorszam 1. 2. 3. n-2. n-1. n.

1. f f f f i
2. f f f i i f
- f i i i i f

Andrea akkor nyer, ha paratlanadik dobasra lesz eldszor hatos az eredmény, azaz:
= 2k 4, 5
P(A)=) — == és P(B)=1-P(A)=—.
2 9 9
A gréfos modszer is alkalmazhat6, igy elkertlhetjuk a valds
e szamsorok alkalmazésat. Tekintsilk a 9.5. &bran lathatd gréafot!

Az els6é dobasnal Andrea % valdszintiséggel dob fejet, ebben az

esetben Beata keriil abba a helyzetbe, amelyben Andrea volt az

1 1
2 2 elsé dobas elétt, ekkor Andrea nyerési valosziniisége 1— P (A).
6 @ Am % annak a valdsziniisége, hogy Andrea nem fejet dob, ek-
kor az nyer, aki ezutan el6szor fejet dob. Beata kovetkezik, igy
1-P(A) %

az 0 nyerési valdszintisége — a 2. példa szerint — 3 Ebbdl ko-

9.5. dbra Ugyanaz masképpen | vetkezéen Andread 5

P(A)=5(-P(A) 55,

P(A):%—%P(A)Jr%,
S

P(A)=g.

9.6. abra Véletlen vagy szerencse?
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JIINEHTY
IETIEDNIELNE

Lehet egy dimenzioval tobb?



A térgeometria tanulmanyozéasa soran az euklideszi geometria-
nak a Hilbert (1862—1943) altal a XIX. szazad végén moderni-
zalt rendszerét hasznaljuk, éppen Ugy, ahogyan az a sikgeometri-
ai tanulméanyokban tortént. (Természetesen kozépiskolai szinten
j6 néhany kijelentést, illetve tételt természetesnek fogadunk el,
igy igazolasuk fel sem meriil.) Roviden 6sszefoglaljuk, hogy mi
ennek a lényege. Alapfogalomként tekintiink a pont, egyenes,
sik szavakra, mivel ezeket mas szavakkal csak kordlirni tudjuk,
meghatarozni nem. Ugyancsak alapfogalomként hasznaljuk pl.
az illeszkedik (,,rajta van”) kifejezést. Elfogadunk olyan allita-
sokat, idegen szoval mondva axiomakat, amelyeket egyszeriibb
allitasokra mar nem vezetiink vissza. (\Val6jaban a hilberti rend-
szerben 6t axidmacsoportba vannak besorolva az axidomak.)

1.1. &bra David Hilbert (1862—-1943)

Néhéany axioma:

Két ponthoz mindig tartozik egy egyenes, amely mindkettdre illeszkedik.

Van harom olyan pont, amelyek nem illeszkednek egy egyenesre.

Van négy olyan pont, amelyek nem illeszkednek egy sikra.

Ha két szakasz egybevago egy harmadikkal, akkor egymassal is egybevagok.

Ha AB és CD két adott szakasz, akkor van olyan n pozitiv egész szdm, hogy a CD szakaszt A-t6l
a B irdnyaban n-szer felmérve taljutunk B-n. (Arkhimédész-féle axioma.)

Ha adott egy e egyenes és egy rajta kivili P pont, akkor az adott pont és egyenes sikjaban csak
egyetlen olyan e” egyenes létezik, amelyen rajta van P és nem metszi az e-t. (Parhuzamossagi
axioma.)

b 28 48 28 4B 4

4

Az alapfogalmak, valamint az axiémak segitségével tovabbi fogalmak definialhatok, és le lehet ve-
zetni a geometria tételeit. Hangsulyozni szeretnénk azonban, hogy altalanos és kdzépiskolai szinten
sem szokés a bizonyitasokat ilyen precizitassal elvégezni. A lényeg az, hogy ezt elvileg minden tétel
kapcsan meg lehetne tenni.

1.7, A térelemek kblestnbs helyzete

A pont, egyenes és sik 6sszefoglald neve: térelemek. Egymassal val6 kapcsolatukat egyrészt az axi-
omak irjak le, masrészt bevezetiink rajuk néhany szemléletes fogalmat. Egy egyenest egy pont két
félegyenesre, egy sikot egy egyenes két félsikra, a teret egy sik két féltérre bontja.
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Dafini<do Két kiilonb6z6 egyenes metszd, ha egy kozos pontjuk van.
+ Két egyenes kitérd, ha nincsenek azonos sikon.
¢ Két sik metsz, ha pontosan egy kozos egyenesiik van.
Két sik parhuzamos, ha nem metszo.
: Egy egyenes parhuzamos egy sikkal, ha nincs kdzos pontjuk.
Egy egyenes metszi (dofi) a sikot, ha pontosan egy kdzos pontjuk van.

.....................................................................................................................................

. pdlds Tekintsik az 1.2. abran lathatd
ABCDEFGH kockat! (Ez a kocka szokasos betlizése.)
A cslcsai segitségével adjunk meg Pk A
a) metsz0, parhuzamos, kitéré egyeneseseket;
b) metszd, parhuzamos sikokat!

Megoldas: c
a) A definiciok alapjan pl. metsz6 egyenesek: AB és AE, EB és

EG, EC és HB. Parhuzamos egyenesek pl.: AB és HG, AC és A

EG, HD és FB. Kitér6 egyenesek pl.: AB és EH, FB és CD, EF

és HD. ‘ 1.2. abra Kocka a szokasos

b) Metsz6 sikok pl.: ACE és ABE, ACH és HDB. Jelolésekkel
Parhuzamos sikok pl.: ABC és EFG, AEB és DCG.

ZAPEIUH Fel lehet-e darabolni egy kockat
a) 15;  b) 50 kisebb kockara?

Megoldas:

a) Konnyti latni, hogy az ¢élek felezési pontjaira illeszkedd, a
kocka lapjaival parhuzamos sikokkal 8 egybevagé kisebb koc-
kara darabolhat6 a kocka. A keletkez6 kockak koziil egyre meg-
ismételve az eljarast 8 —1 = 7-tel nd a darabok szama, igy éppen
15 kocka adodik.

b) Az ¢élek negyedeld pontjaira illeszkedd, a kocka lapjaival
parhuzamos sikokkal 64 egybevagd kisebb kockara darabol-
haté a kocka. A keletkez6é kockak koziil kétszer 8-at nagyobb
kockava ,,olvasztva 6ssze”, a megmaradd kockak szdma éppen
64-16+2=50.

Nehéz kérdés, hogy mely n-ek esetén darabolhaté fel a kocka »
darab kisebb kockara? Bizonyitott, hogy ez pontosan akkor le-
hetséges, ha n =1,8,15,20,22,27,29,34,36,38,39,41,43,45,46
vagy n > 48.

. 1.3.abraRubik-kocka

| 1.4. dbra 8 kockara osztott kocka

207

MatEm_Book.indb 207 2012.07.05. 12:06:22



ergeometnal

1.2, Atérelemel hajlidsszige

El6szor két egyenes hajlasszogével foglalkozunk. A sikgeometriabol ismert, hogy ha az egyenesek

metszik egymast, akkor hajlasszogiik a keletkezd két-két egyenld cstcsszog koziil a nem nagyob-
bik, tehat legfeljebb 90°. Ha az egyenesek parhuzamosak, akkor
hajlasszogliket 0°-nak vessziik.

Daiini<ld Két kitér6é egyenes hajlasszogén azt a

¢ szoget értjiik, amelyet egy adott ponton &t vellik parhu- :

i zamosan hiizott metszé egyenesek zarnak be. :

1.5. ébra Metszé egyenesek e e e e T e e e e e e e T e e aietaTaTs. .

A definiciobdl latszik, hogy két kitérd egyenes hajlasszoge legfeljebb 90°. Egyenesek hajlasszo-
gének meghatarozésara vektorokat is hasznalhatunk pl. oly médon, hogy tekintlink az egyeneseken
két, egysegnyi hosszu irdnyvektort és képezziik ezek skalaris szorzatat. A részletek végiggondolasat
az olvasora bizzuk. Most ratérlink egy egyenes és egy sik hajlasszogére, feltéve, hogy az egyenes
nem illeszkedik a sikra. Ha az egyenes parhuzamos a sikkal, akkor hajlasszdgliket 0°-nak vessziik.
Abban az esetben, ha az egyenes dofi a sikot, elészor a merdlegességet vizsgaljuk.

.................................................................................................................................

Dafini<io Egy egyenes merdleges egy sikra, ha minden olyan egyenesre meréleges,
+ amely illeszkedik a sikra.

.....................................................................................................................................

Ezzel a meghatarozassal az a gond, hogy nehezen alkalmazhatd. A kovetkezd eredmény viszont
nagyon jél hasznalhatd feltételt tartalmaz.

................................................................................................................................

~ Tétel Egy egyenes pontosan akkor merdleges egy sik két metszé egyenesére,
i amikor a sik minden egyenesére merdleges.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

Az nyilvanvald, hogy ha az egyenes merdleges a sikra, akkor a
sik barmely két metsz6 egyenesére is merdleges. A masik irany
bizonyitasat vektorok segitségével végezziik. Legyenek a sik
metsz§ egyenesei a €s b, a r4juk meréleges egyenes pedig f. Az
a és b egyenesek metszéspontjat jelélje O. Inditsunk (nem nulla)

vektorokat O kezdéponttal rajtuk, legyenek ezek a és b . Ve-
gyuk fel az f egyenesen az f-t. Tekintsiik a siknak egy v egye-
1.6. abra Vektoros bizonyitds | nesét, amelyen vegyik fel a v-t.

A vektorgeometriabol ismert, hogy létezik olyan o és B valés szam, hogy v=oaa+ fb.
A vektorok skal&ris szorzatérdl tudottak miatt:

fv="T-(aa+pb)=afa+pfb=a-0+4-0=0.
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Itt felhasznaljuk azt az ismert tételt, hogy két vektor pontosan akkor merdleges, amikor skalaris
szorzatuk 0. Ennek értelmében f és v mer6legesek, igy allitasunkat igazoltuk.

Konnyt igazolni, hogy egy sikra nem illeszkedd ponton at csak egy olyan egyenes huzhatd, amely
merdleges a sikra, ez alapjan természetes a kovetkez6 fogalom.

.................................................................................................................................

Dafini<io Ha egy P pont nem illeszkedik egy adott S sikra, akkor a P-nek a sikra
© es6 merbleges vetiilete az a P” pont, amelyben a P-re illeszkedd, S-re merdleges egyenes :
: dofi a sikot.

.....................................................................................................................................

Egy egyenes merdleges vetiiletén a pontjainak merdleges vetiiletét értjiikk. Ha az egyenes merdleges
a sikra, akkor ez egyetlen pont. Ha egy egyenes nem merdleges az adott sikra, akkor egyszertien iga-
zolhat6, hogy a sikra esé mer6leges vetiilete egyenes. Ha az egyenes dofi a sikot, akkor merdleges
vetiiletét a doféspont és egy tovabbi pontjanak merdleges vetiilete egyértelmiien meghatarozza.

............................................................................... G
s : E P
Dzfinido Ha az e egyenes dofi az S sikot, de :
¢ nem mer6leges ra, akkor e és S hajlasszoge az a szog, :

amelyet e az S-re esé ¢’ merdleges vetiiletével zar <>
be. : 2N

...................................................................................

3. palea) Tekintsiik az ABCD derékszogfi tetraédert, ahol a D csticshoz tartoz6 élek
paronként mer6legesek. Igazoljuk, hogy D mer6leges vetiilete az ABC sikon az ABCa
magassagpontja!

Megoldas: ¢
Jelolje T a C mer6leges vetiiletét az AB élen, és M a D merdle-
ges vetiiletét az ABC sikon. A tovabbiakban tébbszor is kihasz-
naljuk, hogy ha egy egyenes merdleges egy sikra, akkor annak
barmely egyenesére mer6leges, tovabba, hogy ha egy egyenes
merdleges egy sik két metszo egyenesére, akkor a sik barmely
egyenesére merdleges. B
CDLlS,;;, =CD_LAB, CT L AB=S.;; LAB. g

Mésrészt T

DM 1S,,. =DM L AB, DT L AB=S,;,, L AB,
kovetkezésképpen M rajta van CT-n, azaz az ABCa AB-hez tar-
toz6 magassagan. A fentihez hasonlé mddon igazolhato, hogy a Y
masik két magassagon is rajta van, tehat M az ABCa magas-
sagpontja.

1.8. &bra A 3. példaban szerepld
tetraéder
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Veégul két sik hajlasszogével foglalkozunk. Ha a két sik parhuzamos, akkor hajlasszogiiket 0°-nak
vessziik. Két olyan sik esetén, amelyek nem parhuzamosak, létezik pontosan egy kdzds egyenesiik,
amelyet gyakran metszésvonalnak is mondunk.

...............................................................................

/ Dafinicid Két metsz0 sik hajlasszoge az a szog,
¢ melyet Ugy kapunk, hogy a metszésvonal valamely P :
i pontjan at merdlegest allitunk a kzos egyenesre mind-
i két sikban és tekintjiik e két egyenes hajlasszogét.

...................................................................................

A definiciobol kideriil, hogy két metsz6 sik hajlasszoge legfel-
jebb 90°. Vilagos az is, hogy a két egyenes kozos sikja mer6le-
ges a metszésvonalra. Két sik hajlasszogét vektorok segitségé-
vel is meg lehet hatarozni, ha a sikokra merdleges egységvektorokat (in. normalisokat) tekintiink és
képezzik ezek skaldris szorzatat. A részletek végiggondolasat az olvaséra bizzuk.

1.9. abra Két sik hajlasszége |

@ 4. p3lds Hatarozzuk meg az ABCDEFGH kocka cslcsai altal meghatarozott ABC
© €s ACH sikok hajlasszoget! g

H G Megoldas:

Feltehetjlik, hogy a kocka éleinek hossza 1. Mivel az ACH ha-

£ romszdg szabalyos, ezért az AC négyzetatlo P felezési pontjara:
F HP L AC. Nyilvanval6, hogy DP L AC, ezért a két sik hajlas-

szogére vonatkozo definicié miatt DPH £ =« a két sik hajléas-

szoge. Mivel DP = , igy a HDP derékszogii haromszogbol:

L 2= a~5470

N

©
&

tga

A B
1.10. 4bra Mekkora az a? lesz a két sik hajlasszdgének értéke.

1.3. Atérelemek tdvolsiaga

A térelemek tavolsagaira vonatkozo definiciok megfelelnek annak a szemléletes elvarasnak, amely
két alakzat kozotti legrovidebb szakasz hosszaként tekint a tavolsagra. (A pontos tavolsagfogalom
ennél bonyolultabb, de nekiink itt nem lesz ra sziikségiink.)

.................................................................................................................................

.....................................................................................................................................
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.................................................................................................................................

Dafinicid Egyenes és ra nem illeszkedd pont tavolsaga a pontnak és az egyenesre
s0 merdleges vetiiletének a tavolsaga.

.....................................................................................................................................

/ Dzfinicdd Sik és ra nem illeszkedd pont tavolsdga a pontnak és a sikra esé merdle- :
es vetliletének a tavolséaga.
UETID] Két parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes valamely pontjanak :
masik egyenestdl vett tdvolsaga.
/ Dailnicid Keét parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik valamely pontjanak a masik :
iktol vett tavolsaga.

.....................................................................................................................................

Nehezebb kérdés, hogy mit értsiink két kitérd egyenes tavolsagan? Igazoljuk az alabbi, szemlélete-
sen nyilvanval6 allitast.

Két kitéré egyeneshez pontosan egy olyan szakasz létezik, amelynek vég- :
i pontjai a két egyenesen vannak és amely mindkét egyenesre merdleges.
¢ (A szakasz neve: normaltranszverzalis szakasz.) :

Bizonyitas:

Legyenek az egyenesek e és f. Tekintsiik az f valamely Q pontjan
atmend, e-vel parhuzamos e, egyenest. Az f és e, altal kijel6lt
S sik parhuzamos e-vel. (Miért?) Vetitsiik most az e egyenest
merdlegesen az S sikra, a vetiilete legyen €. Vegyik észre, hogy
e ésfmetsz0 egyenesek lesznek, hiszen g, és e’ is parhuzamos
e-vel. Ha P’ jel6li a metszéspontot, P pedig az e egyenes azon
pontjat, amelynek merdleges vetiilete P’, akkor a PP’ szakasz
f-re és e-re is mer6leges. A gondolatmenetbdl az is konnyen ki-
olvashatd, hogy csak egy ilyen szakasz van, tovabba ez a legro-
videbb szakasz a két egyenes kdzott.

1.11. &bra Kitérd egyenesek

tavolsaga
Két kitérd egyenes tivolsidgan a normaltranszverzalis szakasz hosszat :
000,
L] L)
LJ L)
. 211 ]
L[]
L] ‘
° (]
L) LJ
[ ] L]
o, _ _a®
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\'_/ 3. pals Szémitsuk ki az egységnyi élhosszUsagl szabalyos tetraéder két szem- |
kozti élegyenesének tavolséagat! (A szabélyos tetraéder olyan test, amelyet négy szabalyos
haromszog hatarol.) E

Megoldas:

A tetraéderek szemkozti éleinek egyenesei nyilvanvalé médon
kitérd helyzetiiek. Tekintsiik az ABCD szabdlyos tetraéder BC és
AD éleit! Legyenek az élek felezési pontjai E, illetve F. Belatjuk,
hogy az EF szakasz mindkét élre merbleges, ezért a hossza lesz
a két él egyenesének tavolsaga. Mivel BCD és BCA szabalyos
haromszdgek, ezért BC L DE és BC L AE, kovetkezésképpen
BC L S,.c, deigy BC L EF. Teljesen hasonl6an mutathato ki
az, hogy AD L EF. Ismert, hogy a szabalyos haromszég ma-

V3 V3

gassaganak hossza 7-szerese az oldalénak, igy AE =5

1.12. dbra Szabalyos tetraéder

szemkozti élei Az AEF haromszogre alkalmazva a Pitagorasz-tételt:

EF =vVAE? - AF? = /%—%:%

1. Hany kiilonb6z6 sikot hataroznak meg egy kocka csticsai?

2. Adott az ABCDEFGH kocka. Mekkora szoget zarnak be a kovetkez6 egyenesek:
a) AH és BC, b) AF és ED, ¢) AC és DG?

3. Tekintsiik egy adott szakasz felezési pontjara illeszkedd valamely sikot. Igazoljuk, hogy a sza-
kasz végpontjai egyenl6 tavolsagra vannak a siktol!

4. Az ABCD téglalap oldalai AB=8cm és BC =6cm. A D csticsaban merblegest emeliink a
téglalap sikjara, amelyen felvessziik az E pontot Ugy, hogy DE = 3,6 cm. Hatarozzuk meg az E
pont tavolsagat a téglalap AC atléjatél! Mekkora szoget zar be az EAC sik a téglalap sikjaval?

5. Az ABCD téglalap sikjan kivili P pontnak a téglalap A, B, C és D csUcsatél vett tavolsagai rend-
re a, b, ¢ és d. Igazoljuk, hogy a® +c¢® =b*+d?!

6. Igazoljuk, hogy a kocka elmetszhetd ugy egy sikkal, hogy a metszetsokszog:
a) szabalyos haromszo6g; b) szabalyos hatszog!

7. Vaghato-e egy fakockan olyan lyuk, amelyen az eredetivel egybevagé kocka atfér?

8. Az S, és S, sikok hajlasszoge . Vegyunk fel az S, sikon egy haromszoget, amelynek terlilete T.
Igazoljuk, hogy ha a haromszoget merdlegesen vetitjiik az S, sikra, akkor a vettiletének tertilete
T-cosa lesz!

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Koényvkiado.:
629-639. feladatok
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2o ALenEraisuie mdr el nalyais aigieidear ndndny nayzizias punija

A sik alakzatainak tanulméanyozésa soran talalkoztunk mar a kovetkezd kérdéssel: adott tulajdon-
sagu pontok hol helyezkednek el a sikon? Most megvizsgalunk néhany nevezetes ponthalmazt a
térben. A térben is figyelnlink kell a mértani hellyel kapcsolatos allitasok bizonyitasanal arra, hogy
nem elég csak azt megsejteni, hogy mi lehet az adott ponthalmaz. Igazolnunk kell, hogy az alakzat
minden pontja jé, és azt, hogy mas pontok nem felelnek meg.

.................................................................................................................................

Dafini<io Azon pontok halmazat a térben, amelyek egy adott pontt6l adott tavolsag-
ra helyezkednek el, ggmbfeliletnek nevezziik.

Az adott pont a gémb kdzéppontja, az adott tavolsag a gémbfe-
Ilet sugara. Azok a pontok, amelyek legfeljebb akkora tavolsag-
ra vannak a kézépponttdl, mint a sugar, alkotjak a gémbtestet.
Ha nem okoz félreértést, akkor réviden a gémb szo6t hasznaljuk
mind a gémbfelllet, mind a gdmbtest helyett. (Ahhoz hasonlé-
an, ahogy a korvonal és a korlap helyett egyarant szoktunk kért
mondani.)

\:Y:‘/ ‘J.udlds Igazoljuk, hogy ha egy gombfeliiletet 2.1. Abra A Fold a vilagiirbél
elmetsziink egy sikkal, akkor a metszet kor! :

Megoldas:
Tegytik fel, hogy a gomb O kdzéppontja az S siktél d(<r) ta-
volsagra van. Vetitsiik mer6legesen az O pontot S-re, igy adodik
az O’ pont. Ha P a gombfeliilet és a sik kozos pontja, akkor
OO0’ L PO’, igy a Pitagorasz-tétel szerint:
O'P =+/r? —d? =allandé.

A kor definicoja miatt ez azt jelenti, hogy a P pontok az S

sikban 1évé O” kozéppontd kort alkotjak.

A sikon jol ismert a szakaszfelez6 merdleges mértani hely tulaj-
donsaga. Vajon van-e térbeli megfeleldje ennek? Vilagos, hogy a
szakaszra merdleges, a felezési pontjara illeszkedd sik pontosan
egy van, igy nem meglepd az alabbi eredmény.

2.2. &bra Gomb és sik metszete
-

\

................................................................................................................................

~ Tétel Azoknak a pontoknak a mértani helye a térben, amelyek egy adott szakasz
i vegponjaitol egyenld tavol vannak, a szakasz felezomerdleges sikja.

.....................................................................................................................................

=
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Bizonyitas:

Konnyi latni, hogy a felezdmeréleges sik minden P pontja
egyenlé tavol van A-t0l és B-t6l, hiszen AFPa = BFPa. Lehet-e
a sikon kivil is ilyen tulajdonsagt pont? Tegy(k fel, hogy a Q
pont nincs rajta a sikon. Ha az AB szakaszon van, akkor nyilvan
nem tartozhat a keresett mértani helyhez. Ha nincs rajta az AB
szakaszon, akkor dsszekotve A-val és B-vel létrejon az abran lat-
hat6 P metszéspont és a QPB haromszdg. (Az abran Q a siknak

P
F B
/ B feldli oldalan van.) A haromszog-egyenlétlenség miatt:

=

AQ =AP+PQ=BP+PQ>BQ.
Ez azt jelenti, hogy Q nem tartozhat a mértani hely pontjai kozé.

2.3. dbra Szakasz felezémerdleges ‘ Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
sikja

A sik, illetve a tér alakzataira vonatkozo6 tételek kozott szamos analogia figyelheté meg. A kovetkezo
tétel ennek jellegzetes példaja. Sikbeli parja: a haromszognek van koré irt kore.

2, paldy Igazoljuk, hogy minden tetraédernek van koré irt gombje! (A koré irt
gomb olyan gombfeliilet, amelyre illeszkedik a tetraéder mind a négy csticsa.) ]

Megoldas:

Akkor létezik ilyen gdmb, ha van olyan pont a térben, amely a
tetraéder négy csticsatol egyenld tavolsagra fekszik. Az el6z6
tétel miatt a keresett pont rajta van az AB, illetve BC ¢l felez6-
mer6leges sikjan. A két sik e metszésvonala az ABC haromszdg
koreé irt kor kozéppontjadban az ABC lap sikjara allitott mer6le-
ges egyenes. (A metszésvonal merbleges AB-re és BC-re, igy az
ABC sikjara is.) Tekintsiik most pl. az AD ¢l felezémeréleges
sikjat! Jeldlje O ennek a siknak az e-vel vett metszéspontjat. (Ez
mindig [étrejon.) Vilagos, hogy O egyenld tavol van a tetraéder
2.4. abra A tetraéder koré irt gomb négy csucsatol, tovabba a gondolatmenetbdl az is kitlinik, hogy
kozéppontja csak egy ilyen pont van.

Két, kozos hatarold egyenessel bird felsik un. lapszo-
get hataroz meg, melynek nagységa a két félsik hajlasszoge.
A félsikoktol egyenld tavol 1év pontok halmaza a lapszogtarto-
many belsejében az un. lapszogfelezd félsik. Ennek segitségével
igazolhatd a haromszog beirt korének létezésére vonatkozd tétel
parja a térben: minden tetraédernek van beirt gombje. A rész-
letek végiggondolasa a 2.4. &bra alapjan nem nehéz.

Befejezésll a tetraéder sulypontjaval foglalkozunk.

.................................................................................................................................

Dafinledo Salyvonalnak hivjuk a tetraéderben az olyan szakaszt, amely valamely :
¢ csUcsat a szemkozti lap sulypontjaval koti 6ssze. (Ez azt jelenti, hogy a tetraédernek dssze-
i sen négy stlyvonala van.)

.....................................................................................................................................
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................................................................................................................................

A tetraéder sulyvonalai egy pontra illeszkednek, ez a pont (a sulypont) a
tetraéder mindegyik stlyvonalat a csticstol szamitva 3:1 aranyban osztja. :

S
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:
Tekintslik az ABCD tetraéder AS, és DS, sulyvonalait! Mivel S,
és S, is rajta van az AED sikon, igy ezek a sulyvonalak metszik
egymast. A metszéspont legyen S. Tekintettel arra, hogy az S,
és S, pont is egy-egy haromszog sulypontja, érvényesek a ko-
vetkezok:
ES,:SD=ES,:S,A=1:2

A parhuzamos szelék tételének megforditasa alap-
jan S;S, || AD, igy akkor a szeloszakaszok tétele miatt
S,S, : AD =1:3. Az elmondottakbol azonnal kovetkezik, hogy B
S,S,Sa~ ADS 4, tovabba a hasonlosag aranya 1:3. Azt kaptuk,
hogy a tetraéder barmely két sulyvonala a csucspontoknal 1évo
végeiktdl szamitva 3:1 aranyban metszi egymast. Ebbdl a tétel allitasa nyilvanvaldan adodik.
(Megjegyezzik, hogy a tetraéder stlypontjara vonatkoz6 tételt vektorok felhasznalasaval is elegan-
san be lehet bizonyitani.)

Atetraéder geometridjanak tanulmanyozasa soran még tovabbi analdgiakat is feltartak a harom-
szoggel kapcsolatosan. Néhany ilyennel még talalkozni fogunk a késébbiekben.

s odtvea B S 4

1. Igazoljuk, hogy ha egy sik érint egy gdmbot, akkor az érintési pontba huzott sugar merdleges a
sikra!

L 2.6. &bra Tetraéder stlypontja

. Igazoljuk, hogy ha két gombfeliilet metszi egymast, akkor a metszetiik kor!
. Mi azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyekbdl egy adott szakasz derékszogben latszik?
. Igazoljuk, hogy minden tetraédernek van paralelogramma sikmetszete!

o b~ w DN

. Igazoljuk, hogy a tetraéder beirt gombjének sugara a koriilirt gomb sugaranak legfeljebb a har-
madrészével egyenl! Melyik nevezetes, haromszogre vonatkozé allitasnak lesz ez a térbeli
megfeleldje?

BUATmErtanitestek

3.1. Elnevezések és tulajdonsigok

El8szor a sokszoglapokkal hatarolt testekkel, a poliéderekkel foglalkozunk. Mar altalanos iskolabdl
ismert a legegyszerlibb poliéder, amelyet négy haromszoglap hatarol: a tetraéder. Ha egy tetraéder
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minden éle egyenld, akkor szabalyos tetraéderrdl beszéliink. Az elézdekben belattuk, hogy minden
tetraédernek van koré irt gdmbje, beirt gémbje és sulypontja. A tetraéder az tn. gulak kozé tartozik.

...............................................................................

/ Dafinicid Egy sokszoglap kertiletének minden
¢ pontjat dsszekotjik egy olyan ponttal, amely nincs a :
i sokszog sikjaban. Az igy kapott test neve gula. 3
: Az adott sokszog oldalszama alapjan szokas n-szog ala- :
: pl gularol beszélni. :

piramis

...................................................................................

...............................................................................

/ Usfinfels  Tetraédernek nevezziik a haromszog :
lapu gulat. :

b) agulacsicsa

...................................................................................

Az adott sokszoget a gula alaplapjanak (alapjanak), a sokszog
oldalait alapéleknek, az adott pontot a gula cstcsanak hivjuk.
A gtila cstcsat az alapsokszog csucsaival 6sszekotd szakaszokat
oldaléleknek nevezziik. Egy alapél és két szomszédos oldalél
hatarol egy un. oldallapot, a gula oldallapjai tehat haromszdgek.
A gula csucsabdl az alapjanak sikjara bocsatott merdleges sza-
kasz a gula magassaga. A gula cstcsabol valamely alapél egye-
nesére bocsatott meréleges szakasz neve: oldallapmagassag.
alapél Ha egy gula alapja szabalyos sokszdg és csticsa az alapsokszog
3l.a)b)adbraGulak | kdzéppontjaban az alapra emelt merdlegesen van, akkor Sza-
balyos (n-szog alapti) gula a neve. A szabalyos gulak oldalélei
egyenlOk, szokas 6ket egyenes gulanak is mondani. A szabalyos
négyoldall gulat piramisnak hivjak.
(A legtobb, gulakkal foglalkozo feladat szabalyos sokszdg
alapu egyenes gulakkal kapcsolatos.)

oldalel

/ Dzfini€d Ha egy gulat az alapjaval parhuzamos
© sikkal elmetsziink, akkor a sikok kozotti testet csonka
: gulanak hivjuk. :

3.2.4braCsonkagala |

...................................................................................

A csonka gula magassaga a parhuzamos sikok tavolsaga. Az ere-
deti gula cstcsara nézve a sik altal levagott gula és a szarmaztat6
gula kdzéppontosan hasonld.

% 1.pidlda  Egy piramis alapélének hossza 81 mé-
ter, az oldalélek hossza pedig 114,5 méter.
a) Milyen magas a piramis?
b) Mekkora szdget zarnak be az oldalélek az alaplappal?
c) Mekkora szoget zarnak be az oldallapok az alap-

lappal?
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Megoldas:
Hasznaljuk a 3.4. abra jeldléseit. Mivel ABCD négyzet, ezért
AC =812 =~11455=TC = A_2C ~57,28.

A Pitagorasz-tétel miatt a magassag:

m=+/114,5° —57,28° = 99,1 méter.
Az E csucs mer6leges vetiilete T, igy az EC oldalél és az alaplap
hajlasszdgére az ETC derékszogii haromszogbdl:

A

cosa =Ez0,5:>a =60°.
EC

. , , . L, , [ 3.4 &braApiramis
Mivel az EBC és TBC haromszogek egyenld szartiak, ezért a BC P

él F felezési pontjara:

EF 1L BC, TF L BC.
A sikok hajlasszgére vonatkozo definicidt alkalmazva, az ETF derékszogii haromszogbél az oldal-
lap és az alaplap szOgére:

ET
tgf=— = B ~67,77°.
9P=rg="F

@ 2, udlda Egy négyzet alapl egyenes gulat az alapjaval parhuzamos sikkal elmet-
™ sziink. A keletkez csonka gula alaplapjénak éle 40 cm, fedélapjanak éle 30 cm, magassaga :
pedig 12 cm. ;
i a) Mekkora szoget zarnak be az oldallapok az alaplappal?
b) Milyen hosszuak az oldalélek?
i ¢) Mekkora az oldallapok magassaga?

Megoldas:

Hasznaljuk a 3.5. abra jeloléseit! Konnyt
latni, hogy az oldallap és alaplap o hajlas-
sz0ge az LMF derékszogli haromszogbol:

tga = % = a =67,38°.

Az oldallap magassaga az LF atfogo
hossza:

LF =+12% +5% =13 cm. L 35 abraNégyzet alapl egyenes csonka gula
Mivel AT az alaplap, GK pedig a fed6lap atlojanak fele, ezért

40V2 302 ¢ 5

2 2
A Pitagorasz-tételt alkalmazva:

AG = [(5v2) +12* =13,93cm,

ﬂ Dailni<io Ha egy sokszdglapot a sokszog sikjaval nem parhuzamos vektorral elto-
¢ lunk, akkor a sokszog az eltolas soran egy testet ir le, amelyet hasabnak neveziink. E

.....................................................................................................................................

AN = AT -GK =
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Az eredeti sokszdg a hasab alaplapja, a képsokszdg a hasab fe-
délapja. A hasabot az alaplap és a fed6lap, valamint a paralelog-
ramma oldallapok hataroljak. Az alapsokszdg oldalszama alap-
jan beszéliink n-oldalt hasabrol. Az alaplap és a fed6lap sikjanak
tavolsaga a hasab magassaga. A hasab szarmaztatasa soran az
alapsokszdg kerliletének valamely pontja és annak képe a hasab
egy alkoto6janak végpontjai. A hasab alkotoi parhuzamosak egy-
massal. Ha az alkotok (masképpen: a definicioban szerepld vek-
tor) merdlegesek az alaplapra, akkor egyenes hasabot kapunk,
ellenkez6 esetben ferde hasab a test neve. A paralelogramma
alapu hasabot paralelepipedonnak nevezzik. A téglatest egy
téglalap alapl egyenes hasab, a négyzet alapu egyenes hasab a
négyzetes oszlop, az egybevago négyzetekkel hatarolt téglatest
a kocka.

/ Dzfini€id Egy poliéder valamely hatarol6 lapja-
ak atlojat lapatlénak nevezziik. :

...................................................................................

.................................................................................................................................

/ Dailnicid Egy poliéder két, nem ugyanazon a hatarolo lapon 1€v6 csucsat dsszekotd :
zakaszt testatlonak hivjuk.

.....................................................................................................................................

7/ [
v Boplda Eoy téglatest lapatidinak hossza 13 cm, 2410 cm és 3V5 cm, §
i a) Mekkora a testatlok hossza? :

b) Mekkora szoget zar be egy testatlo a téglatest legrovidebb élével?

Megoldas:
Legyenek a, b és c a téglatest élei a 3.7. abra szerint. A Pitago-
rasz-tétel miatt a lapatlok négyzeteire:

a? +b? =45,
b? +c? =13,
c? +a? = 40.

i . — Osszeadva:
a’ +b*+c® = 49.
Ezért c=2, b=3, a=6.
Ismételten a Pitagorasz-tételt alkalmazva:
e’ =BD?*+c* =a’+b* +¢® = e =7 cm. (Ebbdl persze az is kideriil, hogy a téglatest testatloinak
hossza egyenlé.) Erdemes megjegyezni, hogy a téglatest testatlojanak hossza az élek hosszaval ki-

fejezve:
e=+a’+b’+c’.

3.7.4braTéglatest |
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A BHD derékszdgii haromszogbdl:

COSa=E=2=>az73,4°.
e 7

---------------------------------------------------------------------------------------------------

3.2, A szabilyos poliéderal

A konvex poliéderek lapjainak, éleinek és cslicsainak szama nem fliggetlen egymastol. Ha ezeknek
a szamat rendre |, e és c jel6li, akkor Euler nevezetes tétele szerint:

..............................................................................

c+l=e+2.

...................................................................................

(Val6jdban az 6sszefliggés nemcsak konvex poliéderekre érvé-
nyes, hanem minden olyan, un. egyszeresen &sszefliggd polié-
derre, amely ,,gombbé fujhato fel”. Eulerrdl érdemes tudni, hogy
a valaha ¢lt egyik legnagyszer(ibb matematikus volt. Téle szar-
mazik a kdzépiskolaban hasznalt matematikai jel6lések nagy ré-
sze. Hatassal volt a matematika egészére, jelentéségét nehéz tul-
becsiilni.) A tétel bizonyitasat nem részletezziik, legegyszertibb
igazolasa a lapok szama szerinti teljes indukcidval torténik.

Az 6korbol szarmazik a szabalyos test fogalma. Szokés eze-
ket Platon-féle szabalyos testeknek hivni.

L

| 3.8 4braEuler (1707-1783)

Az Euler-tétel segitségével igazolhatod, hogy legfeljebb 6t szabalyos test létezhet. Ezek mind létez-
nek is, és mar az okori gordg gondolkodok is megtalaltak dket:

A hatarolé szabalyos I

A test neve sokszogek © e
szabalyos tetraéder haromszdg 4 4 6
kocka négyzet 6 8 12
oktaéder haromszdg 8 6 12
dodekaéder oOtszog 12 20 30
ikozaéder haromszdg 20 12 30

29
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3.9. &bra A szabélyos testek

A szabalyos testek sok helyen megjelennek: pl. dobokockak,
kristalyszerkezetek, molekulaszerkezetek, képzomiivészeti al-
kotésok, irodalmi és filozofiai miivek.

1. Igazoljuk, hogy a hasabok éleinek szama oszthato 3-mal!

(LA ]
\ 0

y
X

3.10. 4bra Dob6kocka 2. Igazoljuk, ho’gy a kocka} alkalnllasafl me-gvélasztott négy csl-
csa egy szabéalyos tetraéder cslcsait adjal

3. Igazoljuk, hogy a kocka lapkozéppontjai egy szabalyos oktaéder csticsait hatarozzak meg!

4. Egy gula magasséaga 48 cm. A gula cslcsatol szamitva mekkora tdvolsagra kell metszeni a gulat
egy alapjaval parhuzamos sikkal ahhoz, hogy a metszet teriilete az alap tertiletének 25%-a le-
gyen?

5. Mekkora szdget zarnak be a szabalyos tetraéder lapjai?

6. Egy szabalyos haromszog alapti egyenes hasab alapterilete 25v/3 cm?, egy oldallapjanak teri-
lete pedig 80 cm®. Mekkora a hasab magassaga?

7. Egy szabalyos haromoldalu giula magassaga az alapél felével egyenld. Hatarozzuk meg az oldal-
lapok és az alaplap hajlasszogét! Hatarozzuk meg az oldalélek és az alaplap hajlasszogét!

8. Az ABCDE szabalyos négyoldalu gula E cstcsara illeszkedd, az AB alapéllel parhuzamos sik a
gulat egy 10 cm oldall szabalyos haromszdgben metszi. Hatarozzuk meg:
a) a gula magassagat; b) a gala éleinek hosszat;
c) a gula élben szomszédos hatarolo lapjainak hajlasszogét!
9. Péter Osszeallitott papirbol egy poliédert, majd olloval lapjaira vagta szét és a lapokat egy bo-
ritékba téve elkiildte Palnak. Igaz-¢, hogy Pal csak ugyanazt a poliédert rakhatja 6ssze beldliik,
LTI mint ami Péteré volt?
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10. Egy konvex poliédernek csak haromszog-, négyszog- és 6tszoglapjai vannak. Bizonyitsuk be,
hogy ha egy haromszoglapja és harom négyszoglapja van, akkor étszoglapjainak szama leg-
alabb harom! Ha van ilyen minimalis szamu 6tszdglappal rendelkezd poliéder, akkor adjunk
meg egy ilyet!

11. Igazoljuk, hogy a tér , kiparkettazhat6” egybevago tetraéderekkel!

12. Milyen n-re létezik n élii konvex poliéder?

13. Tekintsiik az ABCD derékszogii tetraédert, ahol a D csticshoz tartozo élek paronként merélege-
sek! Igazoljuk, hogy ha m a D csticshol indulé magasség hossza, akkor

1 1 1 1

= + + !
m’ AD* BD? CD?

Tovéabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Konyvkiado.:
619-628. feladatok

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000004

N ehanytovabbitest

A tovabbiakban leirunk néhany, a gyakorlati alkalmazasokban és a természetben is sokszor felbuk-
kano testet, és ismertetjik a velik kapcsolatos elnevezéseket.

4.1. A lniipok

/ Dailnicid Ha egy korlap kerlletének minden
¢ pontjat Osszekotjiik egy, a kor sikjara nem illeszkedd :
i ponttal, akkor az igy kapott testet kipnak nevezzik.

...................................................................................

Az adott kort a kap alapkorének, az adott pontot a kip csu-
csanak, mig az 0sszekotd szakaszokat a
kip alkotoinak hivjuk. A kip magassaga
cstcsanak az alapkor sikjatol vett tavol-
saga. Az alkotdok dsszessége alkotja a pa-
lastot. Ha minden alkotd egyenlé hosz-
szU, akkor a kupot forgéaskipnak vagy
egyenes kipnak mondjuk. Ekkor a kip
cstcsa az alapkor sikjara a kozéppontban
allitott merdleges egyik pontja, a csucson
¢s a kor kdzéppontjan atmend egyenes a
kap tengelye. (A tengely korlli forgatas | 4.2, dbra Kipok

L 4.1 &braVulkani kip

a kip csucsa

forgaskup

tengely:
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a forgaskipot onmagaba viszi at.) A tengely és valamely alkoto altal bezart szoget a forgaskup fél
nyilasszogének nevezzik.

Dafiniio Ha egy kupot az alapjaval parhu-
zamos sikkal elmetsziink, akkor a sikok kozotti testet
csonka kupnak hivjuk.

feddkor

...................................................................................

A csonka kip magassaga a parhuzamos sikok tavolsaga. Az ere-
deti kup cslcsara nézve a sik altal levagott kip és a szarmaztato
kip kdzéppontosan hasonlo.

A forgaskup ilyen modon torténd csonkolasaval kapott tes-
tet forgasi csonka kdpnak hivjuk.
4.3. 4bra Csonka kup (Hasznaljuk ra még az egyenes csonka kup elnevezést is.)

alapkor

4.2, A hengerek

.................................................................................................................................

Dzfinicio Ha egy korlapot a sikjaval nem parhuzamos vektorral eltolunk, akkor a
¢ Kkorlap az eltolas soran egy testet ir le, amelyet hengernek nevezink.

.....................................................................................................................................

! forgashenger Az eredeti korlap a henger alapkare,
! a képe a henger fedokore. (Valdjaban

IET ‘ a korhenger kifejezést kellene hasznal-
; nunk, mivel azonban csak ilyenekkel
: foglalkozunk, mell6zziik ennek hangsi-
+tengely lyozasat.)

. A hengert az alapkor és a fedokor,

; valamint a palést hataroljak. A henger
! szarmaztatasa soran az alapkor kerlle-
l tének valamely pontja és képe a henger

4.4. a) b) 4bra Hengerek | egy alkotéjanak végpontjai. (Az alkotdk

Osszessége adja a palastot.) A henger al-
kotoi parhuzamosak egymassal. Az alapkor és a fedokor sikja-
nak tavolséga a henger magassaga. Ha az alkotok (masképpen:
a definicioban szerepld vektor) merdlegesek az alapra, akkor
egyenes hengert kapunk, ellenkezé esetben ferde henger a
test neve. Az egyenes hengert masképpen forgashengernek ne-
vezzik, mivel az alapkor és a fedokor kozéppontjan atmend, a
sikjukra mer6leges egyenes (tengely) koriili forgatas Gnmagaba
viszi at.

4.5. abra A kémény is forgashenger |

222
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1. Mekkora annak a forgaskupnak a nyilasszoge, amelynek alkotdja az alapkor sugaranak
a) kétszerese; b) haromszorosa?

2. Harom labdat egy henger alaku dobozba szeretnénk csoma-
golni Uigy, hogy mindegyik labda érintse a masik kettdt és a
doboz alapkorét, fedokorét, valamint palastjat. Mekkora a
doboz sugara és magassaga, ha a labdak sugara 6 cm?

3. Egy csavarvonal egy 5 cm sugard korhenger paldstjan
egyenletesen emelkedik felfelé. Milyen magas a henger, ha
a menetemelkedés szdge 5°-0s és a menet 4-szer keriili meg
a tengelyt?

5y Alteruletesifelszin Kiszamitasa

A terlet és a felszin fogalmanak kialakulasa a matematikaban hosszd folyamat volt, és szamos
mély kérdést vetett fel, melyekkel az (in. mértékelmélet foglalkozik. Kényviinkben mi messze nem a
legaltalanosabb terliletfogalmat szerepeltetjiik, tovabba bizonyitas nélkiil fogadunk el néhany olyan
dolgot, amelyeket a preciz felépités sordn igazolni szoktak. A felszin fogalméanak megalapozésara
még ilyen szinten sem vallalkozhatunk, mivel az messze meghaladja a kdzépiskolai tananyagot.

A sikidomok teriiletének meghatarozasat a sokszdgek teriiletének meghatarozasaval kezdjik.
Elfogadjuk, hogy a sokszogeknek van teriilete, amely egy pozitiv szam, tovabba megallapodunk a
kovetkezokben:

1) az egységnyi oldalhosszisagli négyzet teriilete lesz a

terliletegység;

2) egybevagd sokszdgek teriilete egyenld;

3) ha egy sokszoget egyenessel két sokszdgre darabolunk
fel, akkor a keletkez6 sokszdgek teriiletének dsszege az
eredeti sokszog teriiletével egyenld.

Ez utobbi teljes indukcioval konnyen kiterjeszthetd véges
sok darabra. Az is kovetkezik bel6le, hogy barmelyik rész terii-
lete kisebb az eredeti sokszdg teriileténél. (Bizonyitsuk be eze-
ket az allitasokat!)

5.1. Atéglalap terilete

Altalanos iskolaban azt tanultuk, hogy a téglalap teriilete T = ab, ahol a és b az egy csticsbél induld
két oldal hossza. Erre a képletre gy jottlink r4, hogy megszamoltuk adott egész szam oldalhosszU-
s&gu téglalapok esetén az &ltaluk tartalmazott egységnégyzetek szdmat. Ha a vagy b nem egész, sot
nem is racionalis szam, akkor az ismert képletet indoklas nélkil nem lehet elfogadni.
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................................................................................................................................

Az a és b oldalhosszisagokkal rendelkez6 téglalap teriilete: T = ab.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

Megmutatjuk, hogy ha két téglalap egy-egy oldala egyenld, ak-
kor teriiletiik aranya a masik két oldal aranyaval egyenld. Le-
gyen az egyenl6 oldalak hossza a, a masik két oldalé pedig b,
és b,, a terlleteik pedig T, és T,. Osszuk fel n egyenl6 részre a
b, hosszlsagu oldalt, majd mérjik fel a mésik téglalap b, hosz-

sz( oldalara tébbszdér egymas utan a E hosszu szakaszt, és az
5.2. 4bra Atéglalap felosztasa | ) " )
5.2. &bra szerint bontsuk fel egybevago kis téglalapokra mindkét

by

téglalapot. Tegytik fel, hogy a b,-re a = hossz(i szakasz k-szor fért ré teljesen, tehat a (k +1) -edik
n
mar felll ,,kiloég”. Ekkor egyrészt

k-Est <(k+1)-ﬁ<:>5£b—2<h+1,
n n n b n n
masrészt a megallapodasban szerepld 2) és 3) szerint

T, T, T
k-+<T, <(k+l)-—1<:>ES—2<E+
n n n T n
Ezekbdl leolvashato, hogy tetszbleges n pozitiv egész szam esetén
b, T 1
b T| n

. . 1 ,
(Gondoljuk meg, hogy a kiilonbségben szereplé mindkét tort adott n-re ugyanarra az — hosszl
n

1
-

(1) 0<

intervallumra esik a szamegyenesen.) Mivel — tetsz6leges pozitiv szamnal Kisebb lehet, ha n elég
n

nagy, ezért az (1) egyenl6tlenség csakis ugy teljesiilhet, ha az
abszoldtérték-jelen beldil 0 all, azaz
b b _T
o =]
] 2 2 Ezek utdn a téglalap teriiletére vonatkozo képlet Ggy ado-
dik, hogy a fent igazolt allitast alkalmazzuk kétszer az egyseg-
53.abraTeglalap terilete | négyzettdl elindulva. Ezt az 5.3. abran kovethetjiik nyomon.

5.2, A paralelogramma teriilete

A paralelogramma terlletképletét a legtobbszor ,,darabolassal” vezetik le: tdaraboljak hdromszdg
levagasaval és athelyezésével vele egyenlo tertiletli téglalapba. Szeretnénk felhivni a figyelmet arra,
hogy ez az eljarés ebben a formaban nem mindig mikddik. Erre az 5.4. dbra mutat rd, amelyen lat-
szik, hogy ami az egyik esetben megy, az a masikban nem.
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Ezért egy olyan gondolatmenetet mutatunk be, amelyik fligget-
len a paralelogramma alakjatol.

..............................................................................

a
. ' ,
- A paralelogramma teriilete T =am,_, :
i ahol a az egyik oldal, m, pedig a hozzé tartoz6 magas- :
i sagszakasz hossza.
Bizonyitas: m,
Hosszabbitsuk meg a paralelogramma szemkozti (parhuzamos)
oldalait és vegyiink fel az 5.5. abra szerint egy olyan téglalapot,
melynek oldalai a, illetve m, hosszlsaguak.

L 5.4 abra Megy — nem megy

Az AHGD trapézt az AB -ral val6 elto-
las atviszi a BEFC trapézba, igy teriletiik

D C G F
egyenld. Mivel a BHGC trapéz mindket-
tének része, ezért levonva teriiletiikbol
e trapéz teriiletét, a megmaradt terile-
A a B H a E

teknek egyenlSknek kell lenniiik. gy az
ABCD paralelogramma teriilete egyenld
a HEFG téglalap teriiletével, ami éppen
T =am,.

L 5.5. dbra Paralelogramma teriilete

5.3. A hdéromszbg teriilete

A haromszdg ismert teriiletképletét esetszétvalasztas nélkil egyszeriien megkaphatjuk a paralelog-
ramma tertiletképletéb6l. Ha az ABC haromszdg BC oldalanak F felezési pontjéra tikrozziik a ha-
romszog A csucsat, akkor egy olyan paralelogrammat kapunk, amelyet a BC oldal két, az eredetivel
egybevago, és igy egyenld teriiletii haromszdgre bont.

..............................................................................

. p " " am. ;s
i Ahéaromszog terllete T = 2“, ahol m, az a hosszusa- :

................................................................................... ; a B

. oz L 5.6. 4bra Haromszog terilete
Bizonyitas:

Az allités a fent leirtak, valamint az 5.6. dbra alapjan nyilvanvalo.
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1. Igazoljuk, hogy ha egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza a és c, tovabba egyeneseik tavol-
saga m, akkor a trapéz teriilete:

T= axe m!
2
2. Igazoljuk, hogy ha egy négyszog atloinak hossza e és f, tovabba az atlok mer6legesek egymasra,
akkor a négyszdog terilete:
ef
=—1
2
3. Igazoljuk, hogy ha egy konvex négyszog atloinak hossza e és f, az atlok hajlasszoge pedig ¢,
akkor a négyszog terilete:

T

Tzefsin(p!

4. Egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza 40 cm és 8 cm, a szarak hossza 20 cm és 32 cm. Mek-
kora a trapéz teriilete?

5. Egy derékszogl haromszog kertilete 20 cm, atfogdja 8 cm.
a) Mekkora a beirt kor sugara?
b) Mekkora a teriilete?

6. Az 5.7. dbran lathato téglalap oldalain két harmadol6-, egy
felez6- €s egy negyedeldpontot jeldltiink ki, melyek segit-
ségével létrehoztuk a benne 1évd négyszoget.

Hény szé&zaléka a négyszdg tertlete a téglalap teriiletének?

5.7. 4bra A 6. feladat dbrdja |

oo oo ©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

BREGYEDSTKIdomokderulete

6.1. A solszbgek teriilete

A sokszogek teriiletének kiszamitasara altalaban nincs olyan egyszer(i teriiletképlet, mint amilyet
pl. a paralelogramma esetén lattunk. A sokszogek haromszdgekre bontasaval teriiletiik kiszamitasa
visszavezethet6 a felbontasban szereplé haromszogek teriiletének kiszamitasara. Elég nyilvanvalo-
nak latszik, hogy a haromszdgekre val6 felbontas mindig lehetséges, ezt azonban be lehet bizonyi-
tani. Kdényvink teljes indukcidval foglalkoz6 fejezetében lathat6 erre egy olyan bizonyitas, ahol a
felbontas egymast nem metsz6 belsd atlokkal torténik. Most egy masik lehetséges utat vazolunk. Ha
a sokszog konkav, akkor az oldalegyenesek a sokszéglapot konvex sokszdgekre bontjak, amelyekre
mar a haromszogekre valé felbonthatdsag nyilvanval6. Bebizonyithatd, hogy a sokszog tertlete
fliggetlen a haromszdgekre val6 felbontasanak modjatadl.
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6.2. A sikidomok teriiletérdl dltaldban (Hiegészitd lecke)

Egy tetszOleges sikidom teriiletének értelmezéséhez és megha-
tarozasahoz elvezetd gondolatmenetet csak vazlatosan ismer-
tetjlik, mivel ez altaldban véve igen nehéz kérdés. Tételezziik
fel, hogy a sikidom korlatos, tehat lefedhetd pl. egy négyzettel.
Tekintsik a sikidomon belllre irt 0sszes sokszdget! Ezeknek 1é-
tezik teriilete, a mérészamok {t,,t,,t,,...} halmaza pedig feliilrél
korlatos, hiszen a sikidomot fed6 négyzet teriilete nyilvanvalo-
an fels6 korlat. Tekintsiik a sikidomon kiviilre irt sokszdgeket,
ezeknek szintén 1étezik teriilete, és a mérészamok {T,, T, Ty, ...}
halmaza alulrél korlatos, hiszen barmely beltlre irt sokszdg te-
rilete also korlat. Axioma rogziti (teljességi axioma, a szamok
valosak), hogy feliilrl korlatos nemiires szamhalmaznak van
legkisebb felsd korlatja. Ugyancsak érvényes, hogy alulrdl kor-
latos nemires szdmhalmaznak Iétezik legnagyobb alsé korlatja. Akkor mondjuk, hogy a sikidomnak
van terilete, ha a {t,,t,,t,,...} halmaz t legkisebb felsé korlatja egyenlé a {T,,T,,T,,...} halmaz T
legnagyobb als6 korlatjaval. A sikidom teriiletének mérészama ekkor a t =T szam. A f6 probléma
ezzel a definicioval az, hogy nem latszik beldle, hogyan lehet alkalmazni egy konkrét sikidom ese-
tén. Konyviink Analizis cimii fejezetében valaszt kapunk az ilyen kérdések egy részére. A hatarozott
integral fogalmanak ismeretében, a Newton—Leibniz-formulat alkalmazva kiszamithatjuk példaul a
kor vagy a parabolaszelet teriiletét.

[ 6.1 abraSikidom teriilete

Megemlitlink két nevezetes példat, hogy valamennyire érzékeltessiik a problémakdr mélységét.

% Peano olasz matematikus a XIX. szdzad végén konstrualt olyan gorbét, amely egy egység-
négyzet belsejének minden pontjan végtelen sokszor athalad, tehat ,kitdlti” a négyzetet.
Akkor a gorbének 1 lenne a teriilete...?

w  Tekintsilk az ABCD egységnyi oldalti négyzetlapot. Ertelmezziink két ponthalmazt a kvet-
kez6 modon: legyen H, azon pontok halmaza, amelyek az AB oldaltol raciondlis tavolsagra
vannak, H, pedig azon pontok halmaza, amelyek az AB oldaltél irraciondlis tdvolsagra van-
nak. Vilagos, hogy a halmazok k6zds pont nélkiliek. A fenti definicio alapjan kiilon-kilon
egyik ponthalmaznak sincs terlilete, az egyesitésiik azonban az ABCD négyzet, melynek
terllete 1.

S caues B NN 4

1. Egy paralelogramma egyik atl6jan kijeldlink egy pontot, és
rajta keresztlil parhuzamosokat hizunk a paralelogramma
oldalaival. Igazoljuk, hogy az abran szinezéssel jeldlt teriile-
tek egyenldk!

6.2. abra A szinezéssel jel6lt
tertiletek
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6.3. dbra Mekkora a 4. tertilet? |  6.4. &bra Melyik teriilet a nagyobb? |
2. Egy téglalapot két szakasszal négy téglalapra bontottunk, és a négy koziil harom kis téglalap
teriiletét ismerjiik. Mekkora a negyediknek a teriilete? (6.3. dbra)

3. Egy szabalyos kilencszdget 6 atlonak a 6.4. abran lathaté modon torténd behuzasaval felosztot-
tunk haromszdgekre. Melyik teriilet a nagyobb: a szinezett vagy az ures?

4. Igazoljuk, hogy egy korlatos sikidomba beleirt sokszogek teriiletének legkisebb felsé korlatja
legfeljebb akkora, mint a sikidom koré irt sokszdgek tertiletének legnagyobb also korlatja!

ecececcccecceccccccccccce ©0000000000000000000000000000000000000000000

/. Apoliederek felszine

Egy poliéder felszinén a hatarolé sokszdglapok tertileteinek dsszegét értjik. A tovabbiakban sorra
vesziink néhany, az alkalmazasokban gyakran el6forduld poliédert, és felirjuk a rajuk vonatkozo
felszinképleteket. A felszin mértékét mindig A fogja jeldlni (area = teriilet).

7.1. A téglatest és a kocka felszine

Mivel a téglatest szemkozti lapjai egybevagé téglalapok, ezért
felszine:
A=2(ab+bc+ca),

ahol a, b és c jeloli a kdzos cstcshol induldé harom él hosszat.
Ha a téglatest kocka, azaz hatérolé lapjai négyzetek, akkor a fel-
szin:

A=6a’

b
7.1. 4braTéglatest |
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7.2. A ndgyzet alapi egyenes gila (piramis) felszine

Ha a jeloli az alapél, m a testmagassag és m, az oldallapmagas-
sag hosszat, akkor a felszin:

A=a?+42 %
2

Mivel gyakori, hogy a és m az ismert adat, igy érdemes ezek
segitségével is felirni a felszint. A Pitagorasz-tétel szerint

(a)z . Na’+4m?
! 3 A

ezért 7.2. dbra Négyzet alapu

A=a’+ava®+4m?. egyenes gula

@ J. udlda Egy szabalyos négyoldall gula felszine 864 cm?, oldallapjainak magassa-
¢ ga pedig 15 cm. Mekkorak a gula élei? g

Megoldas:
Behelyettesitve a felszinre vonatkoz6 képletbe:

864 = a2 + 2192

< a?+30a—-864=0.

Ennek a masodfokUl egyenletnek a pozitiv megolddsa a =18, az alapél hossza tehat 18 cm. Az ol-
dalélek hossza a Pitagorasz-tétel segitségével hatdrozhatd meg (lasd a 7.2. abrat).

2
[%] +m? = +15° = /306 ~17,5.

Az oldalélek hossza tehat kb. 17,5 cm.

7.3. A négyzet alapi csonka giila felszine

Ha egy négyzet alapu egyenes gulat az alapjaval parhuzamos sikkal elmetsziink, akkor a metsz6 sik
és az eredeti gula alapja kozotti testet csonka gulanak hivjuk. Jeldlje a az alaplap, b pedig a fedélap
élének hosszat, tovabba m a csonka gula magassagat!

@ 2, uilds Fejezzik ki az a, b és m segitségével a csonka gula felszinét!
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Megoldas:
Hasznéljuk a 7.3. dbra jeloléseit, ahol m;,
jeloli egy oldallap magassagat. A felszin
4 egybevag0 szimmetrikus trapéz tertile-
tének (palast), valamint két négyzet te-
riletének az dsszege. Mivel KL =g és
.ll TF=2 ezért MF =22 igyaz LMF
derékszogli haromszogre alkalmazva a
© - )
Pitagorasz-tételt:

2
F m0= m2+(a__bj .
V 2

A
a
7.3. dbra A csonka gula felszine I Afelszin ezért:
a+b)- “bY
A=a2+b2+4w=az+b2+2(a+b) m2+(aTbJ =a’ +b? +(a+b)\4m’ +(a—b)’.
T

o 3.udlds  Viztarolot szeretnénk épiteni. Ehhez egy lefelé keskenyedd négyzet alapt
csonka gula formaji godrot astunk. A talaj szintjén 1évo négyzet oldala 10 m, a 2 m mély-
ségben 1év6 also négyzet oldala pedig 6 m. Szigetelési célbol foliat vasaroltunk a kibélelé- :
séhez. Legalabb hany négyzetméter foliat kell venniink, ha a béleléskor fellépd anyagvesz- :
teség 6%-0s, és csak egész m>-nyi mennyiség vasarolhato? :

Megoldas:
A felszinre vonatkozd képletbdl ki kell hagynunk a 10 m oldalt négyzet teriiletét, igy megkapjuk a
kibélelend¢ feliiletet. Behelyettesitve:

A=6"+16v4-2° +4° =126,51m?
Ha x m? a megvasarolt mennyiség, akkor a veszteség miatt
x-0,94 =126,51,

x =134,59.
Tehat legalabb 135 m? foliat kell vasarolnunk.

wam 7

1. Egy téglatest testatldja 27 cm, élei hosszlsaganak 6sszege 168 cm. Mekkora a téglatest felszine?
2. Az azonos nagysagu felszinnel rendelkez6 téglatestek koziil melyiknek a legrovidebb a testatloja?
3. Hatérozzuk meg a szabalyos tetraéder felszinét, ha magassaga 10 cm!

4. Hatarozzuk meg annak a szabalyos hatszdg alapu egyenes gulanak a felszinét, melynek alapéle
16 cm, oldalélei pedig 17 cm hosszuak!

g
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5. Hatarozzuk meg annak a poliédernek a felszinét, amelynek cstcsai egy 10 cm élhosszisagu
kocka éleinek felezési pontjai!

6. Tekintsiik az ABCD 1n. derékszogii tetraédert, ahol a D cstcsnal vannak a derékszdgek: az AD,
CD és BD élek paronként mer6legesek. Igazoljuk, hogy az ABCa teriiletének négyzete egyenld
a masik harom lap teriiletének négyzetdsszegével!

BiNehanyegyebitest felszine

se ey

Amint azt mar kordbban jeleztik, a felszin fogalma a matematika igen nehéz problémaéjanak bi-
zonyult, ezért csupan arra szoritkozunk, hogy néhany, az alkalmazasokban gyakran szerepld test
felszinének kiszamitasi madjat targyaljuk. Még igy is bizonyitas nélkil kell elfogadnunk pl. azt a
szemléletesen elég nyilvanvalonak tiing tényt, hogy a forgashenger vagy a forgaskup palastja sikba
terithetd. A gomb felszinével kapcsolatosan preciz bizonyitas csak az analizis eszkozeivel adhato.

8.1. A forgéshenger felszine

Jeldlje r a henger alapkorének sugaréat, m
pedig a magassagat. A henger paléstja sik-
ba teritve egy olyan téglalap, melynek ol-
dalai m, illetve 2zr hosszlsaguak, ezért
a felszin:

..................................................

A=2zr(r+m). :

------------------------------------------------

8.2, A forgéship felszine

A forgaskip palastja sikba teritve egy kor-
cikk, amelynek sugara a kup a-val jeldlt
egyik alkotdja, a korcikkhez tartozo koriv
hossza pedig 2zr, ahol r a kup alapkdoré-
nek sugara.

A korcikk teriiletére vonatkozo ismert
képletet alkalmazva adodik a forgaskdp
felszine:

................................................. 27r
. .

A=zrr(r+a).

| 8.2. abra Forgaskup felszine
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8.3, A forgési csonka p felszine

Ha egy forgaskupot (egyenes kdrkuipot)
az alapjaval parhuzamos sikkal elmet-
sziink, akkor a metsz6 sik és az eredeti
kap alapja kozotti testet forgasi csonka
kapnak hivjuk. Jelélje R az alapkér, r
pedig a fedokor sugarat, valamint a az
alkotok hosszat.

2R
A 8.3. abran 1év6 hasonlo haromszo-
8.3. bra Forgasi csonka kip felszine | gek miatt;
R a+x
—=——& Rx—rx=ar.
r X

A Kkiteritett palast tertlete két korcikk tertletének kildnbségeként szamolhato ki:
(a+x)-27R  x-2zr
2

=anR+7m (Rx—rx)=ma(R+r).
A felszin:

.....................................................................................................................................

8.4, A gbmb felszine

A gbmb sugarét r-rel jelolve a felszin:
\ ............................................................................... .
Tetel A=4rr?, :

....................................................................................

A preciz bizonyitas pl. integralszamitas felhasznélasaval végez-
het6 el.

* atmérdje 2 m, magassaga 1 m. Legalabb hany m” anyag :
i kell a tartaly elkészitéséhez, ha a veszteség 6%-0s?
i (Az eredményt egész szamra kerekitve adjuk meg!)

Megoldas:
Az alap és a palast teriilete 0sszesen:
722 +27-1-1=37 m?,
igy, ha A az elkészitéshez szlikséges minimalis anyag terllete,
i akkor
8.5. 4braViztartdlly | A-0,94=37 = A=10m?.

u

232
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@ ZAPEIUH Egy egyenes korkup kiteritett paléstja 18 cm sugart félkorlap. Mekkora
* akap felszine? :
Megoldas:
A félkor sugara a kap alkotdja: a =18 cm. A félkoriv hossza az alapkor keriiletével egyenld, igy az
alapkdr r sugara:
2nr =187 = r=9cm.
A kup magassagat Pitagorasz tételének segitségével hatarozhatjuk meg:

m=+Ja* —r? =182 —9? ~15,59 cm.

A felszin:
A=nr(r+a)=76341cm?’

BAPEIL ) Egy planetarium kupolaja félgomb form4ju, sugara 10 méter.
: Legalabb hany m’ lemez kell a befedéséhez, ha a fellépé veszteség 5%-0s?
Megoldas:
A -10°

~ 628,32 m*.

Mivel az r sugar( gomb felszine A=4nr? ezért a kupola felszine

Mivel 5%-0s veszteséggel is szamolnunk kell, ezért legalabb

528,32 ~ 661,39 m?

lemez szilkséges a lefedéshez.

. 1 :
m ﬁ , , | 8.6.abraPlanetarium

1. Egy forgashenger alaku, feliil nyitott véza elkészitésekor a kiilsé mazzal valé bevonasnal 480 cm®
feliiletet festettek be. Mekkora a vaza magassaga, ha alapkorének kiils6 sugara 6 cm?

2. Egy forgaskup formdju fagylaltostdlcsér alkotdja 13 cm, alapkdrének atmérdje 10 cm. Mekkora
a tolcsér felszine és kozépponti szoge?

3. Egy forgéskup alkotoja 12 cm. Szamitsuk ki a felszinét és a kip nyilasszogét, ha a sikba teritett
klppalast:

a) negyedkor, b) felkor, ¢) 120°-o0s kozépponti szoggel rendelkezd korcikk.

4. Egy forgaskup alapkorének sugara 9 cm, magassaga pedig 12 cm. A kipot az alapjaval parhuza-
mos olyan sik metszi, amely az alaptdl 4 cm tavolsagra halad. Szamitsuk ki a keletkezett csonka
kip felszinét!

5. Egy téglatest lapatldinak hossza +/13, 2410 és 3./5. Hanyszorosa a kéré irt gomb felszine a
téglatest felszinének?

6. Hanyszorosa egy kocka koré irt gdmb felszine a beirt gémb felszinének?

7. Egy haromszdg oldalainak hossza 6 cm, 25 cm és 29 cm. A haromszdget megforgatjuk

a) a leghosszabb oldala koriil; b) a nagysag szerint kozépso oldal kortil.
Hatarozzuk meg a keletkez6 forgastestek felszinét!
8. Tekintstik az egységnyi sugar gdmbbe irt téglatesteket! Melyiknek a felszine lesz maximalis? .0°%%e,
.: 233 .1
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A testek térfogatanak kiszamitasa sok szempontbdl hasonléan
targyalhatd, mint a sikidomok terilletének kiszamitasa. Még-
is Ovatosnak kell lenniink, ugyanis nem minden 6tlet vihetd at
a sikbdl a térre. Bolyai Farkas bebizonyitotta, hogy az azonos
teriileti sokszogek véges sok 1épésben egymasba darabolhatok
egyenes vagasokkal. A térben ugyanakkor méas a helyzet: mar
az azonos térfogatt kockara és tetraéderre sem igaz, hogy vé-
ges sok egyenes vagassal egymasba darabolhatok (Dehn tétele).
A térfogatszamitasra is érvényes az, amit a terlletszamitéssal
kapcsolatban elImondtunk: bizonyitéas nélkiul fogadunk el néhany
olyan dolgot, amelyeket a preciz felépités soran igazolni szok-
tak. E16szor a poliéderek térfogataval foglalkozunk. Elfogadjuk,
hogy a poliédereknek van térfogata, ami egy pozitiv szdm, to-
vabba megallapodunk a kovetkezokben:

1) azegységnyi oldalhossziisaga kocka térfogata lesz a térfogategység,

2) egybevago poliéderek térfogata egyenld,

3) haegy poliédert egy sikkal két poliéderre bontunk, akkor a két rész térfogatanak 6sszege az

eredeti poliéder térfogataval egyezik meg.

Ez utdbbi teljes indukcioval kdnnyen kiterjesztheté véges sok darabra. Az is kovetkezik beldle,

hogy a darabok térfogata kisebb az eredeti sokszog térfogatanal. (Bizonyitsuk be ezeket az allitasokat!)

9.1. abra Horddk

9.1. A téglatest térfogata

A téglatest térfogataval kapcsolatban eldszor bebizonyitjuk az altalanos iskolabol jol ismert képletet:

................................................................................................................................

Ha egy téglatest egy cstcshol induld harom élének hossza a, b és ¢, akkor
i térfogata: V = abc. E

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Megmutatjuk, hogy ha két téglatest egy-
egy lapja egybevago, akkor térfogatuk
aranya megegyezik a lapokra meréleges
élek hosszanak aranyaval. Legyen a két
egybevago lap teriilete T, a rajuk merdle-
ges élek hossza pedig c, és c,. A két tég-
latest térfogatat jeldlje V, és V,.

Allitsuk a két téglatestet a T teriiletii
lapjukra egy sik azonos oldalan, osszuk
Jooo0e, fel n egyenl6 részre a ¢, hosszUsagu élt, majd mérjik fel a masik téglatest c, hosszu élére tdbbszor

9.2. dbra Feldarabolt téglatestek |
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egymas utan a % hosszu szakaszt. Fektesstink az adott sikkal parhuzamos sikokat az osztoponto-
n

kon at, ezek egybevago téglatesteket hoznak létre, melyek térfogata —. Tegyuk fel, hogy c,-re a G

n n

hossz( szakasz k-szor fért ra teljesen, tehat a (k +1) -edik mar feltil ,kilég”. Ekkor egyrészt

masrészt a 2) és 3) szerint

k V, k 1
k- =<V, <(k+]) 2o -—<2<—+=
n n n V, n n
Ezekb6l leolvashato, hogy tetsz6leges n pozitiv egész szam esetén
0< & Y, < l
& Wl on
Mivel — tetszbleges pozitiv szamnal Ki-
n
sebb lehet, ha n elég nagy, ezért a fenti
egyenldtlenség csakis ugy teljesiilhet, ha ¢ g ¢
az abszolutérték-jelen beliil 0 all, azaz ! b
c, V, 1 1 a a
E a V_1 \ 9.3. abra Téglatest térfogata

Ezek utén a téglatest térfogatara vonatkozo képlet Ggy adédik, hogy a fent igazolt allitast alkal-
mazzuk hadromszor az egységkockatol elindulva. Ezt a 9.3. dbrén kdvethetjik nyomon gy, hogy a
szomszédos téglatesteket gondolatban mindig a megegyezd tertiletii lapjukra allitjuk.

9.2, A paralelepipedon térfogata

................................................................................................................................

A paralelepipedon térfogata V =Tm, ahol T az egyik lap terlilete, m pedig
i ahozza tartoz6 magassag hossza. ]

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

Az odtlet Iényegében megegyezik azzal,
amelynek segitségével a paralelogram-
ma tertiletét kaptuk a téglalap teriiletébol.
(Erdemes Gjra attekinteni azt a levezetést,
miel6tt tovabbolvasunk.) Hasznaljuk a 9.4.
abra jeloléseit. A paralelepipedon a hosz-
sz ¢lével parhuzamos élekre illeszkedd
egyeneseket messiik el egy rajuk merdle-
ges sikparral, melyek tavolsaga a. Gondol-
juk meg, hogy 9.4. dbran lathatd masodik
paralelepipedon alapteriilete és térfogata

L 9.4. &bra Paralelepipedon térfogata oo®%%e,
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megegyezik az eredetiével. Alkalmazzuk még egyszer ezt a gondolatmenetet: a méasodik test m,
hosszu élével parhuzamos élekre illeszkedd egyeneseket messiik el egy rajuk merdleges helyzetii
sikparral, melyek tavolsaga m,. A harmadik paralelepipedon téglatest lesz, amelynek egyik lapja T
tertiletli, az erre a lapra merdleges él hossza pedig m. Az is érvényes, hogy térfogata megegyezik a
masodik paralelepipedon térfogataval. Mindezekbdl a tétel allitasa kovetkezik.

9.3. A hdromszbg alapi hasib térfogata

..............................................................................

A haromszég alapl hasab térfogata
: V =Tm, ahol T az alaplap tertilete, m pedig a hasab ma- :
i gassaganak hossza. ;

g
-----------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

Ha valamely oldallap k6zéppontjéra tlikrozzik a haromszdg ala-
pu hasabot, akkor az eredetivel egyditt egy olyan paralelepipedon
adodik, amelynek térfogata kétszerese az eredeti test térfogata-
9.5. abra Haromszog alapt hasab ‘ nak. Figyelembe véve a paralelepipedon térfogatanak kiszami-
térfogata tasi modjat, a tételt bebizonyitottuk.

9.4, A hasab térfogata

............................................................................

A hasab térfogata V =Tm, ahol T az
: alaplap tertlete, m pedig a hasab magassaganak hossza. :

-----------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

A hasabok alaplapja és fed6lapja egybevagé sokszog. Tekintsiik
az alaplap haromszdgekre val6 felbontasat, majd ezt eltolassal
vigyiik at a feddlapra. (Korabban igazoltuk, hogy a sokszdgeket
9.6.dbraHasab térfogata | egymast nem metsz6 4tlokkal mindig fel lehet bontani harom-
szogekre.) Ezzel a hasabot haromszog alapt hasabokra bontot-
tuk, amelyeknek a magassaga megegyezik az eredeti hasab m
magassagaval. A hasab térfogata ezek térfogatanak 6sszege lesz.
Ha az alapsokszdg felbontasaban szereplé haromszogek tertile-
tei T,,T,,..,T,, akkor

V=Tm+Tm+..+Tm=(T+T,+..+T )m=Tm,
hiszen T =T, +T, +..4+T,.

9.7. &bra Hasabburgonya
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@ Jopdlda AB00 cm’ felszind téglatestek koziil melyiknek lesz
T a) a legkisebb a testatloja; ;
b) a legnagyobb a térfogata?

Megoldas:
a) Ha az egy csticsbol indulo élek hossza cm-ben mérve a, b és c, akkor a felszinre vonatkozo kép-
letbdl ab+bc+ca =300, tovabba a testatlé hossza e =+/a® +b? +c?.
Vegyiuk észre, hogy
a’+b*+c’>ab+bc+ca,

ugyanis rendezés utan:

1 2 1 2 1 2
—(a-b) +=(b-c) +=(c—a) =0.

S(a-b) +2(b—c) +1(c-2)
Ezért e>+/300 cm. Mivel az igazolt egyenl6tlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha
a=b=c=10, igy 10 cm éli kocka esetén lesz a testatl6 a legkisebb.

b) A téglatest térfogata V = abc. A szamtani és mértani k6zép kozotti egyenlétlenséget alkalmazva:
Jpozﬁgi%ﬁfﬂzﬂa%%Z:%VQ

1000=V.

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha ab =bc =ca < a=b =, tehat 10 cm ¢élii kocka esetén lesz
a térfogat maximalis.

£/ [ —— L o o

V 2, udlda Egy vizelvezetd arok keresztmetszete olyan szimmetrikus trapéz, amelynek

. rovidebb alapja és szarai 1 meteresek, a szarak ezzel az alappal 120°-o0s szoget zarnak be. ;
Mennyi viz fér el az arok 100 méter hosszl szakaszaban, ha tele van vizzel?

Megoldas:

A vizzel kitoltott rész egyenes hasab alaku, melynek magassa-
ga m =100 m, alaplapja pedig a keresztmetszetnek megfeleld
szimmetrikus trapéz. Tekintslk a 9.9. abrat!

Az ATD derékszogli haromszogbol:

A—; =sin30° = AT =0,5,
™ . V3 :
D" c0s30°=TD = R \ 9.8. abra Arok

A trapéz  teriletképletének  felhasznaldsaval,  mivel
AB=1+2-0,5=2,

(22133
2 2 4
A hasab térfogata:
V =tm =130 m’, ¢ D
vagyis ennyi viz fér el az arokban. | 9.9. dbra Az rok keresztmetszete
:'. 237 ."
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1. Egy téglatest éleinek arnya 3:4:12, atestatld hossza 91 cm. Hatarozzuk meg a téglatest térfo-
gatat!

2. Egy téglatest formaju doboz éleinek aranya 3:7:8, felszine pedig 1808 cm?. Mekkora a doboz
térfogata?

3. Egy uidit6sdoboz alakja szabalyos haromszog alapu egyenes hasab, amelynek alapéle 6 cm hosz-
sz(. Hany cm a doboz magassaga, ha a térfogata 1 liter?

4. Egy gat keresztmetszete olyan szimmetrikus trapéz, amelynek révidebbik alapja és szarai 1 m
hosszuak, a szarak ezzel az alappal 150°-0s szoget zarnak be. Hany m® féld van a gat 10 m hosz-
sz( szakaszaban?

5. Egy szabalyos hatoldali egyenes hasab minden éle egyenld hosszi, térfogata pedig 200 cm®.
Mekkora a haséb felszine?

6. A 30 cm hosszu testatloval rendelkezo téglatestek koziil melyiknek lesz a térfogata maximalis?
Mekkora a maximalis térfogat?

Tovébbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Kényvkiadd.:
643-662. feladatok

{0 ENENYEgyEbtestteriogata)

10.1. A gila térfogata

A gulak térfogatképletének igazolasa eleminek mondhaté médszerrel 1ényegében lehetetlen. Preciz
bizonyitashoz legegyszeriibben az analizis eszkozeivel lehet eljutni. A most kovetkezd levezetés a
hasabok térfogatképletén kivil a hatarérték fogalmat hasznalja fel.

................................................................................................................................

A gula térfogata V = TTm ahol T az alap teriilete, m pedig a magassag hossza.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

Osszuk fel a glla magassagat n egyenld részre, ahol n pozitiv
egész! Az osztopontokon &t fektessiink az alappal parhuzamos
sikokat. A sikok a gulat egy gulara és csonka gulakra daraboljak
fel. Készitsiik el minden csonka gulahoz a 10.1. dbrén lathatd
maodon belilre irt, illetve kivilre irt hasdbokat! Az eredeti gula
tetején 1évo kis gulahoz csak kiviilre irt hasab tartozik. (Azért,
hogy jobban lassuk, csak egy réteg esetén mutatjuk a hasabo-
10.1. &bra Gulatérfogata |  kat.)
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A glla cstcsatol szamitott k-adik sik tavolsaga y, =k 2 (k=1,2,...,n.) Jelolje t, a k-adik sikmet-
n

szet teruletét és legyen t, =T! A gula csticsara vonatkozo kdzéppontos hasonldsag miatt ekkor

(%) (k) o <K,
T m n e

Ha V, jeloli a k-adik kivilre irt hasab térfogatat, akkor a hasabok térfogatképlete szerint

m m k2 Tm-k?
Vi=—t, =— —5T=—p.
n n n n

A Kkivilre irt hasabok térfogatanak 6sszege ezért:
LTm-k? Tm Tm n(n+1)-(2n+1)
Vi =2 =52 kK==

3 3 3 :
k=1 N n =1 n 6

Felhasznaltuk, hogy
ikz gt e n(n+1)-(2n+1)
k=1 6
ami konyviink teljes indukcioval foglalkozé fejezetének 1. példaja. A hatarértékrol tanultakat alkal-
mazva:

Vi _Im 1+i+i2 —>T—m, ha n — oo,
3 2n  2n 3

Mivel a belllre irt hasabok térfogatanak 6sszege V.., =V,

m P
wa — 1 -—, ezért
n
Ti
Ve = ?m ha n — oo

Nyilvanvalo, hogy minden n-re V., <V <V,
befejeztiik.

ivial

amibdl adodik, hogy V = %’” Ezzel a bizonyitast

10.2. A esonka gila térfogata

A gulak térfogatképletének birtokaban meghatarozhatjuk a csonka gula térfogatat.

..............................................................................

A csonka gula térfogata
v=2(T+Te+),
3

ahol T az alaplap, t pedig a feddlap teriilete és m a cson-
i ka glla magassaga. ]

...................................................................................

L 10.2. abra Azték piramis

Bizonyitas:
Az eredeti gula csucsara nézve a sik altal levagott gula és a szarmaztaté gula kozéppontosan hason-

16, ezért
y

y FEVTE
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A csonka gula térfogata a két gula térfogatanak kilénbsége:

v =M—Q=1[T (ﬂ+1J—t:|=
y

3 3 3
(TN L m( TNT
3l Mt 3| VTt Tt

ahonnan a nevezdk gyoktelenitése és egyszeri atalakitdsok
10.3. 4bra Csonka gula térfogata | Utan:

m TNT (VT +41) - tt (VT ++1)
V=
3 Tt
_m AT tTE -t

3 T-t
ahonnan adodik a tétel allitasa.

(T —t)~(T +\/ﬁ+t)

. pdlda Egy nyilvessz6 hegye szabalyos ha-
 romoldalu gula alaku. A gala alapéle 1,5 cm, az oldal- :
i élek az alappal 60°-0s sz6get zarnak be. Mekkoraa gila :

térfogata? :

10.4. &bra Nyilvessz6

Megoldas:

Hasznaljuk a 10.5. &bra jeldléseit! A gula magassaganak T talp-
pontja az ABC szabalyos hdromszdg stlypontja lesz. Mivel a
szabalyos haromsz0g sulyvonala egyben magassag is, tovabbé a
sulypont a stlyvonalakat 2:1 aranyban osztja, ezért

TC=2cF=2.22.2
3 322 2

(Felhasznaltuk, hogy a szabalyos haromsz6g magassaga az oldal
hosszanak ?—szerese.)

A gula magassagara fennall, hogy

B E:t960°=\/§@TD=\/§~§=L50m-

10.5. abra A nyflvessz8 hegye | TC

2
. , . . . . a3 ) .
Mivel az a oldalt szabalyos hdromszdg terilete , ezért az alapteriilet: T = 0,974 cm?.

A guléara vonatkozo térfogatképlet miatt:

@ 2, vildn Egy virageserép lefelé keskenyedd szabalyos csonka gula alaku, a teteje
: 10 cm, az alja pedig 4 cm oldalhosszUsagu négyzet, es tudjuk, hogy 416 cm® mennyiségi vi-

ragfold fér bele. Mennyi féld van akkor benne, ha magassaganak % részeig van csak tele?
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Megoldas: . 3
Behelyettesitve a csonka gula térfogatképletébe:

416:%(102 V1074 +47) > m=8cm

a cserép magassaga. *
A f6ld altal elfoglalt rész egy 4 cm alapéld, %8 =6cm ma-

gassagu, felfelé szélesedd szabalyos csonka gula. Ha az ere-

deti elrendezést elmetssziik az alapjara merdleges €s az egyik

alapélre illeszkedd sikkal, akkor a sikmetszet egy szimmetrikus

trapéz lesz, amely a 10.7. 4bran lathat6. A trapéz alapjai 4, il-

letve 10 cm hosszlak. Vilagos, hogy AD =6cm, AE =8cm, 10.6. 4bra Cserepes virdg

EC = % =3cm. Az ABD és ACE haromszogek megfeleld

E

szogei egyenldk, igy a két haromszog hasonlo, ezért
E=%=%:> DB =2,25cm.
8 EC 3
Ebbél adodik, hogy ha csak % részéig van csak tele a cserép,

A

akkor a fed6lapot alkotdo négyzet oldala 4+2-2,25=8,5cm. 10.7. dbra A viragcserép
Behelyettesitve a csonka gula térfogatképletébe:

v =g-(8,52+w/8,52-42 +42)=244,Scm3.

10.3. A poliéderek térfogata

Konvex poliéderek térfogatat megkaphatjuk oly médon, hogy a belsejiikben felvett pontot a csu-
csokkal dsszekotve a poliédert gulakra bontjuk. A poliéder térfogata a gulak térfogatainak ésszege
lesz. Konkav poliéderek térfogatanak kiszamitasa visszavezethetd a konvex esetre, hiszen a hatarolo
lapok sikjai egy konkav poliédert konvex poliéderekre darabolnak fel.

.. p p R Ar .
gomb irhatd, akkor érvényes lesz a V = =5 0Osszefig-

gés a polieder térfogata, felszine és a beirt gdmb sugara
kozott! (Egy poliéder beirt gdmbjén azt a gombot értjlik,
amely a poliéder minden hatarolo sokszoglapjat érinti.)

Megoldas: | 10.8. &bra Poliéder térfogata

A beirt gémb kdzéppontjat a csticsokkal 0sszekotve olyan gulak adédnak, melyek mindegyikének
magassaga a beirt gémb r sugara. Alkalmazva a gulak térfogatara vonatkozd dsszefiiggést, adadik
az allitas.
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A, ualda Egytetraéder lapjainak teriilete egyenld. Igazoljuk, hogy a tetraéder belse-
© jében felvett pontnak a lapoktol mért tdvolsagainak dsszege fiiggetlen a pont helyzetétol!

Megoldas:
A térfogatképlet miatt vilagos, hogy a tetraéder minden lapja ugyanakkora tavolsagra van a szem-
kozti csuestol, mas szoval a tetraéder minden magassaga egyenld hossza. Jeldlje m ezt a tavolsagot,
X, Y, Z, V pedig a pontnak a lapoktol mért tavolsagait. Ha a bels6 pontot 6sszekotjiik a tetraéder csu-
csaival, akkor ezzel négy gulara bontjuk, melyek térfogatainak dsszege a tetraéder térfogata:
T™x Ty Tz Tv Tm
—t =t —t—="
3 3 3 3 3
X+y+z+v=m.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.

e B S 4

1. Egy szabalyos négyoldalu gula alaplapjanak teriilete 36 cm?,
oldallapjainak magasséaga pedig 5 cm.
a) Mekkora a felszine?

b) Mekkora a térfogata?

2. Egy kerti hazikd teteje szabalyos hatoldald gula, melynek
alapéle 90 cm, oldaléle 150 cm.
Hany m’ cserép boritja a tetét?

3. Az Egyiptomban talalhatd Kheopsz-piramis alapja egy 230
méter oldalhosszusdgu négyzet, oldalélei egyenldk, magas-
saga pedig 150 méter. A piramist mészkobdl épitették, mely-

tonna
—.

nek stirtisége 2,7

a) Mekkora a piramis tdomege tonnaban kifejezve, ha a benne
levd tiregektol eltekintlink?

b) Hany tehervonat-szerelvényre lenne sziikség ennyi ko el-
szallitdsahoz, ha tudjuk, hogy egy vagonban egyszerre 50
tonna ké fér el és egy szerelvény 40 vagonbol all?

¢) Egy miivész elhatarozza, hogy befedi a piramist textillel.
Legalabb hany m® anyagra lesz sziiksége?

i

10.10. &bra A Kheopsz-piramis ___|

4. Van egy 18 cm ¢élhosszu fakockank, amelybdl egy szabalyos tetraédert szeretnénk kivagni ugy,
hogy a tetraédert a kocka négy cstcsa hatarozza meg.
a) Mekkora lesz a keletkezd tetraéder térfogata?
b) Mekkora lesz a keletkezd tetraéder felszine?

5. Egy négyzetalapu egyenes csonka gula alapéle 10 cm hosszu, feddlapjanak éle 4 cm, magassaga
pedig szintén 4 cm.
a) Mekkora a térfogata?
b) Mekkora a felszine?
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11.7. A testek térfogatardl dltaldban (Kiegészitd lecke)

Tetszoleges test térfogatanak a kiszamitasa sokban emlékeztet a sikidomok teriiletének értelme-
zésére és Kiszamitasara. Ez is bonyolult kérdés, igy csak vazolunk egy lehetséges értelmezést a
térfogatra. TegyUk fel, hogy a test korlatos, tehat belefoglalhat6 pl. egy kockaba. Tekintslk a testen

beliilre irt dsszes poliédert! Ezeknek 1étezik térfogata, a mérészamok {V;,V,,Vy,...} halmaza pedig
feliilrdl korlatos, hiszen a testet tartalmazé kocka térfogata nyilvanvaloan felsé korlat. Tekintsiik a
testen kiviilre irt poliédereket! Ezeknek 1étezik térfogata, és a mérészamok {Vl,V2 ,V3,...} halmaza
alulrdl korléatos, hiszen barmely belllre irt poliéder térfogata also korlat. Axioma rogziti (teljességi
axioma), hogy feliilrél korlatos nemiires szamhalmaznak van legkisebb felsé korlatja. Ugyancsak
érvényes, hogy alulrél korlatos nemires szdmhalmaznak létezik legnagyobb alsé korlatja. Akkor
mondjuk, hogy a testnek van térfogata, ha a {V;,V,,V,,...} halmaz v legkisebb felsé korlatja egyenld
a{V,,V,,V,,...} halmaz V legnagyobb als6 korlatjaval. A test térfogatanak mérészama ekkora v =V
szam. A f6 probléma ezzel a definicidval az, hogy nem latszik beldle, hogyan lehet hasznalni egy
konkrét test esetén a térfogat kiszamitésara. A forgashenger és a forgaskup esetére mutatunk egy-egy
megvalositast. Az integrélszamitas alkalmazasainal visszatériink a kérdésre. A hatéarozott integral
fogalmanak ismeretében, a Newton—Leibniz-formulat alkalmazva kiszamithatjuk példaul a gomb,
vagy altalaban a forgastestek térfogatat.

...............................................................................

A forgashenger térfogata V =zr’m,
i ahol r az alapkor sugara és m a henger magassaga.

------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:
Tekintsiik az alapkdron belilre irt sokszogek folé emelt m ma- L 11.1. abraHord6
gassagu egyenes hasabokat, valamint az alapkdron kiviilre irt
sokszOgek folé emelt, szintén m magassagu egyenes hasabokat!
Egy belulre irt sokszdg terlilete legyen t, egy kivilre irt sok-
sz0g terlilete pedig T,. Az integralszamitas sordn megmutatjuk,
hogy a kérnek van teriilete és a teriilet értéke zr? A teriiletsza-
mitasnal latottak szerint ez azt jelenti, hogy =r? a {t,t,t,,..}
halmaz legkisebb felsd korlatja és egyben a {T,,T,,T;,...} hal-
maz legnagyobb alsé korlatja. A belllre irt hasabok térfogatai
{tim,t,m,...}, a kivilre irtaké pedig {Z,m,T,m,..}. Konnyl
végiggondolni, hogy akkor az elsé szdmhalmaz legkisebb felsd
korlatja 1étezik és egyenld a masodik halmaz legnagyobb alsd6 | 11.2. dbra Forgashenger térfogata
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korlatjaval, és ez a szam éppen 7r°m. A térfogat fogalméaval kapcsolatosan mondottak miatt ezzel
megkaptuk a tétel allitasat.
Az is vilagos, hogy ferde korhengerre a bizonyitas valtoztatas nélkiil atviheto.

1.palda Egy forgashenger térfogatanak és felszinének mérészamai tigy aranyla-
© nak egymashoz, mint 3: 4. A tengelymetszet teriiletének mérészama 24.
i a) Hatarozzuk meg az alapkor sugaranak mérészamat!
b) Hatarozzuk meg a magassag mérészamat!

Megoldas:
Jelblje r az alapkor sugaranak, m pedig a magassagnak a mérészamat! A tengelymetszet egy 2r,
illetve m oldalhosszUsagu téglalap. Ekkor teljestilnek az alabbi ésszefliggések:

\Y wrim rm 3

A 2rwr(r+m)  2(r+m) 4
2rm =24 & rm =12.

Kdnnyen adodik, hogy
6

r+m

=§<:>r+m:8.

Mivel m=8-r, igy
r(8-r)=12<0=r>-8r+12,
melynek megoldasai:
r=2, illetve r =6.
Két henger felel meg:
r=2,m =6, illetve r, =6,m, = 2.

11.3. A forgéshkip térfogata

......................................................................................................................

2
Tr m

A forgaskup térfogata V = , ahol r az alapkdr sugara és m a kip magassaga.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Lényegében a hengernél latott gondolatmenet majdnem sz6 sze-
rint vihet at. Annyit kell rajta valtoztatni, hogy beliilre irt, illet-

e g . Ltz tm t. .
ve kivilre irt gulékat kell mondani, tovabba a {1—’"2?'”} és
Im T, . A
a {%ﬂ} halmazokrdl beszélni.

: Ferde korkup esetére a forgasklpra vonatkoz6 gondolatme-
T 11.3. 4bra Forgaskup net sz6 szerint érvényes.

.. ..
i 244
) :
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11.4. A esonka kip térfogata

A kipok térfogatképletének birtokaban meghatarozhatjuk a csonka kup térfogatat.

................................................................................................................................

A csonka kuip térfogata vV = %(R2 +Ri+17), ahol m a magassag, Raz :

alapkdr, r pedig a fed6kor sugara.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

; : : metszet '

11.4. dbra Csonka kip és sikmetszete

Bizonyitas:
Készitsiink el egy olyan metszeti abrat,
melyet az alapkor és a fedokor egy-egy,
egymassal parhuzamos atmérdjére illesz-
kedo sik vag ki a csonka kupbol!

A 11.4. abrén l4that6 hasonl6é harom-
szogek miatt:
y+m 2R

y

@1+ﬁ:$@(R—r)y:mr
y

A csonka kup térfogata az eredeti és a
levagott kip térfogatanak kilénbsége:

V=§R2(m+y)——r y——[R m+(R+r1)(R=r) y]—— (R®+Rr+r).
Ez volt a tétel allitasa.

~ 2, uildy  Egy forgaskup alaka toronytetot olyan gerendak tartanak, amelyek a kup
. alapkoreén tamaszkodnak, és a kup csucsaban futnak Gssze. A gerendék az alaplappal 60°-0s
i szoget zarnak be, a padlastér térfogata 49 m®. :
i a) Mekkora a toronyteté magassaga?
: b) Milyen hosszuak a gerendak?
i ¢) Legalabb hany m? lemez kell a teté lefedéséhez?

Megoldas:
Hasznaljuk a 11.5. abra jel6léseit!
a) Mivel az dbra alapjan

tg 60°=ﬂ:>m=\/§r,
r
ezért

2 2
_ﬂrm<:>49:ﬂ'r \/§r,

r=3m.

L 115 abraAtetd
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Innen a magassag:

m= r\/§ =52m.
b) Az alkotok hossza lesz a gerendak hossza. A Pitagorasz-tételbdl:

a=m?+r* =3r +r2 =2r=6m.

c) A palastot kell lefedni:
P =rra=56,55m’.

11.5. A gdmb térfogata

A gdmb térfogatara vonatkozo6 képlet igazolasat (illetve a gémb részeivel kapcsolatos térfogatsza-
mitasi problémakat) az integralszamitas alkalmazasaként megmutatjuk, igy itt csak az eredményt

kozoljuk:
> S _dm®
T3

.....................................................................................................................................

Sokszor lathatunk olyan ,,bizonyitasokat”, melyek az un. Cavalieri-elvre hivatkoznak. Ezt a bizonyi-
tasi médszert azért nem ismertetjik, mivel mar pontos kimondasa is meghaladja a kdvetelményszin-
tet, az igazolasa pedig végképp nem tartozik a kdzépiskolai matematika targykoérébe. Marpedig nem
szerencsés matematikabdl olyan eredményekre hivatkozni, amelyeket korrekt médon még megfo-
galmazni sem tudunk kdzépiskolai szinten. Ebben a kényvben tehat e mddszer egyetlen alkalmaza-
saval sem tal&lkozhatunk.

@ 3.udlda A kozépkori hadviselésben hasznaltak olyan gémb alakd robban¢ I6ve-
© déket, melynek belsejében gomb alaki treget toltéttek meg puskaporral. Az egyik ilyen :
i l6vedék falanak vastagsaga mindeniitt 2 cm, tomege (puskapor nélkiil) 6,85 kg, anyagénak :

volt.

stirlisége pedig 7,5 ——
cm

Mekkora volt az iireg sugara? (Az eredményt egész cm-re kerekitve adjuk meg!)

Megoldas:
Tegytk fel, hogy az treg sugara cm-ben mérve r! A stiriiség a to-
meg és a térfogat hanyadosa, igy a lévedék anyaganak térfogata

0
a tomegének és siiriségének hanyadosa: ~913,3cm’. Ez

kiszamithaté a l6vedék és az lreg térfogatanak kiilénbségeként:
4 (r+ 2)3 4rr®

=913,3.

11.6. abra Kézépkori var agytja | 3
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Rendezés utan:
(r+2)° -r* =218,
r*+6r>+12r+8-r°-218=0,
6r2+12r—-210=0,

3r? +6r-105=0.
Ennek pozitiv megoldasa:
r=5.
Az lireg sugara tehat kb. 5 cm volt.

i B S 4

1. Egy 1 cm® térfogatti higanycsepp 100 egyforma, kisebb cseppre esett szét.
a) Mekkora a kis cseppek sugara?
b) Hanyszorosara novekedett a higany felszine a szétesés miatt?

2. Egy henger tengelymetszetének teriilete 126 cm?, térfogata
4417 cm’,
a) Hatarozzuk meg az alapkor sugarat!
b) Mekkora a henger felszine?
3. Egy vulkan jo kozelitéssel forgasklp alakd, alapjanak atmé-
réje 8 km, magassaga 3 km.
a) Milyen hosszu a csucsra vezet6 legrovidebb ut a hegyen?
b) Hany km® a hegy térfogata?
¢) Mekkora a hegy palastjanak teriilete? L 117 é&braVulkin
4. A jurta egy olyan sator, amely egy forgashenger alaku als6 részbdl és egy ra illeszkedd, forgas-
kuap alaku fels6 részbdl all. Az oldalanak magassaga 2 méter, teljes magassaga 3 méter, alapko-
rének sugara pedig 3 méter. (A jurta ,,padldja” a f6ld, amin all.)
a) Készitsiink abrat a jurtarol!
b) Hany m® a jurta térfogata? (Az eredményt egy tizedesjegy pontossaggal adjuk meg!)
¢) Hany m® anyag kell a jurta elkészitéséhez? (Az eredményt egy tizedesjegy pontossaggal adjuk
meg!)

5. Egy haromszdg oldalainak hossza 6 cm, 25 cm és 29 cm. Megforgatjuk a haromszdget a leghosz-
szabb oldal kortil, illetve a hosszlisag szerint kozépsé oldal koriil.
a) Hatarozzuk meg a keletkez6 forgastestek térfogatanak aranyat, és igazoljuk, hogy az arany
racionalis szam!
b) Szamitsuk ki a testek térfogatat!

6. Egy csonka kup forméju vodor alapkorének sugara 10 cm,
fedokorének sugara pedig 20 cm. A vodor alkotdja 30 cm.
Belefér-e a vodorbe 5 liter viz?

7. A 21 dm? felszinii egyenes korhengerek koziil melyiknek a
térfogata a legnagyobb? Mennyi a maximalis térfogat?

L 11.8.abra\Vodor .0°%%e,
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Gyakran talalkozhatunk testeknek olyan elrendezésével, amikor az egyik test tartalmazza a masikat.
Most részletesebben megvizsgalunk ezek kozil néhanyat.

@ |.pilds Egy tetraéder hatarold lapjai olyan
T egybevago haromszégek, melyeknek oldalai rendre :
13 cm, 14 cm es 15 cm hosszlak. Hatarozzuk meg a

tetraéder beirt gombjének sugarat!

Megoldas:
121 dbraEltolas1. 1 A poliéderek térfogatanak targyalasanal szerepld 1. példa alap-
jan a beirt gdmb sugaranak meghatéarozasat visszavezethetjik a
tetraéder felszinének és térfogatdnak meghatarozasara, hiszen

Ar 3V

V=—or=—.

3 A
Egy lap terliletét a Heron-formula segitségével szamithatjuk ki.
A kertlet fele 21 cm, ezért

T=421.8-7-6=84= A=4T =336 cm’.

A térfogat meghatarozasa nem konnyu feladat. Ehhez el6szor a
tetraéderrel kapcsolatosan egy Uj fogalmat vezetiink be, mely-
nek a neve: bennfoglald paralelepipedon. Tekintsik az ABCD
tetraéder BD és AC kitérd éleinek E, illetve F felezépontjai altal

meghatérozott EF vektort! Toljuk el vele a BD élt, ekkor kapjuk
az AB’CD’ paralelogrammat (12.1. dbra). (AC és B'D’ felezik

egymast.) Tekintsiik most az AC éInek az FE vektor altal meg-
adott eltolaskor keletkezd képét, ekkor kapjuk az A'BC'D para-
lelogrammat (12.2. abra). Az elmondottakbol kovetkezik, hogy
12.3. &bra Bennfoglal6 az A'‘BC'DAB ’CD tgst pare.alele’plpedon."Bglathgtgy ag is, hogy
paralelepipedon az ABCD tetrae_der barmelyik két szemkdzti (kitérd) éle ugyan-
ezt a paralelepipedont hatdrozza meg. A test tehat a tetraéder
megadasaval egyértelmiien meg van hatarozva, ¢és ez a tetraéder
bennfoglalé paralelepipedonja (12.3. dbra). Konnyt latni, hogy
megforditva: barmely paralelepipedonhoz rendelhetd tetraéder,
melynek 6 a bennfoglald paralelepipedonja.
A feladatban szerepld tetraéder lapjai egybevagd, nem egyenld
szara haromszogek. Az abrara nézve ebbdl az adddik, hogy a
bennfoglalé paralelepipedon szemkdzti lapjai olyan egybevéa-
g6 paralelogrammak, melyeknek atloi egyenldk. Ez viszont azt
jelenti, hogy a hatérold lapjai téglalapok, vagyis a bennfogla-
16 paralelepipedon téglatest (12.4. dbra)! A tetraéder térfogatat
12.4. abra A bennfoglalé ezért kiszamithatjuk oly modon, hogy a téglatest térfogatabdl
paralelepipedon most téglatest levonjuk annak a 4 derékszogli tetraédernek a térfogatat, amely

MatEm_Book.indb 248 2012.07.05. 12:09:51



a téglatest tetraéderrel nem kodzos cstcsainal keletkezik. Ha a téglatest egy cstcsbol indulé éleinek
hossza x, y és z, akkor a Pitagorasz-tétel miatt:

x? +y* =14° =196,
y? +2% =13% =169,
7%+ x* =15° = 225.
Osszeadva:
x> +y%+2% =295,
ezért
x? =126 < x =+/126,
y? =70 & y =+/70,
77 =99 & 7 =+/99.

Mivel a derékszogl tetraéderek mindegyikének térfogata konnyen lathatdé mdodon ﬂ, igy az
ABCD tetraéder térfogata: 6

v =xyz—4~%=%z311,480m3.

A beirt gémb sugara:
. 331148

=~ 2,78 cm?.
336

12.7. A beirt g&mb

Egy poliéder beirt gémbjén azt a gémbot értjiik, amely a polié-
der minden hatarold sokszoglapjat érinti. Korabban lattuk, hogy
minden tetraédernek van beirt gdmbje, de ez altalanosan nem
igaz: a poliéderek nem mindegyikének van beirt gdmbje. Azt is
igazoltuk, hogy a beirt gémb létezése esetén a sugaranak kisza-
mitasa a felszin és a térfogat kiszamitasara vezethetd vissza.

A forgaskupoknak mindig Iétezik beirt gdmbje. Gondoljuk
meg, hogy ha tekintiink egy egyenld szaru haromszdget a beirt
korével, majd a szimmetriatengelye koriil megforgatjuk, akkor
megkapjuk a kapot a beirt gombbel.

2, uilda Egy forgaskdp Kiteritett palastja egy 9 cm sugart, 120°-o0s kdzépponti
szogl korcikk. Hatarozzuk meg a beirt gomb sugarat!

Megoldas:

Jeldlje x a beirt godmb sugarat, r pedig a kap alapkorének sugarat. Tekintsiik a kap tengelyére illesz-
kedo sik segitségével kapott un. tengelymetszeti abrat, illetve a sikba teritett palastot.

Mivel a 120°-0s kdzépponti sz6ghdz tartozo koriv a kor kerlletének harmada, ezért

2rn=%@r=30m.
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A Pitagorasz-tétel miatt:

CD=+9?—r? =/72 ~8,49 cm.
Korabbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy a haromszog tertlete
kiszamithaté a beirt kdr sugaranak segitségével is, igy az ABC
haromszdg teruletét kétféleképpen felirva:
6-8,49 9+9+6 6-8,49
=X- S X=
2 2 24
(Természetesen x értéke hasonlé haromszogek vagy trigonomet-
riai szamitasok segitségével is meghatarozhatd.)

=2,12 cm.

2rm
12.6. abra A forgaskup tengelymet-
szete és kiteritett paléstja

12.2, A kdré irt gdmb

Egy poliéder koré irt gdmbjén azt a gdmbét értjik, amely a
poliéder minden cstcsan athalad. Lattuk, hogy minden tetraé-
dernek, téglatestnek van koré irt gémbje. Altalaban persze nem
feltétlendl 1étezik egy poliéderhez koré irt gomb. Arra is érde-
mes figyelni, hogy a koré irt gdmb kozéppontja (ha létezik) nem
feltétlendl a testen belll helyezkedik el.

Aforgaskip koré mindig irhaté gdmb. Gondoljuk meg, hogy
ha tekintlink egy egyenld szaru haromszdget a koré irt kdrével,
majd a szimmetriatengelye korill megforgatjuk, akkor megkap-
juk a ktipot a koré irt gombbel. Ugyancsak egyszerii meggondol-
12.7. dbraKoréirtgomb | ni, hogy a forgashengerek koré is mindig irhaté gdmb.

3.pilda Egy szabalyos négyoldall glla alapéle 8v2 egység, magassaga pedig 4
egység. Mekkora a koré irt gémb sugara? :

Megoldas:

Az adatokbol megsejthetd, hogy a koré irt gomb kozéppontja
kivil van a testen, valamint szimmetriai okokbdl a gula csucsat
az alaplap kozéppontjaval 6sszekotd egyenesre illeszkedik. Le-
gyen R a kéré irt gémb sugara és G a gémb kdzéppontja. A 12.8.
abra jellései mellett, mivel AT a négyzet atldjanak fele,

AT:S\/EJE:

12.8. abra A szamolas szemléltetése | 2

8.
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A Pitagorasz-tételt felirva az AGT derékszogli haromszogre:
R? =82 +(R-4),
R? = R* -8R +80,
R =10.

12.3. Osszetett feladatol

Atérgeometria fejezet zarasaként most olyan feladatok kovetkeznek, amelyek ésszetettek, megolda-
sukhoz szinte minden, a témakdorben ismertetett fogalomra és dsszefiiggésre sziikség van. Erdemes
figyelni arra, hogy ha a test rendelkezik forgasszimmetridval, akkor a tengelyre illeszkedd sikkal
vett metszete, az Un. tengelymetszet sikgeometriai Osszefiiggések felhasznalasat teszi lehetové.
(Ez kiilondsen akkor elonyos, ha a térlatasunk nem tul j6.)

4, vdlda Egy derékszogl tetraéder egy cstcsban Osszefutd, egymasra paronként
merdleges éleinek hossza: 70 cm, 30 cm és 40 cm. Hatarozzuk meg a test 5
i a) térfogatat;
i b) felszinét;
i ¢) legrovidebb magassaganak hosszat;
d) beirt gombjének sugarat;
e) a koré irt gdbmb sugarat!

Megoldas:
Hasznaljuk a 12.9. bra jeldléseit. A tetraéder térfogata:
30-40 70
Then - DC __ 2
3
A Pitagorasz-tételt alkalmazva:

AB =+/AD’ + BD? =50 cm.

Az ABD haromszog terlletét kétféleképpen felirva kapjuk,

V= =14000 cm®.

hogy

50-DT _ 30-40 & DT = 30-40 —o4cm.

2 2

A CDT derékszogii haromszogbdl:

CT = \/CD2 +DT? = \/702 +24% =74 cm. | 12.9. dbra A derékszogli tetraéder
A tetraéder felszine:

A 30-40+30-70+ 40-70 N 50-74 — 4900 em?.
2 2 2 2

A térfogatra vonatkozo képletbdl kovetkezik, hogy a legnagyobb teriiletli hatarolé laphoz tartozik
a legrovidebb magassag. A legnagyobb teriiletii hatarolé lap az ABC lap. A hozza tartoz6 MD ma-
gassagra:
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Tuee - MD .

V = Jaec @MD:BV :314000
3 Tasc 1850

(A térelemek hajlasszogénél szerepl6 3. példa megoldasa soran igazoltuk, hogy az M pont, amely a

D cstics mer6leges vetiilete az ABC lapon, illeszkedik a CT magassagra.)

A beirt gémb sugara kénnyen adodik a térfogat és felszin értékének ismeretében:

~22,7cm.

V=ﬂ@r=ﬂ,
3 A
r=8,57 cm.

Az ADB héaromszég koré irt kor kdzéppontja a Thalész-tétel megforditasa miatt az AB él F felezési
pontja. A tetraéder koré irt gdmb O kdzéppontja a CD él felezémerdleges sikjanak az ADB lapra
F-ben allitott merdlegessel vett metszéspontja lesz. Sugarat a Pitagorasz-tétel segitségével szamol-

hatjuk ki:
R =+/25% +35% =43 cm.

SAPEIH Egységnyi sugar gémb koré forgaskipot irunk.
a) Mekkora annak a kiipnak a nyilasszoge, amelyiknek a felszine a legkisebb?
b) Mekkora annak a kipnak a nyilasszoge, amelyiknek a térfogata a legkisebb?

Megoldas:

A 12.10. tengelymetszeti dbran m a kiip magassaga, x az alapkor
sugara, a a kup alkotdja és « a nyilasszog fele. Az abran 1évé
hasonlé haromszogek miatt:

sina=5=iz>x(m—l)=a.

a m—
A forgaskup felszin- és térfogatképletének felhasznalasaval:
X m
v xx'm xm a1 _1
A ax(a+x) a+x g X 4,01 7
a m-—1

X

Ebbdl kovetkezik, hogy a felszin és a térfogat ugyanarra a kap-

12.10. abra Atengelymetszet I 3 Jos; minimalis, igy csak a térfogatra végzink szamitésokat.

Pitagorasz tételét alkalmazva:
a’ =x"+m?,

x° (m—l)2 =x*+m?,

x° I:(m—l)2 —1] =m?,

Behelyettesitve a térfogatképletbe:
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Mivel

2 m—2)-(m+2)+4 4
mt_(m=2)-(m2)+4 o >442. [(m-2)—— =8,
m—2 m—2 m—2 m—2
a szamtani €s mértani k6zép kozotti egyenldtlenség miatt a térfogat pontosan akkor lesz minimalis,
ha m—2=2 < m=4. EkKor lesz a fentiek szerint a felszin is minimalis, a nyilasszdgre pedig:

sina =%=> 2a = 38,94°.

L 5
\'_/ g,uilds Tekintsuk az ABCDE gulat, melynek alapja az ABCD paralelogramma.
© Milyen térfogataranyban osztja két részre a gulat az a sik, amely illeszkedik az A és D cstics-
i ra, valamint az EC oldalél F felez6pontjara? ;

Megoldas:

Legyen G az EB él felezépontja. Az EB élt G pontban metszi a
sik, mivel FG || BC || AD, igy az A, D, F és G pontok azonos
sikban vannak. Jel6lje V az ABCDE gula térfogatat. Meghata-
rozzuk az ABCDFG test térfogatat. Az F pont feleakkora tavol-
sdgra van az alapsiktdl, mint az E, mig az ACD héaromszdg te-
rilete az ABCD paralelogramma teriiletének fele, igy az ACDF
tetraéder térfogata

l . EV = EV , |_12.11. abra Sikkal kettéosztott gula

22 4
és ugyanennyi az ABCF tetraéder térfogata is. Mivel AG az ABE haromszdgben sulyvonal, igy az
ABGF tetraéder térfogata egyenlé az ABEF tetraéder térfogatanak felével. Az ABEF tetraéder
térfogata egyenld az ABCF tetraéder térfogataval, hiszen mindkett6 az ABEC tetraéder térfogaté-

nak fele. Tehat az ABGF tetraéder térfogata %V, igy

1 1 1 5
VABCDFG = ZV +ZV +§V = gv,

ahonnan adédik, hogy a keresett térfogatarany 3:5.

/L 1

%ﬁ_/ yAPEIUG Legyen az ABCD szabalyos tetraéder kore irt gémb sugara r. Igazoljuk, !
: hogy ha P tetszbleges belsé pont, akkor i
i PA+PB+PC +PD > 41!

Megoldas:
Jeldlje d, P-nek a D-vel szemkdzti laptol vett tavolsagat. Hasonl6an értelmezzilka d,, dg és d.
mennyiségeket. A PABC, PBCD, PCDA és PABD tetraéderek térfogatanak dsszege egyenld az
ABCD tetraéder térfogataval. Ezért, ha m a szabalyos tetraéder magassaga, T pedig a lapok tertlete,
akkor
d, T +dB-T+dC~T+dD-T _mT
3 3 3 3 3
d,+d; +d. +d, =m.

253
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Mivel a szabalyos tetraéder magassagai egyben sulyvonalak,
tovabba a koré irt gdmb kdzéppontja egyben a sulypont, igy

m= gr, hiszen egy tetraéder stlyvonalai 3:1 aranyban osztjak
egymast. Az dbra alapjan nyilvanval6, hogy pl.

PD+dy >m
ezért

PA+PB+PC+PD+d, +d; +d. +d, =4m,
ahonnan

PA+PB+PC +PD >3m = 4r,

) ) ) amit éppen igazolni kellett. Egyenldség pontosan akkor teljesiil,
12.12. dbra A szabalyos tetraéder | p3 p 3 szabalyos tetraéder kozéppontja.

B

 Qutines B S 4

1. Egy forgaskip formaju fagylaltostolcsér alkotoja 13 cm,

alapkorének atmérdje 10 cm.
a) Mekkora a kup nyilasszoge?
b) Mekkora a tdlcsér trtartalma?
¢) Mekkora a kuppalast teriilete?
2. Egy szabalyos négyoldalu gula alapélének hossza 10 cm,
magassaga pedig 12 cm.
a) Mekkora a felszine?

12.13. 4bra Fagylaltok b) Mekkora a térfogata?
c) Mekkora a gula lapjait érintd gomb sugara?

3. Egy szabalyos négyoldalt gula magassaga 12 cm, oldaléleinek hossza 13 cm.
a) Mekkora a gula térfogata?
b) Mekkora a beirt gomb sugara?
¢) Mekkora a koré irt gomb sugara?

4. Egy forgaskup alapkorének sugara 5 cm, magassaga pedig 12 cm.
a) Mekkora a beirt gomb sugara?
b) Mekkora a koré irt gdbmb sugara?

5. Tekintsiik az egységsugart gémbbe irt téglatesteket!
a) Melyiknek a térfogata lesz maximalis?
b) Melyiknek a felszine lesz maximalis?

Tovébbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabél 11-12. Maxim Koényvkiado.:
710-713., valamint 696., 705. és 714. feladatok
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A matematikai analizis kdzponti szerepet jatszik az 6sszes ter-
mészettudomanyban. Mai formajanak kialakuldsa a matemati-
kan beliil nagyon hosszl idészakot dlel fel, igy bevezetésiil ta-
nulsagos lesz attekinteni vazlatosan a torténetét.

Mar az 6korban felvetddtek olyan kérdések, amelyek pon-
tos megvalaszolasa a matematikai analizis targykorébe tartozik.
Néhany kozuluk:

% Mekkora a kor kertilete, illetve teriilete?

W Mekkora a parabola egy hurja altal levagott szelet terti-

lete?

% Mekkora a gomb térfogata?

W Mekkora egy gorbe vonal hossza?

1.1. &bra Arkhimédész

(Kr. e. 287-212) .
Erdemes megemliteniink két okori gdrdog matematikust, akik-
nek a munkassaga alapvetének bizonyult. Eudoxosz volt az, aki
felfedezte, hogy egy keresett mennyiséget meghatarozhatunk
tetsz6leges pontossaggal valo kozelitések segitségével (az un.
»Kimerités” modszerének leirdsa). Arkhimédész hasznalta el6-
szor a kétoldali kozelités modszerét, melynek alkalmazéasa soran
a vizsgalt alakzatot beliilrdl és kiviilrdl is kozelitette. Modsze-
rének segitségével meghatarozta pl. a parabolaszelet teriiletét,
illetve a gomb térfogatat. Arkhimédész volt az dkor legnagyobb
matematikusa, munkéassaganak ezekben a kérdésekben csak a
XVII. szazadban lett érdemi folytatasa. Ennek okai lehettek,
hogy hianyzott a geometriatol fiiggetlen szemléletmod, illetve
nem volt megfeleld jeldlésrendszer, ami a levezetések leirasat
roppant korilményessé tette.

A fizikdban az 1600-as évek kdzponti problémadja a testek
mozgasanak leirdsa és a mozgas okainak tisztazasa volt. Néhany
jellegzetes kérdés:

% Hogyan irhat6 le a szabadon es6 test mozgasa?

" Hogyan irhat6 le az elhajitott test palyaja?

" Hogyan magyarazhat6 az égitestek mozgasa?

A valaszokhoz megfeleld matematikai modszert kellett kidol-
gozni, amely képes megadni egy mennyiség valtozasanak ma-
tematikai leirasat. Ezt 1ényegében egyszerre, egymastol fligget-
lenil Newton és Leibniz végezte el. Mddszeriik segitségével
nemcsak a mozgas leirasa valt lehetdve, hanem tovabbi kérdé-
sekre is valasz kaphattak. Példaul:
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W Mit értsiink egy gorbe egy adott pontjan atmend érintd-
jén?

% Hogyan szamolhat6 ki egy sikidom teriilete?

% Hogyan oldjunk meg széls6érték-problémakat?

A Newton, illetve Leibniz altal kidolgozott eljaras azonban
szamos problémat hordozott. Példaul tn. ,,végteleniil kicsiny”
mennyiségekkel szamoltak, amelyeket aztan a szamitasok so-
ran adott helyeken elhanyagoltak, mig mas helyeken osztottak
veliik. Oriési fesziiltséget okozott, hogy a modszer ontotta a fi-
zika, illetve a matematika altal felvetett kérdésekre a valaszokat,
ugyanakkor az alkalmazasa soran tett 1épések nem voltak kell6- 1.4 4bra Gottfried Wilhelm
en megalapozottak. Hianyzott beldliikk az a precizitas, amely pl. Leibniz (1646-1716)
az 6kori gorég geometriai bizonyitasokat jellemezte. Mintegy
két évszazad telt el, amig a matematikusok megalkottak azokat a fogalmakat és modszereket, ame-
lyek segitségével az analizis felépitése tisztava valt. Ennek a folyamatnak részeként alakult ki a
fliggvény, €s a valds szam fogalma is.

Szeretnénk hangsulyozni, hogy a tovabbiakban az analizisnek nem a XVII-XVIII. szazadban
hasznalt formajat ismerjiikk meg, hanem azt, amely a XIX. szazad végére valt altalanosan elfogadotta.

A kozépiskolaban latott matematikai ismeretek kdzil a legmélyebbek ebben a fejezetben ke-
riilnek eld, igy elengedhetetlen a definiciok pontos megtanulasa, a kidolgozott példak gondos
tanulmanyozasa és a Kitiizott feladatok megoldasa!

1.2. A valés szém fogalma és két nevezetes axidma

Ahhoz, hogy a bevezetoben emlitett problémak koziil pl. arra valaszoljunk, hogy mekkora egy adott
sugaru korlap tertilete, sziikség van a valds szam fogalmanak tisztazasara, hiszen a teriilet nagysagat
egy mérészam adja meg. Eddigi tanulmanyaink soran egyszeriien azt mondtuk, hogy a valos
szamok a tizedes tortek, amelyek a szdmegyenes pontjainak felelnek meg. Itt azonnal felmeriil az

a probléma, hogy egyértelmii-e a tizedes tort alak, tehat pl. a 0,9 ésaz 1,0 tizedes tortek ugyanazt
a valos szamot jeldlik-e? Tovabbi kérdés, hogy pl. miként adjunk 6ssze két valos szamot, amelyek
végtelen tizedes tort alakban vannak felirva? Lathatd, hogy a kérdések nem egyszertiek. A valos
szam fogalmanak megalapozasara az euklideszi geometriaban mar kordbban megismert rendszerhez
hasonlét dolgoztak ki. Ennek az Gn. axiomatikus médszernek a pontos ismertetése meghaladja a
kozépiskolai szintet. Bebizonyithatd, hogy minden valds szamnak van végtelen tizedes tort alakja, és
az is, hogy a szdmegyenes pontjai valoban azonosithatok a valos szdmokkal. Alapvetdnek bizonyult
az Un. arkhimédészi axiéma:

.................................................................................................................................

Ao Tetsz6leges a pozitiv szamhoz talalhatd az a-nél nagyobb n természe-
es szam.

.....................................................................................................................................
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Analizis

1. pdlds Igazoljuk, hogy ha a és b tetsz6leges pozitiv szamok, akkor l1étezik olyan
¢ N természetes szam, amelyre teljesil, hogy n-b > a!

Megoldas:

Alkalmazzuk az arkhimédészi axiomat ugy, hogy a helyére % -t frunk!

-
v Z.paldy Jgazoljuk, hogy ha 0<a<b valés szamok, akkor a és b kdzott van raci-
onalis szam! :

Megoldas:

2 3
a £ 2
n n

S|—

Az arkhimédészi axiémat

-ra alkalmazva adddik, hogy

1.5. abra Van kozottik van olyan n pozitiv egész, amelyre —<b—a. Jel6ljik meg a
n

racionalis szam
3 ) i .
,... szamokat! Ekkor lesz olyan k pozitiv egész, hogy

n
a<£<b
n

. s 12
szamegyenesen a 0-tol indulva az —,—
nn

]

Konny latni, hogy a példaban szerepld allitas barmely két valos szamra érvényes.

@ 3, udleda Igazoljuk, hogy ha a <b valds szamok, akkor a és b k6zo6tt van irracio-
¢ nalis szam! 5

Megoldas:

Ismeretes, hogy a 2 irracionalis szam. Mivel a—~/2 <b—+/2, ésa 2. példa alapjan van koztiik

egy r racionalis szam, ezért a <r+ J2 <b, ahol r++/2 irracionalis szam.

=)
:

A 2. és a 3. példa alapjan kimondhatjuk:

: Barmely két valos szam kozott van ra- :

S i ciondlis és irracionalis szam is. :

1.6. 4bra A szémegyenes mindeniitt (Ezt Gigy is szoktak mondani, hogy a racionalis, illetve az
stirlt irracionalis szamok halmaza mindeniitt siiri a valos sza-

mok halmazaban.)

Most az Un. korlatos szdmhalmazokkal foglalkozunk. (Szam alatt mindig valos szamot értiink

ebben a kdnyvben.)
.'. 258 .'.
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(Nyilvanvalo, hogy ha H feliilrdl korlatos, akkor végtelen sok felsé korlatja van.)

.................................................................................................................................

" Dafiniedd A H szamhalmaz alulrol korlatos, ha van olyan k szam, hogy a H halmaz
¢ minden x elemére x >k teljesil. A k szamot a halmaz als6 korlatjanak nevezzik.

.....................................................................................................................................

(Nyilvanvalo, hogy ha H alulrél korlatos, akkor végtelen sok also korlatja van.)

Dafinielo A H szamhalmaz korlatos, ha feliilrél és alulrél is korlatos.

......................................................................................................................................

SRPEINH) Allapitsuk meg, hogy az alabbi szamhalmazok koziil melyek azok, ame-
¢ lyek alulrdl, illetve feliilrdl korlatosak! 1

a) A :{1: n :L2,3..},

I
b) B={£: pe N, qu*},
4

0) C={‘a—bx/§‘: aeN, be N}.

Megoldas:

a) Az A halmaz feliilr6l korlatos, hiszen az 1 fels6 korlat. Alulrol is korlatos, hiszen a halmaz elemei
pozitiv szamok, igy a 0 als6 korlat.

b) A B halmaz feliilr6l nem korlatos, hiszen elemei kozott szerepel az Osszes természetes szam.
Alulrél korlatos, hiszen elemei nemnegativ szamok, igy a 0 also korlat.

¢) A C halmaz feliilr6]l nem korlatos, hiszen tartalmazza az dsszes természetes szamot (b =0). Alul-
1ol korlatos, mivel elemei nemnegativ szamok.

»:2\
&

Alapvetd szerepet jatszik majd a késébbiekben a korlatos szamhalmazokra vonatkozé un. teljességi
axioma:

Egyszeriien igazolhato ennek az a kdvetkezménye, mely szerint alulrol korlatos €s nemiires szam-
halmaznak van legnagyobb als6 korlatja.
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Analizis

Daiinieid Egy feliilrél korlatos és nemiires H szamhalmaz legkisebb felsé korlatjat
halmaz fels6 hataranak, idegen széval szuprémumanak nevezziik. Jeldlése: sup H. 3

.....................................................................................................................................

.................................................................................................................................

DERNID] Egy alulrol korlatos és nemiires H szamhalmaz legnagyobb also6 korlatjat
halmaz als6 hataranak, idegen szoval infimumanak nevezziik. Jelolése: inf H.

.....................................................................................................................................

=2 , .
DZ2.0= L2,..} szdmhalmazhoz tartoz6 sup H,
]

Megoldas:

Mivel n-2

=1—z, ezért inf H =-1, mivel 2 pozitiv és legnagyobb értéke 2. Allitjuk, hogy
n n

supH =1. Nyilvanvalo, hogy az 1 fels6 korlat. Tegyiik fel indirekt modon, hogy nem az 1 a legki-
sebb felso korlat, hanem valamely a <1 pozitiv szam. Ekkor minden pozitiv egész n-re
1- 3 <aon< L
n 1-a
ami ellentmond az arkhimédészi axiomanak! Indirekt feltevésiink megddlt, ami bizonyitja allitdsunk

helyességét.
=

Fontos megjegyezni, hogy egy feliilrél korlatos szamhalmazra a teljességi axioma csak a felso hatar
1étezését biztositja, annak értékének meghatarozasa konkrét halmaz esetén altalaban nem koénnyti
feladat!

Most az eddig elmondottak egyik alkalmazasaként a hatvanyozas valds kitevére vald kiterjesz-
tését vizsgaljuk meg.

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.3. A valés kitevés hatvinyozds

A Hatvany, gyok, logaritmus cimii fejezetben szo esett arrél, ho-

2 g D, gyan értelmezziik az a* kifejezést, ahol a adott pozitiv szam és
2 h \ X valamely racionalis szam. Sz6 volt arrdl is, hogy a hatvanyo-
Q zas azonossagai érvényben maradnak az ott szereplé definicio

mellett. Az alabbi tétel a definicid egy nagyon fontos kovetkez-
1.7. abra Hatvany, gyok, logaritmus | ményét tartalmazza.
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: 2,133l Ha a>1 és 1, <1, racionalis szamok, akkor a" < a"”. Hapedig 0 <a <1
i és 1 <1, racionalis szamok, akkor a" >a".

Bizonyitas:

1
Tudjuk, ha a>1 és p, q pozitiv egészek, akkor a® =v/a’ >1, tehat minden r pozitiv racionalis
szamra a" >1. Igy akkor r, <r, esetén a% =a"a®™ >a", amint azt allitottuk.
A tétel masodik reszenek blzonyltasat az olvasora bizzuk.

Az irracionalis kitevOs hatvany értelmezésekor a fenti tételben szereplé monotonitasi tulajdonsagot
szeretnénk érvényben tartani (permanenciaclv). Legyen a >1. Ha azt szeretnénk, hogy tetszdle-
ges X, y valos szamokra x <y esetén a* <a’ teljesiiljon, akkor az a*nek ki kell elégitenie az
a' <a’ <a’ egyenlbtlenséget, amennyiben r és s olyan racionalis szdmok, melyekre r < Xx<s.
Igazolhato, hogy ez egyértelmiien meghatarozza a*-t. Ez az alabbi tételen mulik:

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Ha a > 1, akkor tetszdleges X valds szamra
sup{a': reQ,r < x}=inf{as: seQ,x< s}.

Ha 0<a <1, akkor tetszdleges X valos szamra

inf{a’: re Q,r< x}zsup{as: seQ,x< s}.

A tétel bizonyitasat annak nehézsége miatt nem részletezziik. A bizonyitasban a teljességi axiomat
kell felhasznalni. Kovetkezzék a hatvanyozas altalanos definicioja!

Dafini<io Ha a>1 adott valos szam, akkor tetsz6leges X valds szamra a* legyen a
sup{' reQ, 1< x}—lnf{a seQ, x< s} szam. Ha 0 <a <1 adott valds szam, ak-

kor tetsz8leges X valos szamra a* legyen az inf {d re@Q, r< x} = sup{d se@Q, x< b}
szam. Az 1* legyen minden x-re 1.

.....................................................................................................................................

Figyeljiik meg, hogy ez a definicio racionalis X szam esetén megegyezik a korabban adott definici-
oval!

Bizonyitas:

Ha a>1, akkor tetsz6leges x-hez valaszthaté olyan r racionalis szam, hogy r < x. Ekkor a fenti
definicié miatt 0 < a" < a*. Hasonldan adddik az allitds 0 < a <1 esetén. Ha a =1, akkor az allitas
trivialis.
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Analizis

A definiciobol kovetkezik a monotonitasi tulajdonsag teljesiilése tetszdleges kitevore, melyet a
kovetkezo allitas fejez ki.

Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy a>1. Legyenek r és s olyan racionalis szamok, amelyekre X, <r <s<x,. (Ilye-
nek biztosan léteznek az 1. tétel miatt.) Ekkor a definiciobol: a* <a" <a®<a®. Ha O<a<l,
akkor a bizonyitas hasonléan végezhetd.

Be lehet bizonyitani azt is, hogy ha az alap pozitiv, akkor a hatvanyozas azonossagai érvénye-
sek lesznek minden valos kitevo esetén is.

) Oldjuk meg! I

1. A teljességi axiomat felhasznalva igazoljuk, hogy alulrol korlatos és nemiires szdmhalmaznak
van legnagyobb also6 korlatja!

2. Igazoljuk, hogy ha a és b pozitiv egészek, akkor ‘a— b2 ‘ > _2( 1 ) !
a+

3. a) Bizonyitsuk be, hogy ha a és b racionalis szamok, akkor a+b és ab is racionalis szamok!
b) Igaz-e, hogy ha a+b és ab is racionalis szamok, akkor a €s b is racionalis szamok?

4. Legyen H :{a+b\/§ rae Q,be Q}. Eleme-e a H szamhalmaznak a /2 ?

5. Legyen A= {3” +12 n=1 2,..}. Hatarozzuk meg, hogy mennyi az A szdmhalmazhoz tartozd
n+

sup A, illetve inf A értéke!

6. Legyen B = {\/n +3-fu:in=1, 2,...}. Hatarozzuk meg, hogy mennyi a B szdmhalmazhoz tar-
tozo sup B, illetve inf B értéke!

ecececcccecceccccececcccoce ©0000000000000000000000000000000000000000000

PIANSZAMS0r0Zatok

2.1. A széimsorozat fogalma

A sorozat a mindennapi életben is gyakran hasznalt sz6, gondoljunk csak pl. a filmsorozat, gy6zelmi
sorozat, sorozatlovés kifejezésekre. Mindegyik adott dolgok egymas utan kdvetkezését fejezi ki.

0®®%%0, Precizen:
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Dafinicio Szamsorozatnak nevezziik a pozitiv egész szamok halmazan értelmezett
+ valos értekl fliggvényeket.
: A fiiggvény éltal az n pozitiv egészhez rendelt valds szam a sorozat n-edik tagja. Az n-et az
adott tag indexének nevezziik.
Azt mondjuk, hogy egy sorozat konstans sorozat, ha minden tagja ugyanaz a valds szam.

.....................................................................................................................................

Gyakran el6fordul, hogy a nemnegativ
egész szamok halmazan értelmezett valos
értékli fiiggvényeket is szamsorozatnak
mondjuk. A tovabbiakban a szamsorozat
kifejezés helyett gyakran csak a sorozat
sz6t fogjuk hasznalni. Két sorozatot akkor 2.1. abra Kepsorozat
tekintiink azonosnak, ha n-edik tagjaik minden n-re megegyeznek.

Sokszor lehet talalkozni a sorozat tagja elnevezés mellett a sorozat eleme kifejezéssel. Ezt mi
nem fogjuk hasznalni, mivel félreértésekre vezethet. Gondoljunk arra, hogy a sorozat tagjainak hal-
mazat tekintve e halmaz elemei nem egyeznek meg feltétlentil a sorozat tagjaival, hiszen egy soro-
zat tagjai kozott valamely valds szam tobbszor is eléfordulhat, mig egy halmaz elemei kdzott csak
egyszer.

Jelolések:
Ebben a konyvben egy a:Z" — R fiiggvény éltal meghatarozott szimsorozatot altalaban (a,)-nel
fogunk jeléIni. Hasznéljak még pl. az (a, ); jelolést is. Az is eléfordul, hogy a szdmsorozatot egy-

szeriien a -nel jeloljiik. (Ilyenkor tigyelniink kell arra, hogy ne tévessziik dssze a sorozatot a sorozat
n-edik tagjaval.)

Egy sorozatot tobbféle modon is megadhatunk. A leggyakoribb az, hogy képlettel meg tudjuk
adni a sorozat n-edik tagjat:

a) a, = (_Ii') , ekkor (an)z(—],l,—l,--.);

2" 3
b) &, =n+3-Vn, ekkor (a,)=(LV5-2,V6-+3,..);
¢) a,=5n-2, ekkor (a,)=(3,8,13,...);
d) a,=3-(-2)", ekkor (a,)=(-6,12,-24,...);

e) a =sinn '%’ ekkor (an ) _ (L 0,—],...). L 2.2 &braLépésrol lépésre

101100 99 98 97 96 95 94 93 92 91

Van, amikor ismerjiik a sorozat elsé n¢hany tagjanak ér- 102 65 64 63 62 61 60 59 58 57 90
tékét, a tovabbi tagok pedig bizonyos kisebb indexli tagok se- ~ 103 66 37 36 35 34 33 32 31 56 89
gitségével vannak megadva. Ezt rekurziv megadasi médnak 104 67 38 17 16 15 14 113 30 55 88
hivjuk. Ilyenkor a nem ismert értékii tagokat a mar ismertek fel- 105 63 39 18 Jg 4 W 12 fi5 54 87

. , o . 10669 40 19 6 1 2 11 28 53 86
hasznalasaval 1épésenként szamithatjuk ki. B o B ol : o 10 27 52 55

f) a=1a=1a=a,+a_ (n23); 108 71 42 21 22 23 24 25 26 51 84
=3 a =a .45 (n=2): 109 72 43 44 45 46 47 43 49 50 83
9 &=3a-=3.,+5 ) 11073 74 75 76 77 78 79 80 81 82
1 2 111112113114 115116 117 118 119120121

hy a=2a==|a,+—| (n22).
2 a, 2.3. dbra Primek a pozitiv

egészek kozott

2012.07.05. 12:25:04




Analizis

Az is eléfordulhat, hogy a sorozat megadasa nem teszi lehetvé tetszéleges tagjanak kiszami-
tasat.
i) a,=ar szam n-edik tizedesjegye;
j) a, =az n-edik primszam.

Megoldas:

Teljes indukcioval bizonyitunk. Azt allitjuk, hogy a g) sorozat minden egyes tagjara teljesiil az

a, =5n—2 0sszefliggés. Ez n =1 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy allitaisunk (n—1)-re igaz, belatjuk,

hogy akkor n-re is az. A rekurzids Osszefiiggés és feltevésiink szerint
a,=a,,+5=5(n-1)-2+5=5n-2,

amit éppen igazolni akartunk.

Z,pdlds Tekintsiik az (a,) sorozatot: &, =1, @, =4a,, +1 (122). Allitsukelé a
sorozat n-edik tagjat zart formulaval! (Tehat az a)—e) sorozatoknal 1atott modon.)

Megoldas:
Szamitsuk ki a sorozat elsé néhany tagjat: a, =1, a, =5, a, =21, a, =85. Ezek alapjan kialakul-

hat az a sejtésiink, hogy a, = —. A sejtést teljes indukcidval nem nehéz bizonyitani. Feltéve,
hogy az allitds (n—1) -re igaz:
n-1__ n__ n__
an:4an_1+1:4~4 1+1:4 4+1:4 1,
3 3 3

ami a sejtést igazolja.

28
:

A tovabbiakban olyan, bizonyos sorozatokra teljesiilé tulajdonsagokat tanulmanyozunk, amelyek
fontosak lesznek a késdbbi vizsgalataink soran.

2.2. A korlétos sorozatolk

Korabban mar megismerkedtiink a korlatos szamhalmaz fogalmaval. Most a sorozatokra fogalmaz-
zuk meg ugyanezeket a tulajdonsagokat.

.................................................................................................................................

/ D2ilnicio Az (a,) sorozat feliilrdl korlatos, ha van olyan K szam, hogy a sorozat :
inden a, tagjara a, < K teljesil. A K szamot a sorozat fels6 korlatjanak nevezziik.

.....................................................................................................................................

.. ..

; 264 %
°

) L

L) L

.. ..
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...............................................................................

Y Dailni<io Az (a,) sorozat alulrél korlatos, ha
¢ van olyan k szdm, hogy a sorozat minden a, tagjara :

a, >k teljesiil. A k szamot a sorozat als6 korlatjanak
i nevezzik. 3
(Nyilvanvalo, ha a sorozat alulrél korlatos, akkor Vegtelen

sok also korlatja van.)

L 24 dbraKorlatos

.................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

A most kovetkez6 példak megoldasait gondosan tanulmanyozzuk at, mivel az eredmények jo részé-
re késébb hivatkozni fogunk!

Megoldas:

. 1 . .
a) Mivel a, <|a|==<1 minden n-re, igy a sorozat feliilrdl korlatos. Tekintettel arra, hogy
n

1 . . , . .
a, >—|a,|=—==-1 minden n-re, igy a sorozat alulrol is korlatos. Az a) sorozat tehat korlétos.
n

b) Vilagos, hogy minden n-re a, >0, igy a sorozat alulrol korlatos. Figyeljikk meg, hogy
T (\/n+3+\/ﬁ)-(\/n+3—\/ﬁ) n+3-n 3
Jn+3—-+n= = < =
Jn+3+4n Jn+3+dn V143401

igy a sorozat feliilrdl is korlatos. A b) sorozat tehat korlatos.

¢) A sorozat alulrol korlatos, hiszen a, >3 nyilvan minden n-re teljesil. A sorozat feliilrél nem
korlatos: barmely K szim esetén van olyan (K-tél fiiggé) n=n(K), hogy a, > K. Mivel

bn-2>K &< n> K;Z,

K+2

ezért példaul n(K) =[ ]+1 ilyen n lesz.
d) A sorozat feliilrdl nem korlatos, ugyanis barmely K-ra létezik n, hogy a,, =3-2*" > K. Vegyilk

észre, hogy 2°" >2n minden n-re, ugyanis egy 2n elemii halmaz &sszes részhalmazainak szdma
all a bal oldalon, mig az 1 elemil részhalmazok szama a jobb oldalon. Ezért a,, =6n=K, ha pl.

K .
n= [E] +1. Annak bizonyitasat, hogy a sorozat alulrdl sem korlatos, az olvasoéra bizzuk.

@ 4. pdlda Korlatosak-e az aldbbi sorozatok?

p— 2 —
_ 3n—1 b) b, = 2n°—5
2u+7 5n+117
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Megoldas:

Sokszor segit, ha nagy n szamokra megvizsgaljuk a tagok érté-
két. Példaul n=1000 esetén a,,,, =1,49 és by, =391. Ezek-
bdl sejthetd, hogy a, korlatos, mig b, feliilr6] nem korlatos.

a) Konnyfi latni, hogy minden n-re a, = 0. Most igazoljuk, hogy
minden n-re a, < %
Nl 3 en-2<6n+21L

2.5. bra Szamolégép 2n+7" 2
ami igaz.

b) A tortet alulrdl megbecsiilve:
2n’-5 _ 2n’-51 _2n-5
5n+117  5n+117n 122
ami tetsz6legesen nagy értéket felvehet, ha n elég nagy, igy a (b,) sorozat nem korlatos.

28
:

Mar ezekbdl a példakbol is lathatd, hogy a korlatossag vizsgalata altalaban kiilonféle becsléseket
igényel. Erdemes ezért atismételni a nevezetes kozepek kozott fennallo egyenlétlenségeket, illetve a
teljes indukcid modszerét. Most egy gyakran hasznalhato egyenl6tlenséget igazolunk.

2

@ J.u3lds Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv szam és n pozitiv egész, akkor
’ (I+a)' 21+ na! 5

Megoldas:
A binomidlis tételt felhasznalva:

n . (N n\, ny_,
(1+a) =1+|  |a+| . [@°*+..+| [a"=1+na.
1 2 n

d.pdlda Legyen a, =", ahol qa 0-tol kiilsnb6z6 adott valos szam és n1=12,... .
. Vizsgaljuk meg a sorozatot korlatossag szempontjabal!

Megoldas:

Ha |g| <1, akkor minden n-re |a,| <1, igy a sorozat korlatos. Ha q>1, akkor az 5. példaban latott
egyenldtlenséget alkalmazva:

0" =[1+(q-1)] 21+n(q-1).
Konny(i latni, hogy 1+n(q—1) tetsz8legesen nagy értéket felvehet, ha n elég nagy, igy az (a,)

sorozat nem korlatos. Végiil, ha q < -1, akkor a,, = (q2 )n, igy g’-re alkalmazva az el6z6 becslést
adodik, hogy a sorozat ekkor sem korlatos.
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Megoldas:
Vegytik észre, hogy barmely k > 2 pozitiv egészre
i1 11
k? " k(k-1) k-1 k’
ezert

1+l2+i2+...+i2$1+ 11 + 11 ..+ 1 =2—£s2,
2 3 n n-1n n

vagyis a sorozat feliilrdl korlatos, igy a sorozat korlatos, hiszen pozitivak a tagjai.

: 11 1
Korlatos-e az a, =1+E+—+...+— (n=12,...) sorozat?
n

Megoldas:
Belatjuk, hogy a sorozat feliilrél nem korlatos, igy nem lehet korlatos sorozat.

1 (1 1 11 11 1 1 1
a =1+ =+ [ Ao | gttt [2
2 2 \3 4 56 7 8 2741 2742 2
1 (1 1 1111 1 1 1 111 1 k
B el I el o I e e el T o e e T el ol B s e ST e I
2 \4 4 8 8 8 8 2 2 2 2 2 2 2 2
Vilédgos, hogy barmely rogzitett K esetén van olyan k, hogy a,, 21+gz K, ami allitasunkat bizo-

nyitja.

i Igazoljuk, hogy az 4, =
! 1

URPEIU 1Y
(1 + —] (n=12,...) sorozat korlatos!

Megoldas:
Csak a feliilrél valo korlatossag igazolasaval foglalkozunk. A harmonikus és mértani kozép kozotti
egyenldtlenséget hasznaljuk fel. Mivel

1 n
_ <o .9 _n
1+n_1 1 p<¥22 s,
o i st S
221 1

ezért n>2 esetén

(Egy masik bizonyitas kovetkezik a binomialis tétel targyalasanal szerepl6 5. példa megoldasabol.)
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Analizis

=)
:

A korlatos szamhalmazok kapcsan talalkoztunk mar a felsd hatar és also hatar kifejezésekkel. Ezeket
a sorozatokra is teljesen hasonl6 modon értelmezziik. Altalaban véve nem konnyti megallapitani

pl. egy adott feliilr8l korlatos sorozat esetén a legkisebb felsé korlat értékét. Erdekességképpen
2

kozoljik, hogy a 7. példaban szerepld sorozatra a felsé hatar értéke % (Ezt egyébként eldszor

Eulernek sikertilt igazolnia.) A 9. példaban szerepld sorozathoz tartozé felsé hatar értékére késdbb

visszatériink.
1Y, pdlda S
© Hatérozzuk meg az a, = 2 sorozathoz tartozo legkisebb fels6 korlat értékét!
: n+
Megoldas:
El6szor igazoljuk, hogy a sorozat feliilrél korlatos, igy 1étezik a felsé hatar. Minden n-re
N3 3 10n-6<10n+5
2n+1 2

igaz, igy ezért a sorozat feliilr6l korlatos. Azt allitjuk, hogy az g a legkisebb felsé korlat. Ennek
igazolasara a kovetkez6 modszert alkalmazzuk. Legyen 1> ¢ >0 valamely pozitiv szam. Megmu-
tatjuk, hogy van olyan N index, hogy a, > g—s. Ekvivalens egyenl6tlenségekkel dolgozva:
5n-3 _ 5
>——g,
2n+1 2
5n-3 5
2n+1 2
-11
>—c &
4n+2 4n+2

1(1—1—2)< n,
4\ ¢

ezért N = [%(l—l— 2 J] +1 megfeleld index lesz. Ez azt jelenti, hogy g—g mar nem felsd korlat.

>

&

) Oldjuk meg! ,

1. Hatarozzuk meg a 4. a) példaban szerepl6 sorozathoz tartozo legkisebb felsd korlat értékét!

2. Tekintsiik az (a,) sorozatot: a, =1, a, =5a, ,+1 (n>2). Allitsuk el8 a sorozat n-edik tagjat
zart formulaval!

3. Vizsgaljuk meg a kdvetkezd sorozatokat korlatossag szempontjabol!

5n? -37 b) b = 2-13n?

a) a = 70
) 3, n-2 "ont+1
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sorozat?

4. Korlatos-e feliilrdl az a, :1+l+l+...+
3 5 2n-1

5. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n esetén — +—+...+ ;2 < l!
35 (2n+1)° 4
1 1 1

6. Korlatos-e feliilr8l az (a, ) a, = o §+§+...+2L1 , (n=2,3,...) sorozat?
n’—

7. Igazoljuk, hogy az (a,):a, =1 a, = Un, (n>2) sorozat feliilr6l korlatos!

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

BHAYMONOTONISOroZatok:

Lattuk, hogy a sorozatok fiiggvényként vannak definidlva, igy nem meglepd, hogy a fiiggvényekre
megfogalmazott nevezetes tulajdonsagok egy része a sorozatoknal is megjelenik. A fiiggvény mono-
tonitdsanak fogalmaval kordbbi tanulmanyaink soran mar tobbszor is talalkozhattunk. Természetes
moédon vihet6 at sorozatokra a fiiggvények kapcsan megfogalmazott 6sszes meghatarozas.

w Dziini<dd Az (a,) sorozat monoton nvekvd, ha minden n-re a, <4, ,;.

....................................................................................................................................

/ Dafinicid Az (a,) sorozat szigoran monoton :
6vekvd, ha minden n-re a, <4, ,;.
/ Dailnicid Az (a,) sorozat monoton csokkend, :
a mindenn-re a, >4,,,.

n+l1"

v Daiinidid Az (a,) sorozat szigortian monoton csékkend, ha minden n-re @, > a

Most néhany kidolgozott példa kovetkezik, amelyek bemutatnak a monotonitassal kapcsolatos vizs-
galatokban néhany jol alkalmazhaté megoldasi fogast.

/7 - o PRI
v . pdlda Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabdl a kdvetkez6 sorozatokat! g

p— 2 —
8) o = 3n-1 b) b, = 2n° =5
2n+7 5n+117
.'. 269 .1
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Analizis

Megoldaés:
Erdemes kiszamitani a sorozatok elsé néhany tagjat:
2 5 8 11
=—=0,22, a,=—=0,45, a,=—=0,61, 3, =—=0,73;
"7y P N TRA T
b = _3 0,025, b, = 3. 0,024, b, = 3 0,098, b, = 27 0,197.
122 127 132 137
Ezek alapjan azt sejthetjiik, hogy mindkét sorozat szigorian monoton névekvd. Probaljuk most ezt
bizonyitani!
a) A definici6 alapjan azt kell belatnunk, hogy minden pozitiv egész n-re
3n-1 3(n+1)-1  3n-1 3n+2
< = < .
2n+7 2(n+1)+7  2n+7 2n+9
Ekvivalens atalakitasokat végezve:

6n?—2n+27n-9<6n®+4n+21n+14,
6n% +25n—9 < 6n? +25n +14,
-9<14,

ami igaz, igy allitasunk is az.
b) Azt kell bizonyitanunk, hogy minden pozitiv egész n-re
2n° =5 _ 2(n+1)° -5 L, 20°-5 _2n"+4n-3
5n+117 5(n+1)+117 " 5n+117 =~ 5n+122 °
Ekvivalens atalakitasokat végezve:
10n’ +244n° —25n —610 <10n® + 254n° +453n-351,

0<10n? +478n+ 259,

ami igaz, igy allitasunk is az.
Természetesen Ovatosnak kell lenni, mert egy sorozat elsd néhany tagjanak ismeretében nem
mindig lehet helyes sejtést megfogalmazni.

2. pelda
Legyen a, =n", ahol (1=12,3,...). Monoton-¢ az (a,) sorozat?

Megoldas:

Ha kiszamitjuk a sorozat els¢ harom tagjanak értekét: a, =1 a, = 2 =141, a, = i3 =144,
akkor arra gondolhatunk, hogy a sorozat monoton ndvekvd. Ez azonban nem igaz, ugyanis
a,=+/2, a, =35 ~1,38.

Bar ez a sorozat a definicio szerint nem bizonyult monotonnak, mégis rendelkezik monotonitas
szempontjabol egy fontos tulajdonsaggal: Iétezik olyan N index, hogy n> N esetén a, >a,,,
teljesil minden n-re, tehat a,-t61 kezdve a sorozat szigorian monoton csokken. (Joggal nevezik
sokszor az ilyen tulajdonsaggal rendelkez6 sorozatokat is monotonnak.) Megmutatjuk, hogy n >4

mellett a, >a,,,, azaz
L 1
n" >(n+1)mt <" > (n+1)".
Atrendezve:
1 n
(1+—] <n.
...ooo... n
o ()
v 270 S
°
) L
L) o
.. ..
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3. pdlea 0
: Igazoljuk, hogy az a, = (1 + —J (n=12,...) sorozat szigortan monoton novekvd!
! 1

Megoldas:
A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenséget alkalmazva:

1 N2 n-(1+1)+1 iy
14— =*e_ ) sedl14= | 1
n+l n+1 n+1 n

A szamtani és mértani kdzép nem lehet egyenld, mivel 1+—=1, igy a , >a, minden n-re.
n

A feladatban szerepld sorozatrél mar tudtuk, hogy korlatos, most pedig igazoltuk, hogy monoton.
Erre a sorozatra még visszatériink, mivel a matematika egy nevezetes szamaval van kapcsolatban.

a— 1 2 s
Igazoljuk, hogy az @, =2, a, = E[d”" + —] (n>2) sorozat monoton és korlatos!
d 1

T—.

Megoldas:
A sorozat alulrol korlatos, ugyanis a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség miatt, ha
n>2, akkor:

a, =1(an_l+i}2 a, 2 =2.
2 an—l an—l

Egyenldség pontosan akkor allhat fenn, ha a,, = 2, de akkor a,,= V2 és igy tovabb, végiil
a = /2, ami ellentmondés. Tehat minden n-re a, > V2.

Most megmutatjuk, hogy a sorozat szigortian monoton csdkkend, azaz a, > a,,, minden n-re. (Eb-
bél azonnal adddik az is, hogy a sorozat feliilrdl korlatos!) Teljes indukciot alkalmazunk. Konnyt
latni, hogy az allitas n=1-re igaz. Tegyiik fel, hogy az 4llitds (n—1)-re igaz, ekkor elegendd azt
igazolnunk, hogy n-re is az lesz, azaz

Ha + 2 o+ 2 |oa,+ 2 5a+2
2 n-1 a, 2 n a, n-1 a, n a, '

a —a
a_, —a, +2—"—"Lt>
an—lan

(an—l_an) 1- 2 >0,
&, 44,

ez pedig az indukcios feltevés, valamint a, ,a, >2 miatt igaz.
Azt kaptuk tehat, hogy a feladatban szereplé sorozat monoton és korlatos. Késébb visszatériink ra,
mert egy nevezetes szammal all kapcsolatban. YT

Rendezés utan:

0,
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Analizis

S odlines B SN 4

1. Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol a kdvetkezd sorozatokat!

2n+1 3n-2
a) & = ) b, =57
mn-5 2n°+n+3
2. Mit mondhatunk monotonitas szempontjabol az alabbi, altalanos tagjukkal adott sorozatokrol?
n-1
a) a, = b) b, =q", ahol g adott valés szam.

n!

n+1
3. Igazoljuk, hogy az a, = (1 -+ —] , (n=12,...) sorozat szigorian monoton csdkkend!
I

4. Igazoljuk, hogy az &, =/2,a,,, = [2+a,, (n=12,...) sorozat monoton és korlatos!

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

. A szamsorozatok hataréertéke

A most megtargyaland6 fogalom kdzponti szerepet jatszik a ma-
tematikaban. Kialakulésa hosszi folyamat volt, teljes megértése
sok 1d6t igényel. Ismételten hangsulyozzuk, hogy a definiciok
pontos (ha ugy tetszik, szorol szora) valé megtanulasa nélkiil
esélylink sem lesz a tovabbi anyagrészek megértésére.

). pdlda _1)..
Tekintsiik az n-edik tagjara vonatkozd a, =

f
lettel adott sorozatot, és abrazoljuk a sorozat néhany tag-
s s e
— - jat a szamegyenesen!

4.1. dbra Svéjc és Ausztria hatéran |

2, a, a.a, 44,842, 4, . Jol lathato, hogy a sorozat tagjai az n in-
3 0 I dex novekedésével a 0 szam koré ,,tomo-
rilnek”.

4.2. 4bra A sorozat els6 néhany tagja |

ZAPEIH]
Vizsgaljuk most meg az a, = sorozatot és abrazoljuk a sorozat néhany tagjat a szam-
egyenesen! s
a, a, a, a,a, a,ayd, Itt az lathato, hogy a sorozat tagjai az n in-
0 05 1 15 5 25 3 dex novekedésével balrdl a 2,5 szam mellé
,,tomorilnek”.
4.3. 4bra A sorozat els6 néhany tagja J
e®%0y
.. ..
; 272 %
°
) [ J
[ L
° o
o L)
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@ Usilnidd Az aszam & sugard komyezetének (£ >0) nevezziik az (a—e,a+e)
alaku nyitott intervallumot a szamegyenesen.

.....................................................................................................................................

A fenti két példaban azt vettiik észre, hogy van olyan a szam, amelyhez ,.kozel lesznek” az (a,) so-
rozat tagjai az n index novekedésével. Ezt a kovetkez6 meghatarozas fejezi ki szemléletesen.

1. Jafini<dd Az (a,) sorozatnak létezik a hatarértéke, ha van olyan a szam, hogy az a
¢ tetszoleges sugaru kornyezetében benne van a sorozat majdnem minden tagja. (Tehat :
: csak véges sok tag maradhat ki beldle.)
Azt, hogy az (a,) szamsorozatnak létezik a
hatarértéke, ugy is szokas mondani, hogy a /\
sorozat konvergens. Ha az (a,) szdmsoro- _ -
zatnak nem létezik a hatarértéke, akkor azt a-¢ a a+e
mondjuk, hogy a sorozat divergens. A de- | 4.4, dbra Konvergens sorozat

finicidban szerepld a szdmot a sorozat ha-

tarértékének (limeszének) nevezziik. A fenti definicio tehat azt
fogalmazza meg, hogy mikor konvergal (masképpen mondva:
tart) az (a,) sorozat egy a szdmhoz.

Jel6lés: ]
a, —>a vagy lima, =a
N—eo

A definicid szemléltetését szolgalja a 4.4. abra.

A fent leirt definicidnak nagy elénye, hogy szemléletes;
nagy hatranya viszont, hogy egy konkrét sorozatra nehéznek
latszik az alkalmazasa. Most kovetkezz¢k egy masik definicio,
amely alapjan mar szamitasokat is tudunk majd végezni.

2. daiini<ld Az (@,) sorozatnak létezik hatarértéke, ha van olyan a szam, hogy bar-
¢ mely ¢ >0-hoz létezik olyan N kiiszobszam (N &ltalaban fugg e-tol), amelyre teljesiil,
: hogy n> N esetén |a, —a|<e.

.....................................................................................................................................

Be lehet bizonyitani, hogy a két definicié ekvivalens. (Gondoljuk végig!)
Térjiink most vissza a hatarérték fogalmanak bevezetésénél latott két sorozathoz! A 2. definicid
alapjan most igazoljuk, hogy mindkét sorozatnak van hatarértéke, illetve ki is szamoljuk 6ket.

BAPEIUH m
(-1)

i Azt allitjuk, hogy lim =0.

... ..
o 273 R
. ;

MatEm_Book.indb 273 2012.07.05. 12:26:26




» Analizis

Megoldaés:
Rdégzitsunk egy & >0 szamot. Célunk olyan N szam megtalalasa, hogy n> N esetén
-1)"
u -Ol<e = 1 <e
n n

teljesiiljon. Lathatjuk, hogy N = 1 megfelel.
&

4 péleda

s il ey [ .
; Ju oy o1 2

5n—-3 5

Megoldas:
Régzitsiink egy & >0 szamot. Célunk olyan N szam megtalalasa, hogy n> N esetén
5n-2 5
-Zl<e
2n+1 2

teljesdiljon. Innen:
9

10n—-4-10n-5
— <:>—
2(2n+1)

<,
2(2n+1) ¢

9
—<2n+
2¢ L

1 i—1 <n.
2\ 2¢

Latjuk, hogy N = %(21—1J megfeleld lesz.
£

=)
:

Fontos megérteni, hogy ha valamely sorozatnak létezik hatarértéke, akkor N kiiszébszambol termé-
szetesen nem csak egy van: minden, a talaltnal nagyobb szam is kiiszobszam lesz ugyanarra az ¢
-ra nézve.

Felmertil a kérdés, hogy hany hatarértéke lehet egy sorozatnak. A kdvetkezo tétel erre valaszol.

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

LN [N

) . s . b-a
Aer & aue liee B e és b szamhoz is kdrnyezetsugdrnak & =T-et! Azonnal el-

Tegyiik fel indirekt médon, hogy az (a,) sorozatnak két hatér-
értéke is van: a és b. Feltehetjiik, hogy a <h. Valasszuk az a

4.6. abra Csak egy hatarérték lehet | lentmondasba keriiliink az 1. definicidoban leirtakkal, amelyet az
abra szemléltet is.
Természetesen nem minden sorozatnak létezik hatarértéke.
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Megoldas:
Vilagos, hogy minden k-ra a,, =1 és a,,,, =3. Tegyiik fel, hogy létezik a sorozatnak hatarértéke:

a. Vélasszuk kornyezetsugarnak pl. ¢ = % -et! Az a szdm ¢ sugarl kornyezete % hosszu szakasz

a szamegyenesen. Erre nem eshet ra egyszerre az 1 és a 3! (Barmelyik csak véges sokszor marad-
hatna ki.)

Megoldas:

Tegylik fel, hogy 1étezik a sorozatnak hatarértéke: a. Valasszuk kérnyezetsugérnak pl. e =1-et! Ek-
kor a sorozatnak csak véges sok tagja lehet (a+1)-nél nagyobb. Ez azonban nem igaz, hiszen a
korlatos sorozatoknal latott 6. példa szerint a sorozat nem korlatos. A sorozat tehat divergens.

=)
:

Azok a sorozatok, amelyeknek nincs hatarértéke, divergens sorozatok. A divergens sorozatok koziil
azokra, amelyek olyanok, mint az eldbbi sorozat, kiilon elnevezést hasznalnak.

.................................................................................................................................

R ET I D] Az (a,) sorozat a c-hez tart, ha minden K szdmhoz létezik olyan N szam,
ogy ha n> N, akkor a, > K.

.....................................................................................................................................

(Szokas ezt ugy is mondani, hogy az (a,) sorozat a végtelenhez divergal.)

Jelolés: _
a, — oo vagy lima, =co.

N—eo

Hasonl6an értelmezhetd a —oo-hez tartas fogalma.
A 6. példaban tapasztaltakat altalanosabban fogalmazza meg az alabbi fontos tétel.

................................................................................................................................

Minden konvergens sorozat korlatos.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

Csak a feliilrdl vald korlatossagot igazoljuk, az also korlat 1étezésének bizonyitasa hasonléan vé-
gezhetd el. Tegyiik fel, hogy a sorozat hatarértéke a. Valasszuk kdrnyezetsugarnak pl. ¢ = 1-et! Tud-
juk, hogy az (a—La+1) intervallumon kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja lehet. Ha van a
sorozatnak (a+1)-nél nagyobb tagja, akkor vegyiik ezek koziil a legnagyobbat! (Véges sok szam
kozott mindig van legnagyobb.) Ez a szam felso korlatja lesz a sorozatnak. Ha nincs a sorozatnak
(a+1)-nél nagyobb tagja, akkor az a+1 szam a fels6 korlat. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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A tételben megfogalmazott allitds nem fordithatdo meg, tehat a
korlatossagbol nem lehet a konvergenciara kovetkeztetni, lasd
a 3. példaban szerepld sorozatot! A tétel allitasat Ggy is meg
lehet fogalmazni, hogy a korlatossag a konvergencia sziik-
séges feltétele. (De, mint lattuk, nem elegendd feltétele.) Most
a 2. definicié felhasznalasaval meghatarozzuk néhany sorozat
hatarértékét. Fontos latni, hogy a definicidt csak akkor tudjuk
hasznalni, ha a hatarértéket valamilyen modon megsejtettiik. Jo
szolgalatot tehet ebben egy szamoldgép, melynek segitségével
altaldban nem nehéz kiszamitani egy sorozat nagy indexszel
biro tagjait. Ha a sorozat konvergens, akkor varhato, hogy ezek
a tagok kozel lesznek a hatarértékhez.

Megoldaés:
Mivel ,,nagy” n-ek esetén 2n+1=2n és 7n—5=7n, ezért sejthetd, hogy a hatarérték létezik és

2
7—del egyenld. Rogzitsiink egy ¢ >0 szdmot. Célunk olyan N szdm megtalalasa, hogy n> N

esetén
2n+1 2
-—|{<e¢
7n-5 7‘
teljestljon. Innen:
|14n+7 - (14n-10)| 17
<o —<ag,
| 7(in-5) | 7(7n-5)
E<7n—5<:>1 E+5 <n,
Te T\ 7¢

ahonnan latszik, hogy N = %(;—7 + SJ megfeleld.
g

s
%Vdualda Iim(\/m_\/ﬁ)sz

n—o0

Megoldas:
Konnyen megsejthetd, hogy a sorozat a 0-hoz tart. Legyen ¢ > 0, rogzitett. Mivel

[Vn+3-vn -0 =vh+3-+h,

(m+\/ﬁ)(m—\/ﬁ)_ 3 3
Jn+3+Jn _\/n+3+\/ﬁ<2\/ﬁ’

tovabba

Jn+3-n =
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ezért

3 ccon
2\/ﬁ 4g?

azt mutatja, hogy N = 4—92 megfeleld valasztas.
£

Megoldas:
A teljes indukcioval foglalkozo anyagrész 1. példaja alapjan
n(n+1)-(2n+1) 2n’+3n*+n

PP+22+.+n*=

6 6
. 1
Legyen ¢ >0, rogzitett. Belatjuk, hogy a feladatban szerepld sorozat 3 -hoz tart.

2n*+3n*+n 1 3n%+n
S <g,
6n’° 6n’
3n+1
6n?
Mivel 3n+1 < ﬂ 3 3
6n> ~ 6n®> 3n’
ezért 2
S <ge—<n
3n 3¢

. 2
miatt N e megfeleld lesz.

@ 1Y, pale o1 5
1 li =7

Im
n—e 5y1+41

Megoldas:

A korlatos sorozatokkal foglalkozo rész 4. b) feladataban talal-
koztunk ezzel a sorozattal. Igazoltuk, hogy a sorozat feliilrdl
nem korlatos, ezért nem konvergens. Az ott latott becslésbdl
tobb is leolvashato: a sorozat a co-hez divergal.

b ke B B 4

1. Igaz-e, hogy ha egy sorozat feliilr6l nem korlatos, akkor a végtelenhez tart?

4.8. bra Nincs hatar

2. Legyenek a <b < c adott valos szamok. Adjunk meg olyan (a,) sorozatot, amelyre teljesiil, hogy
végtelen sok tagja esik az a, b és ¢ szamok mindegyikének tetsz6leges sugara kornyezetébe!

3. Igaz-e, hogy pozitiv tagli s konvergens sorozat hatarértéke pozitiv szam?
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Analizis

4. Hatarozzuk meg az alabbi, altalanos tagjukkal adott sorozatok hatarértékét (amennyiben a hatar-
érték létezik)!

2_ 1+3+..+(2n-1
a) an=2n+9 b) a, =vn*+2-n 9) an=3n ! d) a, = ( )
3n—-1 2n+1 1+2+...+n

_1-2+3-4+5-..-2n
\/II2+5H

€) a,

5. A hatarérték kiszamitasa I

5.1. Miiveletek konvergens sorozatoldal

Egy sorozat konvergens voltanak eldontése és a hatarértékének meghatarozasa altalaban nem kony-
nyl feladat. Kovetkezzen néhany olyan tétel, amelyek megkonnyitik a hatarérték kiszamitasat. Eze-
ket a tételeket hatarérték-szamitasi tételeknek is szoktak nevezni.

: Ha az (a,) sorozat konvergens és o, — d, valamint ¢ adott valos szam,
i akkora (c-a,) sorozat is konvergens és hatarértéke ¢-a.

Bizonyitas:
Ha ¢ =0, akkor a tétel allitasa nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy ¢ # 0 éslegyen & >0 rogzitett. Mivel
€ . .
|ca, —ca| =|c|-|a, —a|, tovabba a, — a, ezért H-hez is 1étezik N, hogy n> N esetén
&
arb=e |an—a|<ﬂ<:>|c|-|an—a|<s,
c

ami igazolja a tételt.
Most egy hasznos észrevételt ismerhetiink meg, amelyet ha-
romszdg-egyenlétlenségnek hivnak.

4

5.1. dbra Héromszég-egyenl(’)’tlensé%
a geometriaban

Megoldas:
Tekintettel arra, hogy mindkét oldalon nemnegativ szamok allnak, ezért ekvivalens egyenldtlenség-
hez jutunk, ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik:

)2

(b yl) < (1x+]y
X2 42xy+y* <x*+2|x||y|+ Y2

2xy < 2|xy|,
LT TINN ami nyilvan igaz. Egyenl6ség pontosan akkor 4ll fenn, ha X és y el8jele azonos.
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................................................................................................................................

Ha az (a,) és (b,) sorozat konvergens és a, —>a, b, —b, akkor az

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Legyen ¢ >0 rogzitett. A haromszog-egyenldtlenség miatt

|(a, +b,)—(a+b)|=|(a, -a)+(b, —b)|<|a, —a|+|b, ~b].
Az %—hdz létezik N, hogy n> N, esetén |a, —a|<%. Hasonldan: az %—ht‘)z létezik N,, hogy
n>N, esetén |b, —b|<%. igy akkor n>max(N,,N,) mellett
|(a, +b,)—(a+b)| <,

ami igazolja a tételt. A tétel allitasa teljes indukcidval 2-nél tobb (de véges sok) tagra is kiterjeszt-
hetd.

Az aldbbi tételek bizonyitasat nem részletezziik azok dsszetettebb jellege miatt. A bizonyitasok

s

................................................................................................................................

Ha az (a,) ¢és (b,) sorozat konvergens és &, — a, b, — b, akkoraz(a,b,) :
i sorozat is konvergens és hatarértéke ab.

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

Ha az (a,) és (b,) sorozat konvergens és a, —a, b, —b, tovabba b #0

L . d, . , d d
i és b, #0 minden n-re, akkor az (b_] sorozat is konvergens és b—“ - >

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

Ha az (a,) sorozat konvergens és @, — &, tovabba a, >0, akkor az

(\/; ) sorozat is konvergens €s \/; > fa.

.....................................................................................................................................

(A tétel allitasa egyébként k-adik gyokre is érvényes.)

Nézziink néhany példat ezen tételeknek a hasznalatara! A példak egy része a hatarérték 2. definicio-
janak alkalmazasaként mar szerepelt.
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Analizis

Megoldas:
Mivel
2n+1 2+ﬁ
-5 ,_°
n
o1 . ) .. 5 , . 1 5 .
tovabba — — 0, igy az 1. tétel szerint — — 0. A 2. tétel szerint 2+—-—2, 7—— —7, végil a
n n n n
4. tételt alkalmazva: lim 2n+l 2
eTn—5 7
/7 et
%5"&”“ 422+ +n?
: lim = =
—yoo In

Megoldas:
Felhasznalva, hogy Iim1 =0, valamint az 1-3. tételeket:
N—eo n

2402 2 n(n+1)(2n+1
1242 r:g...+n _ ( +6)n(3 +)=%.(1+1)_( 1)_)&_1.2=1

v ‘b pall i 2 =3n° +4n+5 .

m 3 2
n—= B + 2007 +3n+1

Megoldas:
Felhasznalva, hogy IIm1 =0, a 3. tétel miatt adodik, hogy adott k pozitiv egészre IImi =0.

n—enNn N—co n

Alkalmazva az 1-4. tételeket:

2—3+ 4 + >
20’ -3n*+4n+5 T2 T _)2
3 2 - =
5n* +20n* +3n+1 5+2n0+%+n713 5

=5 —
%9*'311]3 i \/n+2+5\/n+3_?

m—
e+l +\/ﬁ

Megoldas:
Tudjuk, hogy IIrn— =0, igy az 1-4. tételeket alkalmazva:

n+2+5\/n+ \]1+ +5\/1+

Jn+1+Jn \/1+ "
n

e®%0y
o° e
v 280
°
) [
) °
° o°
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5.2, Széimsorozatok hatdréridkével kapesolatos tovibbi ismeretelk

A korabbiak soran tobbszor is talalkozhattunk olyan sorozattal, amely a korlatossag és a monotoni-
tas kovetelményének is megfelel. Mivel egy ilyen sorozat minden tagja a szimegyenesen ugyanarra
a zart intervallumra esik, ezért ,,gyanus”, hogy a sorozat tagjai az index ndvekedésével egy adott
szam felé haladva ,,tomoriilnek”, vagyis a sorozat konvergens. Ezt fejezi ki a kdvetkezd, alapvetd
fontossagu tétel. A bizonyitasa nem tananyag, nem kell megtanulni; azért szerepeltetjiik, hogy érzé-
kelni tudjuk az eddigi anyagrészek kozotti finom kapcsolatokat.

Ha egy szamsorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

Bizonyitas:
Azt az esetet vizsgaljuk, amikor a sorozat monoton névekvd. Mivel a sorozat feliilrdl korlatos, igy
a teljességi axioma szerint létezik supa,, azaz a legkisebb felsé korlat. Ha supa, =a, akkor azt

allitjuk, hogy lima, =a! Legyen ¢ >0 tetsz6leges, de rogzitett. Vilagos, hogy a—¢& mar nem fel-

s6 korlatja az (a,) sorozatnak, igy létezik olyan n, index, hogy a—¢ <a,. Tekintettel arra, hogy a
sorozat monoton né, azt kapjuk, hogy N =n, esetén
a-g<a, <a,<ate,

la, —a

<eg,

ami azt adja, hogy Inim a, = a. Ezt akartuk bizonyitani.
. : 1Y L
Most mar kimondhatjuk, hogy az a, =(1+—) altalénos tag-
n
gal adott sorozat konvergens, hiszen korabban igazoltuk, hogy

korlatos és monoton. A sorozat hatarértéke a matematika egyik
hires szama, melyet Euler tiszteletére e-vel jeloliink:

5.2. dbra Az e irracionalis szam

n—eco

Iim(l+£) =e=2718.
n

Euler bizonyitotta be eldszdr, hogy az e szam irracionalis.

Megoldas:

Errdl a sorozatrol a monoton sorozatokrol szolo rész 4. példdjanak megoldasaban igazoltuk, hogy
monoton ¢és korlatos. A fenti tétel szerint ezért konvergens. Jeloljiik a-val a hatarértéket! Mivel
a, ; — a nyilvanvald, ezért a miiveletekrdl szo6l6 tételek (hatarértéktételek), valamint a hatarérték
egyértelmiisége miatt
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Analizis

a

a=%[a+3)@a=x/§,

hiszen a, > /2.
A példaban szerepld sorozat némi modositasaval rekurziot kaphatunk valamely pozitiv szam négy-
zetgyokének kiszamitasara.

Dy Oldjuk meg! ,

1.a) lim %ﬂ ?2 b ||m2n _"=? ¢) lim ﬂ:‘z
= 3N >= 5n+3 n>=5n? —2n-1

. 1+2Vn+
d) lim =? e) limY3=2 f) limg" =2 (q adott valos szam)
n—e /100N + N—oo n—oo q

1 n+1 1 n
2.3) Iim(1+—) =? b |im(1__J =9
N—eo n n—eco n

3. Igazoljuk, hogy az a, = \/E, a,, =+2+a,, n=12,... sorozat konvergens, és hatarozzuk meg
a hatarértékét!

9 B 1 A
4. Igazoljuk, hogy ha A adott pozitiv szdm, akkor az a, = A, a, = E{d"l A ], (n>2) sorozat
dn—l

konvergens, és hatarozzuk meg a hatarértékét!

5. Pistike azt allitja, hogy 1 =0. A kévetkezc") ,,bizonyitéssal” kivanja alatamasztani allitasat:

1:n 1+1+ +E deﬁ—>0 ezért 1=n-0=0.

n n n
Hol a hiba?

BN BYEZ81eSI5S0T 0 ZatoK:

A tovabbiakban részletesen megvizsgalunk két olyan sorozatot, amelyekkel gyakran talalkozhatunk
nemcsak a matematikan beliil, hanem a mindennapi életben is.

6.1. A széimtani sorozatolk

@ 1. palda Egy kiallitas latogatottsagi adataibol kideriilt, hogy minden nap az el6z6
* napinal 100-zal t5bb latogatéjuk volt, valamint, hogy dsszesen 53 940 ember nézte mega
tarlatot. Tudjuk még, hogy az elsé napon 240 latogatojuk volt.
a) Hany latogat6 volt a huszadik napon?
b) Hany napig volt nyitva a kiallitas?
¢) Hany latogat6 volt az utolsé napon?
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Megoldas:

a) Jelolje a, az n-edik napon megjelent latogatok szadmat.
A feladat szovegébol kideriil, hogy a,,, =a,+100. Ekkor
a, =240, a, =240+100, a, = 240+2-100, a, =240+3-100,

ésigy a,, =240+19-100 = 2140. Tehat 2140 ember nézte meg

a kiallitast a huszadik napon.

b) A feladat szovege szerint a, +a, +...+a, =53 940. Mivel
a, =240+ (n-1)-100, ezért

L 6.1 abraAkiallitds

240+(240+100) +(240+2-100) +...+[ 240+ (n—1)-100 | = 53940,
n-240+[100+2-100+...+(n—1)-100 | = 53940,
240n+100-[1+2+...+(n—1) ] = 53940.

A zardjelben szerepld Osszeg kiszamitasa egy ligyes fogassal
egyszer{ien megtehetd. (Ezt az eljarast Gauss allitélag mar hét-
évesen megtalalta.) Jelolje s, , az Osszeget, ¢és irjuk fel s, , -6t
kétféleképpen (oda-vissza modon) egymas ala rendezve a tago-
kat:

S,u= 1 + 2 + 3 +..+(n-1),

n
S,.=(n-1)+(n-2)+(n-3)+..+1.
Mivel az egymas alatt-felett szerepld szamok Osszege minden
esetben n, ezért

n(n-1)

2 ’ 6.2. Abra Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

2s,,=n(n-1)es, =

Ennek felhasznalasaval:

n(n-1)
240n +1OO~T =53 940,

50n? +190n—53 940 = 0.

Az egyenlet megoldasai n =31 és n=-34,8. Ezek koziil értelemszertien csak a 31 felel meg. Tehat
31 napig tartott nyitva a kiallitas.
¢) Behelyettesitve: a,, =240+30-100 =3240, tehat az utolsd napon ennyien nézték meg a tarlatot.

=)
:

A fenti példaban egy olyan sorozat tagjai szerepelnek, amelyre az jellemz6, hogy minden tag ugyan-
annyival nagyobb az el6zonél. Kicsit altalanosabb megfogalmazast hasznalva adodik a kdvetkezd
meghatarozas.

Dafinicio Ha az (a,) sorozat olyan, hogy minden n-re @, =a, +d, ahol d adott
¢ valos szam, akkor a sorozatot szamtani sorozatnak nevezziik. A d szam neve: differencia :
¢ (kiilonbség), hiszen d egy tagnak és az 6t megelézének a kiilonbsége. :

.....................................................................................................................................

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért nevezik a definicidban leirt sorozattipust szamtaninak. Vegyiik
észre, hogy a masodiktdl kezdve minden tag az 6t kdzrefogd tagok szamtani kdzepe:
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. -
Analizis

a,,+a,, _a-d+a +d _a

2 2 "
Ennek az észrevételnek a megforditasa is igaz: ha az (a,) sorozat olyan, hogy n>2 esetén minden
a ,+a . 11z L -y s
n-re a, =" akkor a sorozat szamtani sorozat. (Példaul teljes indukcio felhasznalasaval ezt

mindenki maga is kdnnyen belathatja.)

A szamtani sorozatokra vonatkozo alapvet6 észrevételek kovet-
keznek.

Ha d =0, akkor konstans sorozatot kapunk, amely tehat
tekinthetd szamtani sorozatnak. Ha d >0, akkor a szamtani so-
rozat szigortian monoton novekvo, ha pedig d < 0, akkor szigo-
raan monoton csokkend. Konnyi l1atni, hogy ha d >0, akkor a
szamtani sorozat feliilr6l nem korlatos, ha pedig d <0, akkor
alulrél nem korlatos.

Az 1. példa megoldasa kozben két fontos Osszefliggést is
hasznaltunk, amelyek minden szamtani sorozatra érvényesek.
Ezeket most altalanosan is megfogalmazzuk, majd igazoljuk

6.3. abra A hézszén%
sorozatot alkotnak azokat.

Bizonyitas:
Teljes indukcidval a bizonyitas igen egyszer(, igy azt az olvasora bizzuk.
(A tétel azt fejezi ki, hogy az elso tag és a differencia megadja a szdmtani sorozatot.)

78l Ha s, jeloli az (a,) szamtani sorozat elsé n tagjanak Osszegét, tehat
s, =a +d, +...+a,, akkor

n 2 2
Bizonyitas:
Alkalmazzuk az 1. példa megoldasaban mar latott oda-vissza valo felirds modszerét az s, kiszami-
tasara!

s,=a,+a, + a+..+a,,
s,=a,+a,,+a, ,+..+a.
Az 1. tétel miatt
a +a, ., =a+(k-1)d+a +(n-k)d =2a +(n-1)d,
ezért
25, =n-[2a +(n-1)d ],
ahonnan adédik a bizonyitandé allitas.
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% ZAPEIH a) Az (a,) sorozat olyan, hogy &, =5n1—7 teljesul minden n-re. lgazol-
juk, hogy szamtani sorozatr6l van szo! ?
b) Az (a,) sorozat els6 n tagjanak dsszege minden n-re (2n2 = n) -nel egyenld. Igazoljuk,
hogy szamtani sorozatrol van szo!

Megoldaés:

a) Mivel minden n-re a,,, =5(n+1)-7=5n-7+5=a, +5, ezért a szamtani sorozat definicioja
szerint (a,) egy d =5 differenciaju szamtani sorozat, melynek elsd tagja a —2.

b) Mivel minden n-re s, =2n” —n, ezért

$,.=2(n-1)"=(n-1)=2n* —n—(4n-3)=s, —(4n-3),

ahonnan adodik, hogy a, =s, —s,; =4n—-3 teljesil minden n-re, ha n>2, tovabba a, =s =1.
Innen a befejezés az a) rész alapjan mar egyszert.

dé\
&

A szamtani sorozatokkal kapcsolatos feladatok tobbségének megoldasa jorészt olyan egyenletek

vagy egyenletrendszerek megoldasara vezethetd vissza, melyekben szerepld egyenletek az 1. és

2. tételek segitségével irhatok fel.

w 3, ualds Bergengbcidban egy gyiimolesfan megérett a korte. Négy hét alatt po-
” tyogott le mind az 1610 darab. Tudjuk, hogy minden nap 3-mal tobb esett le, mint az azt
i megel6z6 napon. ;

a) Hany korte esett le az els6 napon?
b) A korték hany szazaléka van még a fan harom hét elteltével?

Megoldas:
a) Jeldlje a, azt, hogy hany korte esett le a farol az n-edik napon. A feladat sz6vegébdl nyilvanvalo,
hogy egy d =3 differenciaju szamtani sorozat tagjai lesznek az \
a,a,,... SZamok. A 2. tétel szerint:
2a,+27-3
1610=———-28 = a, =17,

tehat 17 db korte esett le az elsé napon. \ :
b) Mivel s, =&220.3-21=987, ezért harom hét mulva K{ - /
még 1610—-987 =623 db korte van a fan, ami pedig az eredeti L
mennyiség % -100 = 38,7 szazaléka. 64 dbra Az érett kortek
6.2. A mértani sorozatok

000

4, uilda Meseorszagban van egy hatalmas sivatag. A sivatag szélén egy kanna viz |
© 3 tallérba keriil, befelé haladva viszont az 4dra naponta megduplédzodik. Ha naponta egy :
i kanna vizet kell meginnunk, akkor legaldbb mennyi pénz legyen nalunk, hogy a 20 nap
i jarofoldre 1évé uti célunkat elérhessiik, tudva, hogy csak egy kanna all rendelkezésiinkre,
i amelybe minden nap meg kell venniink a vizet? '

MatEm_Book.indb 285 2012.07.05. 12:27:58




. -
Analizis

Megoldas:

Az elsb napi vizadag 3 tallérba, a masodik napi 3-2 =6 tallér-
ba, a harmadik napi 3-2-2=3-2> =12 tallérba, altalanosan az
n-edik napi 3-2"" tallérba keriil majd. Ez azt jelenti, hogy leg-
aldbb 3+3-2+3-2% +...+3-2" tallérra van sziikségiink. Ennek
az Osszegnek a kiszamitasa a célunk. Jeldljik s-sel, és irjuk fel
2s-t!

S=3+3-243-22+...+3-2",
25=3-2+43-22+3-2° +...+3.2 +3.2%,

6.5. dbra Mesés sivatag |

Innen latszik, hogy
25=5+3-2" -3 5=3(2%-1)=3145725.
Tehat legalabb 3 145 725 tallérnyi pénzosszeg birtokaban vaghatunk csak neki a sivatagnak.

28
:

Az el6z6 példaban egy olyan sorozat tagjai szerepeltek, amelyre az igaz, hogy a masodiktél kezdve
minden tag az el6z06 tag ugyanannyiszorosa.

.................................................................................................................................

/  Daflnicdo Ha az (a,) sorozat olyan, hogy a, # 0, tovabba minden n-re o, =4, -y,
© ahol g adott, 0-t61 kiilonbozd valos szam, akkor a sorozatot mértani sorozatnak nevezziik.
i A szam neve: kvéciens (hanyados).

.....................................................................................................................................

Megjegyzés:

A mértani sorozat definicioja nem egységes a szakirodalomban.
Az a, #0,q=0 feltételeket nem mindig szerepeltetik. Ebben
a konyvben azonban csak a fenti definicioval adott sorozatokat
tekintjik mértani sorozatnak.

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért nevezik a definicidban leirt

sorozattipust mértaninak. Ha a sorozat pozitiv tagokbol all, ak-

kor a masodik tagtol kezdve minden tag az 6t kozrefogd tagok
6.6. abra Mértani kozép | mértani kdzepe lesz:

Ja_.a . = % a = a’=a
n-1“%n+1 — q nq_ n — “n-

Ennek az észrevételnek a megforditasa is igaz: ha az (a,) sorozat olyan, hogy pozitivak a tagjai,
tovabba n>2 esetén minden n-re a, =./a, ,a,.,, akkor a sorozat mértani sorozat. Negativ tagok

n
eléfordulasa esetén a fenti Gsszefiiggések a megfeleld tagok abszolut értékeire érvényesek. (Példaul
teljes indukcio felhasznalasaval mindezt mindenki maga is konnyen belathatja.)

A mértani sorozatokra vonatkozo alapvetd észrevételek kovetkeznek.

Ha q =1, akkor konstans sorozatot kapunk, amely tehat tekintheté mértani sorozatnak. Ha q > 0,
akkor minden tag el6jele az a, eldjelével egyezik meg. Ha q < 0, akkor a mértani sorozat tagjai felvalt-
va pozitiv, illetve negativ elgjeliick. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy ekkor a sorozat nem monoton.

Ha q>1 és a >0, akkor a mértani sorozat szigoraan monoton névekvo, ha pedig q>1 és
&, <0, akkor a sorozat szigorian monoton csokkend. (Miért?)
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Ha 0<q<1 és a >0, akkor a mértani sorozat szigorun monoton csokkend, ha pedig 0 < q <1
és a, <0, akkor a sorozat szigoruan monoton névekvoé. (Miért?)

A korlatossaggal kapcsolatos kérdésekre kicsit késobb visszatériink.
A 4. példa megoldasa kozben két fontos dsszefliggést is hasznaltunk. Ezeket most altalanosan is
megfogalmazzuk, majd igazoljuk azokat.

.................................................................................................................................

Ha (a,) mértani sorozat, akkor minden n-re: a, =ay"".

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Teljes indukcidval a bizonyitas igen egyszerti, igy azt az olvasora bizzuk.
(A tétel azt fejezi ki, hogy az elso tag és a hanyados megadja a mértani sorozatot.)

43tetel] Ha s, jeloli az (a,) mértani sorozat elsd n tagjanak Osszegét, tehat
; . , n _1 H
s, =d +a,+..+a, akkor y=1 esetén s, =na,, mig y=1 esetén s =4, q—l
y-
Bizonyitas:
Atétel q=1-re vonatkoz6 része nyilvanvalo. Ha q # 1, akkor a 3. tétel felhasznalasaval:

as, =q(a1+a1q+...+a1q"’1)=sn—a1+a1q”,
q"-1
q-1’

Most visszatériink a mértani sorozatok korlatossaganak kérdésére.

s, (9-)=a(q"-1) s, =3

................................................................................................................................

. : Azt allitjuk, hogy |q| >1 esetén egy mértani sorozat nem korlatos, mig
i |y|<1 esetén a mértani sorozat korlatos. :

Bizonyitas:
n-1
=la/-lal" <[a]-
Ha |q| >1, akkor a korlatossaggal kapcsolatos témakor 5. példajaban latott egyenlétlenséget alkal-

Ez utobbi allitas egyszertien kdvetkezik abbol, hogy |a, | = |alq”’l

mazva:

n n n
[av.al=[2a”| =laullol" =[au|[1+ (la 1) ] =[a[[1+ (o] 1) | =[a| + n[a] (o] -2).
Mivel |a,|(|a|-1) =a egy adott pozitiv szdm, ezért na tetsz8legesen nagy értéket felvehet, amibdl

azonnal kovetkezik, hogy a mértani sorozat nem korlatos.

(] ()
L (]
. 287 1
o
° (
o (]
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Bizonyitas:
A tétel allitasanak bizonyitasahoz elegendd megmutatnunk, hogy limq" =0. Legyen ¢ >0 tetsz6-
N—oo

leges, de rogzitett. Olyan N szamot keresiink, amelyre igaz, hogy n> N esetén

o' <e & 1 >1,
ol ) e

Az el6z6 tételnél mar hivatkozott egyenlétlenség felhasznélasaval:

Mivel 1 1 l-g
l+n|=-1>—on>———,
('ql ) ¢ € i—1
Jal
1 :{1+ i—l} >1+n i—1 X
al al Jal

megfeleld valasztas lesz.

@ 3. 03l Egy baktériumtenyészet ugy szaporodik, hogy oranként 20%-kal n6 a
© baktériumok mennyisége. Hany ora kell ahhoz, hogy a szamuk a kezdeti érték 1000-szere- :
sére novekedjék? (Az eredményt egész szamra kerekitve adjuk meg!)
Megoldas:

Tegyiik fel, hogy kezdetben k darab baktérium volt a tenyészet-
ben. Mivel érankénti szamukat egy q=21,2 hanyadosli mértani
sorozat tagjai adjdk meg, ezért n 6ramulva k-1,2" db a szamuk.

Meg kell oldanunk a
k-12"

K

=1000 < 1,2" =1000

egyenletet. Mindkét oldal 10 alapt logaritmusat véve:

X
6.7. bra Baktériumok n-lgl2=3on= m ~37,89.

Tehat 38 ora kell ahhoz, hogy a baktériumok szama az 1000-szeresére noveked;jék.

9. palda Egy mértani sorozat harom egymast koveté tagjanak osszege —13. Ha
ezekhez a tagokhoz rendre 2-t, 3-at és 29-et adunk, akkor egy szamtani sorozat harom egy-
mast koveto tagjat kapjuk. Hatarozzuk meg a mértani sorozat hanyadosat!

Megoldas:
A szamtani sorozat harom egymast kovetd tagjanak osszege —13+2+3+29 =21, igy a szamtani
sorozat definicioja miatt a kozépso tag 7 lesz. Ezért a mértani sorozat harom egymast kdveto tagja

4
felirhatd 7’ 4, 4q formaban, ahol ¢ a hanyados. Fennall a kdvetkez6 egyenlet:

i+4+4q:—13.
q
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Rendezés utan:
49° +17q+4=0.

Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasai g, =—4, g, = —%. Ellenérzésképpen irjuk fel a két

megoldasnak megfeleld 3-3 tagot a mértani, illetve szamtani sorozatbol:
1) mértani: —1, 4, —16; szamtani: 1, 7, 13;
2) mértani: —16, 4, —1; szdmtani: —14, 7, 28.
Lathatjuk, hogy mind a két megoldas teljesiti a feladat szovegében leirtakat.

e 1. pdlela Egy egységnyi oldal( szabalyos haromszdg minden oldalat harom egyen-
i 16 részre bontottuk, majd a kozéps6 szakaszok folé kifelé szabalyos haromszogeket emel-
tiink. Ezzel egy ,.csillag” keletkezett. Ismételjiik meg az eljarast a kapott sokszog minden :
oldalara! Folytatva az eljarast, mekkora lesz az n-edik 1épés utan kapott sikidom kertilete?

(Az alakzatot Koch-féle hopehelynek nevezik és 1904-ben
irtak le el6szor. Az abran kiilonbdz6 szinarnyalatokkal van
jelolve a kiindulasi haromszog, valamint az elsé két 1épés
utan kapott 0sszes haromszog. Gondoljuk meg, hogy az
eredeti haromszdg koré irt kore tartalmazni fogja az 6sszes
sikidomot!)

Megoldas:
Mivel egy adott szabalyos haromszog valamely oldalan egy 1é-
pés utan keletkezo toréttvonal hossza a haromszog oldalhosszi-

. 4 i o . 6.8. abra A Koch-féle hopehely elsd
saganak 3 -szorosa, ezért egy 1épés utan ugyanez igaz a keletke- néhany haromszoge

26 sokszog keriiletére. Igy az n-edik 1épés utan kapott sikidom

n

kertlete 3- g egyseg lesz.

A Kkeriiletet leird sorozat feliilr6l nem korlatos, annak értéke te-
hat tetszOlegesen nagy lehet! Ez azért is érdekes, mivel a sok-
sz0g hatarat leir6 gdorbe sehol sem metszi at 6nmagat, viszont
korlatos sikrészen fekszik. A Koch-féle hopehely szép példaja
az Un. fraktaloknak. Keressilink az internet segitségével tovabbi
informaciokat a fraktalokrol!

A 6. 1,0. ai,brz'm lev képeken egy mesterséges és két természetes 6.9. dbra Mesterséges fraktal
fraktalt lathatunk.

Brokkoli
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Analizis

O Lpdlds Legyen o =1+%+%+...+I—:], ahol n1=12,3,... Igazoljuk, hogy
g, <2 minden n-re! 2 L c 2 ;
Megoldas:
A mértani sorozat els6 néhany tagjanak 0sszegére vonatkozo képletet alkalmazva:
n—k+1
LR
1 1 1 112 1 1 1 1
(1) 2_k+2k+1+"'+F:2_k. 1_1 :2k—1 Tk :Zk—l Ton
2
Rendezzik el az alabbi tablazat szerint a, tagjait!
1 1 1 1
-+ = 4+ =+ .+ =
2 2° 2} 2"
1 1 1
=+ S+ .+ =
2 2 2
1 1
PER t oo
2 2
1
2I'I
A k-adik sorban 4ll6 6sszeg az (1) Osszefliggés szerint —— ——, ezért
n
1 1 % ! 1
a,=l+-+..+ _1—1: SN, M o
2 2" 2" 1_1 2" 2"
2

»
1=

Most egy hires sorozatrol lesz sz6, amely nevének emlitése nélkiil
szerepelt mar a sorozatok bevezetésekor felsorolt példak kozott.
Az a =1 a,=1 a =a,,+8a,,, (N>3) rekurzidval adott so-
rozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik:1,1, 2, 3,5, 8,13, 21,....
Nézziink utana az interneten, hogy ki volt Fibonacci, illetve hol

6.11. abra Leonardo Fibonacci ‘ fordulnak elé pl. a természetben a sorozat tagjai, amelyeket
Fibonacci-szamoknak hivnak!

(1170-1250)

0o®%%e, 6.12. abra Fibonacci-szamok a természetben
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0 JZl Adjuk meg a Fibonacci-sorozat n-edik tagjat az n fiiggvényeként! (Olyan
formulat keresiink tehat, amely n ismeretében kozvetleniil megadja az n-edik Fibonacci- :
szamot.) '

Megoldas:

A rekurzios Gsszefiiggés érvényes marad, ha belevesszilk a sorozatba az a, =0 tagot. Ez kényel-
mesebbé teszi a szamolast a késébbiekben. A most kdvetkezé modszer megértése nem egyszert fel-
adat. Azért szerepeltetjiik, mivel a Fibonacci-sorozat megadasaban szerepl6hdz hasonld, un. linearis
rekurziok esetén nagyon hasznosnak bizonyult. (Hozza kell tenni, hogy alkalmazasadhoz altalaban
sziikség van az Gin. komplex szamok ismeretére.)

Keressiink olyan mértani sorozatokat, amelyek kielégitik a rekurzids dsszefiiggést! Legyen b, =bq",
ahol n természetes szam, b,q # 0. Behelyettesitve:

bqn — bqn—l+bqn—2
Q" =q+L

q°-q-1=0.
1+\/§ 1—\/5

A kapott masodfoku egyenlet megoldasai: g, = > q, = > Tehat két kiilonbozé mértani

sorozat van, amely eleget tesz a rekurzids Osszefliggésnek. Latjuk, hogy ezek egyike sem lehet

azonos a Fibonacci-sorozattal. Megpréobaljuk a Fibonacci-sorozat tagjait @, =00 +b,q; alakban
megkeresni, ahol b, és b, még nem ismert szdmok. A fentiek miatt ekkor teljestilni fog minden
n > 2-re a rekurzios 0sszefliggés, hiszen

by =bg™ +byg ™,
b, =b,0; ™ +b,0;,
ahonnan 0sszeadas utan:
a,=a,,+a ,.
Mivel a Fibonacci-sorozatban a, =0 és a, =1, igy teljesiilnie kell a kovetkez6knek:
0=b +b,,
1=b,. 1+\/_ - 2\/5

Az egyenletrendszert megoldva adddik, hogy b, = %, A gondolatmenetb6l kovetke-

1++/5
2

__ 1
=

n
1-v5 . . N
J ( 2\/_ ] sorozat azonos a Fibonacci-sorozattal, igy a kitlizott

zik, hogy az a, =
Jg [

célt elértiik.

b cadiie B SN 4

1. Hatarozzuk meg az a, 2+21 +.. +2i altalanos taggal adott sorozat hatarértékét!
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2. Pistike nem érti, hogy miért telik el egy ora hossza. Hiszen
elészor eltelik az egy ora fele, azaz fél 6ra, majd a hatralévé
id6 fele, azaz negyed ora ¢s igy tovabb: mindig eltelik a
hatralévé id6 fele, de marad még id6, aminek el kell telnie
az egy 6rabol. Adjunk magyarazatot!

(Az ilyen tipusu paradoxonok mar az 6korban ismertek vol-
tak. Nézziink utana az interneten annak, hogy ki volt Zénon,
illetve mirdl szol Akhilleusz és a teknds torténete!)

3. Igaz-e, hogy ha egy mértani sorozat korlatos, akkor kon-
vergens?
4. Igazoljuk, hogy IimLZ—HZ%]]: 21

6.13. abra Mulik azid6 | (A mértani sorozatoknal latott 8. példahoz kapcsolodik.)

5. Tekintsiik az a, =4, &, =-1, a,,,=a,,+2a, (n=0,12,..) rekurziéval adott sorozatot! Al-

n+2

litsuk el6 a-et az n fiiggvényeként!

Tovabbi feladatok:

Szamtani sorozat:

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
564-574. feladatok

Fibonacci-sorozat:

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
595-598. feladatok

Mértani sorozat:

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
575-589. feladatok

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

7. Kamatszamitas, jaradékszamitas

A mértani sorozatok alapvetd szerepet jatszanak a kamatszami-
tasok, torlesztorészlet-szamitasok, biztositasok, jaradékszamita-
sok matematikai problémaiban. Val6jaban az un. pénzigyi ma-
tematika a matematikan beliil mar régen 6nallo teriiletté valt, és
pl. alapvetd szerepet jatszott a logaritmus fogalmanak kialaku-
lasaban.

A témakorben sok olyan kifejezés van, melyekkel gyak-
ran talalkozunk a mindennapi életben, hasznaljuk dket, sokszor
anélkiil, hogy jelentésiikkel pontosan tisztaban lennénk. E16szor
ezek koziil a legfontosabb fogalmakat kell megismerniink, meg-
érteniink és megtanulnunk. Erdemes atismételni a szazaléksza-
mitasrol altalanos iskolaban, illetve 9. osztalyban tanultakat is.
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A toke a tovabbiakban mindig a befektetett (kezdeti) pénzosszeget fogja jelenteni. A kamat az
a pénzosszeg, amelyet adott 1d6 elteltével vagy adott id6kdzonként a befektetonek fizet az, akinek a
pénzt kolesonadtak. A kamatldb (altalaban p-vel jelolik) egy %-ban adott szam, amely azt fejezi ki,
hogy a kamat hany szazaléka a befektetett 6sszegnek:
_ kamat
toke
A napi szohasznalatban a kamat és a kamatlab kifejezések gyakran dsszemosddnak, mivel a
kamat sz6t kamatlab értelemben hasznaljak: ,,12%-o0s évi kamatra felvett kélcson”. Van, amikor ez
az 6sszemosodas nem okoz félreértést, de komoly zavar forrasa is lehet. T6késitésnek nevezik azt,
amikor egy id6szak végén a kamatot a tékéhez csatoljak. (Hasznalatos a kamatjovairas kifejezés
is.) Ez utan mar a kovetkez6 id6szakban a kamattal megndvelt téke kamatozik tovabb. Ezt kamatos-

kamat-szamitasnak nevezziik. Tehat a t6késités utani pénzdsszeg: téke- (1+ % )

100

5. pilda Ev elején 2 millio forintot betesziink egy bankba, évi 10%-os kamatldb
mellett. Mennyi pénziink lesz 5 év elteltével, ha minden év végén tékésitenek? Hany %-kal
tobb ez a betett dsszegnél? :

Megoldas:
Az els8 év végén 2-10°-11, a masodik év végén (2-10°-1,1)-1,1=2-10°-11°, végiil az 6todik év
végén 2-10°-1,1° =3 221000 forintunk lesz a bankban. Ez az eredeti dsszegnél kb.

3221000-2 000000

2 000 000
Konnyt észrevenni, hogy a tokésités hatasara a befektetett pénz egy mértani sorozat szerint, ex-
ponencialisan névekszik. Ha t jeloli a tokét, p az adott id6szakra vonatkozd kamatlabat, n pedig a
kamatjovairasok szamat (futamidd/idészakok szama), akkor

t =t[1+ 2
100

adja meg a futamid6 végén a pénzosszeget. A kamatos kamatot egy hires amerikai {izletember a vi-
lag nyolcadik csodajanak nevezte. Ennek bemutatasara szolgal a kovetkezo feladat.

1100 = (1,2° —1)-100 = 61%-Kal tobb.

ZAPEIE 1626-ban az indianok 26 dollar értéki tiveggyongyért eladtak Manhattan
szigetét a holland telepeseknek. Ezt sokszor ugy emlegetik (az indidnok szempontjabol per-
sze) mint a vildg legrosszabb iizletét. Tételezziik fel, hogy befektették volna az dsszeget évi
atlagosan 6%-os kamatlab mellett. Mennyi pénziik lenne 2010-ben? ;

Megoldas:
A kamatos kamatra vonatkozo Osszefliggésbe helyettesitve
(t=26, p=6,n=384) kapjuk:

t,, =26-106™ =~1,3565-10" =135,65-10°,
ami 135,65 milliard dollar.
A tanulsag tehat az, hogy a hosszu tava befektetések igen jove-
delmezdek tudnak lenni.

L 7.2 abraManhattan 0%,
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P o, Y
Analizis

3. pdlda Egyszer 507 000 forintot tettiink be a bankba, a kamatlib mindvégig évi
© 12% volt, és a futamidd végén 1 milli6 forintot vehettiink fel. Hany évig kamatozott a pénz, :
ha a kamatjovairas évenként tortént? (Az eredményt egész szamra kerekitve adjuk meg!)

Megoldas:

n jeloli az eltelt évek szamat, akkor
10° =5,07-10°-1,12",

1,9724=112".

Mindkét oldal 10 alapti logaritmusat véve:
19,9724 =nlgl12,
noloLor2a .

lgL12

Tehat hatéves futamideji befektetésrol volt szo.

% 4, udlda Tiz éven keresztiil minden év elején 100000 forintot helyeziink el egy
i bankban, ahol az éves kamatlab 8%. Mennyi pénzt vehetiink fel a tizedik év leteltével? :
(Kozben természetesen ebbdl a pénzbdl semmit nem vesziink fel.) ;

Megoldas:
Most nemcsak azt kell figyelembe venniink, hogy év végén a kar[,latot hozzairjak a tékéhez, hanem
azt is, hogy az év elején berakott 6sszeggel ugyanez torténik. Erdemes az év végi egyenlegeket
elkésziteni!
Az 1. év végén: 10°-1,08,
a2. év végén: (10°-1,08+10°)-1,08 =10°-(1,08+1,08),
a3.év végeén: (10°+10°-1,08+10°-1,08)-1,08 =10 (1,08+1,08° +1,08° ).

\ . / Ezek alapjan mar konnyt felirni a 10. év végére vonatkozo
egyenleget:

108" -1

10°-(1,08+1,08% +...+1,08°) =10°-1,08 ~1564550.
(L L08%)=10°-1,08=

Tehat a tizedik év végén 1 564 550 forintot vehetiink fel. (Fel-

hasznaltuk a mértani sorozat elsé n elemének Osszegére vonat-
/ kozo képletet.)

73.4braBank | }3\

A szamitasok szempontjabol fontos probléma, hogy ha pl. egy kolcsont p szazalékos évi kamatlab
mellett vesziink fel, akkor havonta mekkora kamatlabbal szamoljunk? A pénziigyi gyakorlatban ezt

egyszeriien ugy tekintik, hogy a havi kamatlab % szazalék.

Végiil egy igen fontos kérdést, az egyenld részletekben torténd torlesztést targyaljuk. (Az ilyen
tipust hiteltérlesztési modot annuitasnak nevezik.) Altalanos képletet is levezethetnénk, 4m ezt
nem tesszlk, csupdn az eredményt kdzoljik.
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3.udlda  Uj lakast vasarolunk, amelyhez 10 milli6 forint Gsszegii kedvezményes, :
évi 6%-0s kamatlabbal rendelkezd lakashitelt vesziink fel 20 év futamidére. A kdleson tor-
lesztése havonként torténik, a honap végén. Mennyi lesz a havi torlesztérészlet, ha a kamat-
lab kozben végig ugyanakkora marad? :
Megoldas:
A havi kamatlab a fentiek szerint 0,5% lesz. Jeldlje x a havi torlesztérészlet nagysagat. A kolesonbdl
hatralévo dsszeg:
az 1. honap végén: 107 -1,005—x,
a 2. honap végén: (107-1,005-x)-1,005—x =10" -1,005° —1,005x - X,
a 3. honap végén: (107 -1,005% —1,005x — X) -1,005-x =107 -1,005" —1,005%x —1,005X — X.
Ez alapjan mar kdnnyen felirhatjuk a 240. hoénap végén hatralévo Gsszeget (ami nyilvan 0-val lesz
egyenld):

0=10"-1,005"" —1,005" x ... ~1,005X — x =10 -1,005*** — X (1+1,005+...+1,005™" ),

240 _
0=10" 1,005 - x 200>~
1,005-1

X = 71643.

Tehat kb. 71 643 forint lesz a havi torlesztorészlet. (Felhasznaltuk
a mértani sorozat els6 n elemének dsszegére vonatkozd képletet.)

Habevetjik az r = % jelolést, A jeloli a felvett hitelosszeget, n

pedig a kamatlabhoz tartozé futamidét, akkor a torlesztorészlet:

r

1 1l )

1- (1+ r)n L 7.4 &braNyugdijasok

Ide kapcsolodik az tn. életjaradék és a nyugdij kérdése. Ekkor egy adott 6sszegb6l havonta fizetnek
ki egyenld dsszegeket, mikdozben a megmaradt pénz tovabb kamatozik. A kifizetések szdma nincs
meghatarozva. Koénnyti meggondolni, hogy a probléma szoros kapcsolatban all a torlesztorészlet

Xx=A-

kérdésével. Ha feltételezziik, hogy a havi kamatlab allando, akkor Iim( )n =0 miatt a havi
(14
Gsszeg x = A-r. Ha tehat pl. egy 8 millio forintos megtakaritast életjaradékra valtunk at tigy, hogy
a havi kamatlab 0,6%, akkor a jaradék havi 6sszege 48000 forint lesz.

ouiifinea B S 4

1. Bankba raktunk 500 000 forintot 10 évre, évi 12%-o0s kamatlab mellett. Tegyiik fel, hogy évi
9%-0s az arszinvonal emelkedése atlagosan (inflacid). A 10. év végén hanyszorosa a bankbol
kivett pénz vasarloértéke a 10 évvel korabbinak?

2. Minden év elején 250 000 forintot helyeziink el egy bankban 6 éven at. Mennyi pénziink lesz a
hatodik év végén, ha az éves kamatlab 9%?
3. Nyugdijpénztari befizetéseink eredményeképpen 4 millié forintunk gytilt 6ssze. Az dsszeget egy

20 év futamidejii jaradékra valtjuk, ahol a kifizetések évente torténnek. Mekkora éves jaradékot
kapunk, ha feltételezziik, hogy a futamidé végéig évi 12%-os atlagos hozamot ér el a pénztar? 0%,
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Analizis

4. Bizonyitsuk be a torlesztorészlettel kapcsolatban az 5. példa utan talalhato altalanos képletet!

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
583-586. feladatok

ec0ceccccccceccccccecccccceccce ©0000000000000000000000000000000000000000000¢

BN EHENYSZ0aNegLelensoroktol

A matematikaban a végtelennel kapcsolatos vizsgalodasok az dkorban kezdddtek, és még napjaink-
ban is tartanak. Ennek fontos részét képezte a XVII. szazadtol az un. ,,végtelen 6sszegek™ vizsgalata.
Mivel az ezzel kapcsolatos vitak és eredmények dontd szerepet
jatszottak a hatarérték és a valos szam fogalmanak kialakulasa-
ban, ezért vazolunk néhany eredményt errdl a teriiletr6l. Ezek
koziil nem mindegyik kotddik szorosan az érettségi tematikahoz,
de tobb helyen felbukkannak a kozépiskolai matematikaban.
Gondolatébresztés gyanant néhany példa kovetkezik.

@ ‘|, udldz Vajon mi lehet az alabbi 6sszegek értéke?

a) 1+1+1... b) 1+1+1+...
2 3
c) 1+1+1+1+... d) i+i+—+...
: 2 4 8 10 100 1000
e 1-1+1-14.. pr-ipl 1o
8.1. abra Végtelensor | ; 2 3 4

Megoldaés:
Ugy érezziik, hogy az a)-val jelolt 6sszeg barmilyen nagy lehet.

A b)-vel jelolt 6sszeg kapcsan esziinkbe juthat az, hogy lim| 1+ 1 + 1 +..+ 1) oo,

N—eo 2 3 n

A c)-vel és d)-vel jeldlt 6sszegek a mértani sorozatokhoz kothetonek latszanak.

Az e)-vel jelolt 6sszeg nagyon érdekes. Konnyen ra lehet vagni, hogy mivel irhaté 1-1+1-1+...
0 0
alakban, ezért 0-val egyenld. Viszont irhato 1+ (—1+1)+(—-1+1)+... alakban is, ami alapjan meg
—_—

0 0
ugy tlinik, hogy értéke 1. (Leibniz példaul tigy kivanta feloldani ezt a ,,paradoxont”, hogy az dsszeg
értékét > -nek vette.)

Az f)-fel jelolt osszeg értékérdl még sejtést is igen nehéz megfogalmazni. Belathato, hogy az alabb
szerepl6 definici6 szerint az 6sszeg értéke In 2.

Szamos vita és probalkozas utan végiil is a matematikusok arra jutottak, hogy a ,,végtelen dsszegek”
nem feltétleniil rendelkeznek szamértékkel. El kellett donteni, hogy mi alapjan mondjuk azt, hogy
egy formalisan

a+a,+a,+..= ) a4
=

0®®%%0, alakban irhato 6sszeg egyenld egy szammal.
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w Dailnicdd  Ha szamok végtelen sorozatanak a, +a, +a, +... = 2 g, Osszegétképez- :
¢ ziik, akkor Un. végtelen sort kapunk. i=1 3

.....................................................................................................................................

............................. TP —
w Dailniels A ) a végtelen sor n-edik részletdsszegén az s, = Y. a, szdmot értjiik, :
D =1 1=1

¢ ahol n1=12,... Ha a részletosszegekbdl képzett (S,) sorozat konvergens, és a hatarértéke

A (azaz lilns, = A), akkor azt mondjuk, hogy a Zdi végtelen sor konvergens, és az 0Sz-

: n—oc0 ~ =1
: szege A. Jelolés: Y a = A.
H 1=1

Ha lims, =eo, akkor azt mondjuk, hogy a Z'd. végtelen sor Gsszege oo. Jelolés:

1—>oc0 1=1

z a, = oo, Végiil, ha a részletdsszegekbdl képzett (S,) sorozat divergens, akkor azt mond-
o=l =

juk, hogy a z a, végtelen sor divergens.

. 1=1

.....................................................................................................................................

(Gyakran eldfordul, hogy a végtelen sorokkal kapcsolatban a Zai jelolést is hasznaljak, ez
nem szokott félreértésre vezetni.) i=0

Fontos megérteni, hogy a 2 a, jelolés nem egy szdm, hanem pusztan egy formalis kifejezés.
i=1

A definici6 alapjan konnyen valaszolhatunk az 1. példaban szerepld dsszegek koziil néhanynak az
értékére vonatkozo kérdésre:

a) Mivel s, =n, ezért Y 1=co.

n=1

b) Korabban igazoltuk, hogy lims, =0, ezért 21 = oo,
N—eo “~'n

e) Mivel s,, =0 és s, =1, ezért Y (-1)"" divergens.

n=1

................................................................................................................................

n=0

................................................................................................................................

1-yg
Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy |q <1! Mivel
qn+l _1
s, =a+aq+..+aq" =a O B
.'. 297 .1
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Analizis

tovabba a mértani sorozatoknal latott 4. tétel alapjan |q| <1 esetén IIm q =0, ezért a hatarértékre
vonatkozo ismereteink szerint
0-1 a
s, Ya——=—+-
q-1 1-q°
Ha |q| >1, akkor g" nem korlatos (ezt a mértani sorozatoknal igazoltuk), igy s, nem lehet konver-
gens. Annak végiggondolasat, hogy a részletdsszegek S, sorozata q =1, illetve g =-1 esetén nem

konvergens, az olvasoéra bizzuk.

A fenti tétel, illetve a konvergencia definicioja alapjan most mar valaszolhatunk az 1. példaban sze-
repl6 Osszegek koziil a c) és d) értékére vonatkozo kérdésre:

1 1 (1Y (1Y
c)Mivel 1+=+—=+...= — |, ezért —| =
et =3 ) e 53

n=0
d) Mivel
9 9 9 9 1 (1Y 1y
Sy =t Sttt =9+ +.+
10 10° 10 10 10 |10 10
2 n i _1
1 1 1 1110 1
—H =+ = == - =,
10 (10 10 10 i—l 9
10
ezért

9 9
—+— .
10 100 1000 z 10n

Ezek szerint akkor 0,9 =1, amivel megvalaszoltuk a valés szamok tizedes tort alakjaval kapcsola-
tos egyik nevezetes problémat! Ezen az uton tovabbhaladva belathato, hogy a tizedes tortek felfog-
hatok végtelen soroknak, a veliik végzett miiveletek pedig visszavezethetdk a sorokra értelmezett
miiveletekre, amelyek viszont a konvergens sorozatokkal végzett miiveletekre vezethetdk vissza.
(Lasd a Valos szam fogalma cimii téma bevezetdjét!)

Tekintettel arra, hogy a sor konvergencidjanak definicidja miatt egy sor dsszegére vonatkozd
kérdés 1ényegében hatarérték-szamitasi probléma, ezért tovabbi példak bemutatasa helyett szokéaso-
san kitliziink néhany feladatot.

>, Oldjuk meg! ,

1. Igazoljuk, hogy z n(n+1)
n=1

2. Hatérozzuk meg az alabbi mértani sorok dsszegét!

= (3 =1 2Y
2137 w33

3. Igazoljuk, hogy 1,19 = g!

=1

2+/3
4. Igazoljuk, hogy a mértani sorozatoknal szerepld un. Koch-féle hopehely teriilete T\f!
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Korabbi tanulmanyaink soran mar talalkoztunk a fiiggvény fogalmaval, és megismertiink néhany
nevezetes fliggvényt. Eldszor roviden dsszefoglaljuk azokat az ismereteket, amelyekre feltétleniil
sziikség lesz a tovabbiakban.

.................................................................................................................................

VETID] Ha az A halmaz mindegyik a eleméhez hozzarendeljik a B halmaz vala-
ely b elemét, akkor a hozzarendelést fliggvénynek nevezziik.

A

.....................................................................................................................................

Jelolések:

f:A>B, b="f(a).
Az A halmazt az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak nevez-
ziik, jelolése: A= D,. A B halmaz azon b elemei, amelyekhez
van a€ A, hogy b= f(a), alkotjik az f fiiggvény értékkész-
letét, jeldlés: R, ={f (a):ae A}.
(Fontos megjegyezni, hogy R, c B, azaz R, részhalmaza
B-nek.)

Az f és g fiiggvényeket akkor tekintjik azonosnak (egyen- L 9.1 4bra Fiiggvény

16nek), ha D; =D,, valamint f(x)=g(x) teljestl minden
xe D, =D, esetén.

A tovabbiakban olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek a valos szamok valamely rész-
halmazan értelmezettek, és értékkészletiik részhalmaza a valds szamok halmazanak. Ezeket valos
fiiggvényeknek nevezik. Ha tehat a késobbiekben a fliggvény szot hasznaljuk, akkor azt mindig
ebben az értelemben tessziik.

Tanultuk, hogy a valos fliggvényeket a sikbeli derékszogli koordinata-rendszerben szemléltetni le-
het. Egy f:A— B fiiggvény grafikonjat azok az (x; f (X))

pontok alkotjak, amelyekre xe A=D,. Az y= f(x)-etagra-

fikon egyenletének nevezziik. Természetesen a grafikon 1étezé-
se nem feltétleniil jelenti azt, hogy abrazolni is tudjuk az 6t alko-
t0 Osszes pontot! Erre szép példa az Un. Dirichlet-fiiggvény:

FROR T (X)= 1 hax racionélisi
0, ha x irracionalis.

9.2. abra Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859)

1. pdlda Az alabbi grafikonok a korabbi tanulmanyokban mér szerepelt fliggvé- |
. nyekhez kapcsolodnak. Adjunk meg az egyes grafikonokhoz hozzarendelési utasitast! '
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Analizis

a) B b) , o) ,

°§

1 1 X o 1 X
e ]
d) Y, e) v
1 1]
+f —0
0 i o] 4+ X
’ L
9.3. dbra Fliggvénygrafikonok
Megoldas:
x+1

a) f(x)=2x, b) f(x)=(x+2):(x-1), ) f (x)=m, d) f(x)=x’—4x, e) f(x)=[x-2].

‘»:2\
=

Nagyon gyakran eléfordul, hogy egy fliggvényt két (vagy tobb) fiiggvény hozzarendeléseinek egy-
mas utani alkalmazasaval kaphatunk meg. Innen szarmazik az osszetett fliggvény fogalma.

Dufinidld Az f:A—B és g:B—C fiiggvények Osszetételén (kompozicio-
ijan) azt a h:A—C fiiggvényt értjiik, amelyre D, ={xe D, : f(x)e D,}, tovibba
h(x)=g(f(x)) teljesil minden xe D, esetén. A g fiiggvényt kiils, az f fiiggvényt belss
fliggvénynek nevezziik :

.
.....................................................................................................................................

h=gofih(x)=(g°f)(x)=g(f(x)).
A<D, B ¢ Fontos megjegyezni, hogy altalaban
! go f = fog, amire a leirdsnal is ugyelni
kell! A fenti definicié segitségével kony-
nyen megfogalmazhatjuk pl. a haromszo-
ros fliggvényosszetétel modjat.

000, 9.4. abra Osszetett fiiggvény

MatEm_Book.indb 300 2012.07.05. 12:29:37



@2.'&“1@ Legyen f:R—>R, f(x)=x>+1 és y:R—>R, y(x)=x"-x. Adjuk
: mega h=gof fliggvényt! t

Megoldas:

Mivel h(x)=g(f(x)), ezért h:R 5 R, h(x)=(x¢ +1) ~(x¢ +1) = (x* +1) —x* -L.

28
-

A fliggvényosszetételek kapcsan gyakran eléforduld jelenség, hogy a kiilsé fiiggvény értelmezési
tartoményara vonatkozo feltétel miatt (hogy ti. Ry < D, ) az dsszetételre kiszemelt fliggvények ko-
ziil a belsé fliggvény értelmezési tartomanyat ugymond sztikiteni kell.

.................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

/  Usfinield Egy f:D, — B fiiggvény kibdvitésén értjik azt az f* fliggvényt,
: amelyre D, c D,,, tovabba f *(x)= f(x) teljestil minden xe D, esetén. :

.....................................................................................................................................

Ezzel talalkozhattunk példaul a hatvanyozas kapcsan, az exponencialis fliggvény fogalmanak kiala-
kitasakor.

S.pdlds Legyen f:R SR, f(x)=x*—46sy:{xe R:x20} >R, g(x)=x. :
Sziikitsiik le az f fliggvényt egy olyan f * fiiggvényre, amelyrea h=go f" Osszetett fiigg-
vény a valds szamok leheté legbévebb részhalmazan értelmezett, tovabba adjuk meg a h
fiiggvényt! Vazoljuk fel a h fiiggvény grafikonjat! :

Megoldas:

Mivel g(f(x)) =\x*—4, ezért legyen D,. ={xe R:x>2
vagy x <—2} és f*(x)=x*—4. Konnyii latni, hogy ekkor
h:D, =D,., h(x)=vx*—4 teljesiti a feltételeket. A grafi-
kon felvazolasa elétt érdemes atgondolni, hogy h(x)=h(-x),

minden xe D_. esetén, valamint azt, hogy ,,nagy” x-ek esetén

h(x)=|X.
5ﬁ L 954brag(f(x))
=
Most az Gsszetett fliggvényekkel kapcsolatba hozhato fontos fogalomrol lesz szo. R
S0
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@ 40lds Tekintsikaz f:{xe R:x>-2} 5 R, f(x)=+/x+2 figgvényt. Adjunk
i meg olyan g fiiggvényt (ha egyaltalan van ilyen), amelyre teljesiil, hogy R, = D,, D; =R,
tovabba f (g (x)) =y ( f (X)) = x! Abrazoljuk az f és g fiiggvények grafikonjait ugyanab-

ban a koordinata-rendszerben! :

Megoldas:
Kénnyii latni, hogy R, ={xe R:x>0}. Ha g(x)=y, akkor

f(g(x))=xeJy+2=x,
y=x"-2,
- g(x)=x*-2.

Vilagos, hogy erre teljesiilni fog g(f (X)):X és D, =R,.

A levezetés mutatja, hogy egyetlen, a feltételeknek megfeleld
9.6. dbra A két fliggvény grafikonja | fliggvény van: g:{xe R:x>0},g(x)=x*-2.

/ Dzjinicid Az f: A — B fliggvényt kolesonosen egyértelmiinek nevezziik az A és B
© kozott, ha R, =B, tovbba x,x,€ A x # x, esetén f(x )= f(x,). (Tehat a B halmaz
i minden elemének van ,,0se” az A halmazban, tovabba f kiilonbozé A-beli elemekhez ki-
i 16nboz6 B-beli elemeket rendel.)

.....................................................................................................................................

w DERNEG) Ha az f: A— B fliggvény kolcsondsen egyértelmli az A és B ko-
7 =N o _qmie . 7 AR
zott, akkor f— jeloli azt a fliggvényt, amelyre D..=R, R, =Dy, tovabba :
fHf(x)=f ( f (X)) =x. Azilyen f ' fiiggvény neve: az f fiiggvény inverze.

.....................................................................................................................................

A definiciobol azonnal latszik, hogy ha az f fiiggvénynek 1étezik
az f™ inverze, akkoraz f " fliggvénynek is létezik az inverze,
ésaz éppen az f lesz. A 4. példa alapjan sejthetd, hogy az inverz
fiiggvény grafikonja és az eredeti fliggvény grafikonjaa y = X
egyenesre tengelyesen szimmetrikusan helyezkedik el. Ennek
bizonyitasa a 9.7. dbrardl konnyen leolvashato.

4 @ J.udldy Legyen
=1 (F(x)) dael y=x’ . _ 5
x=17(f(x)) 4= . . 2x-1 , :
7 LRV > RV2), f(x) = T Hatarozzuk meg :
o E X+ :
\ \,\’/ f az f figgvény inverzét, és vazoljuk fel grafikonjaikat
f(x) S P =
NP i koz0s koordinata-rendszerben!
f(x) X Megoldas:
‘ Legyen f*(x)=y, ekkor ekvivalens atalakitdsokkal:

9.8. dbra Inverz fliggvény grafikonjal

2012.07.05. 12:30:04



f(f'(x)=xe X
( ( )) y+1
y=x,
2y -1=xy+X, y=1(x)
o x+1
—-X+2 1
; [ "
gy f :R\{2} > R\{-1}, f(x) =L12,hiszenk6nnyﬁ cl- 7 | -
_X+ .
o] y=1"(x)
lendrizni, hogy f’l(f (X)) =X, valamint D_, =R, R, =D;. L
(Grafikonok a 9.8. 4bran.) 9.9. dbra Inverz fliggvények
grafikonjai
) Oldjuk meg! ,
1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények inverzeit:
a) TR R, f(x)=2x-3, b) g:R\{-1} —>R\{1},g(x)=x—_i.
X+
2. Mutassunk példat olyan f és g fiiggvényekre, amelyekre gof és fog is értelmezhetd, de

gof #fogl!l

3. Tekintsiik az f (x)= és g(x)=+2x-1 hozzarendelési utasitasokkal rendelkezé fiigg-

x*+1
vényeket! Adjuk meg a valds szamok legb&vebb részhalmazat, amelyen értelmezhetd go f,
valamint adjuk meg go f értékkészletét!

4. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok korében:

X" —4=+x+4!

5. Adjunk meg olyan, a valos szamok halmazan értelmezett fliggvényt, amely minden valos értéket
pontosan harom kiilonb6z6 helyen vesz fel!

ORAWalosTuggvenyeknevezetesitulaydonsagay

Az eddigi tanulméanyainkban mar szerepelt, valamint a 9. lecke 1. péld4jaban eléfordulo fiiggvények
grafikonjait nézegetve megfigyelhetdk bizonyos szimmetriak, illetve egyéb nevezetes tulajdonsagok.
Ezek azért hasznosak, mert segitségiikkel a fliggvények leirasa egységesen kezelhetove valik. Termé-
szetesen felmeriilhet a kérdés, hogy miért éppen ezek a tulajdonsagok érdekesek szamunkra? Erre azt
mondhatjuk, hogy a matematika fejlédése soran ezek bizonyultak 1ényegesnek a fiiggvények jellem-
zésének szempontjabol. (Természetesen vannak olyan nevezetes tulajdonsagok is, amelyek 1ényege-
sek, de a kozépiskolai szintet meghaladja a targyalasuk, ezért itt nem fognak szerepelni.)

Ugy latszik, hogy az 1. a) példa grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, mig az 1. d) grafikonja
szimmetrikus az origora. Ezekhez a tulajdonsagokhoz kotddnek a kdvetkez meghatarozasok.
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YA RN AR, .
w Dafini<ls Az f fuggvény paros, ha minden :
) N W L) mmwc D, eseten —xc D; €s F(x) = (=x).
! ! (Konnyt 1atni, hogy ekkor f grafikonja az y tengelyre szim-
co 1 - metrikus.)
—x 0lq «x X

Dafini<ls Az f fiiggvény paratlan, ha minden

10.. dbra Paros fiiggvény ‘ “xe D, esetén —xe D, és —f (x)= f (-x).

grafikonja
7} . (Kénnyi latni, hogy ekkor f grafikonja az origéra kozép-
- I(X’ () pontosan szimmetrikus.)
1 : 7
——t - > & | pdlda Melyek a paros, illetve paratlan fiigg-
] vények az alabbi, a valos szamokon értelmezett fligg-
i vények koziil?
ThLLET Ca) f(x)=]2x  b) f(x)=x'—4x c¢) f(x)=sin’x
—x:f(=x !
k L2 _ .. (D r
10.2. dbra Pératlan fiiggvény | 8 £ {55 = a8 = ) Dl gy
grafikonja | T
Megoldas:

a) Paros, mert |2(—X)| = |—2X| = |2X|;
b) paratlan, mert (—x)’ —4(—x) = —x" +4x=—(x" - 4x);
¢) paratlan, mert sin® (=x) = (=sin x)’ = —sin® x;

d) se nem paros, se nem paratlan;
€) paros.

2, pilda Igazoljuk, hogy minden f:R — R fiiggvény eldall egy paros és egy pa-
. ratlan fiiggvény osszegeként! ]
Megoldas:
Ha g:R — R paros és h:R — R paratlan, valamint f (x)=g(x)+h(x) teljesil minden xe R
esetén, akkor

ahonnan

Ellenérzés: g(x)+h(x)=
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Mar 9. osztalyban talalkozhattunk az
f:R-R, f(x)=x-[x]={x}
un. tortrész-fliggvénnyel. Grafikonja a 10.3. abran lathato.
A 10. osztalyban szerepelt pl. a szinusz-, illetve a koszinusz-
fiiggvény (10.4. abra). Ezek a fiiggvények rendelkeznek egy ko-
z0s tulajdonsaggal, amelyet periodikussagnak hivunk.

Dajinicio Az f:R — R fiiggvény periodikus,
¢ ha van olyan d # 0 valds szam, hogy minden xe R
. esetén f(x+d)=f(x). Adszamotaz f fiiggvény pe-
riddusanak nevezziik.

...................................................................................

Vegyiik észre, hogy ha d az f periodusa, akkor k-d is periddus
lesz minden k #0 egész szamra. Fontos tudni, hogy egy perio-
dikus fiiggvénynek nem feltétleniil van legkisebb pozitiv perio-
dusa! Gondoljunk pl. a konstans fliggvényekre, vagy a Dirichlet-

10.4. abra Trigonometrikus

fiiggvények

figgvényre, amelynek pl. minden pozitiv raciondlis szam periddusa lesz, és vilagos, hogy ezek
kozott nincsen legkisebb. Amikor van legkisebb pozitiv periddus, akkor altalaban azzal célszerti
dolgozni. (A periodikus fliggvény definicioja egyébként nem egységes a matematikai szakirodalom-

ban, a fenti a leggyakrabban hasznalt definicio.)

E szerint a definicio szerint a tortrész-fliggvény periodikus.
Tobb periodusa is van, pl. az 1 vagy a —2. A trigonometrikus
figgvények is periodikusak, természetesen végtelen sok peri-
Odussal. A periodikussag felismerése azért hasznos egy adott
fliggvény esetén, mivel ekkor a fiiggvény leirdsa szempontjabol
elegendd egy |d| hosszl intervallumon vizsgalni a fliggvényt.
Példak periodikus fiiggvények grafikonjaira a 10.5. és 10.6. ab-
rakon talalhatok.

@ Y.opdldn Az f:R—R\{1} fiiggvény olyan,
: hogy minden x-re g

5 f{x)-1

f(x)+1

Igazoljuk, hogy f periodikus fiiggvény!

f(x+1)=

Megoldas:
A feladat szovegében szerepld oOsszefliggésben x helyére
(x+1)-et irva:
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| 10.5. dbra Periodikus fliggvény

4

/\/\

3 2 10
=j

| 10.6. abra Periodikus fiiggvény
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Dol f(x)1
X+1)— X)+ -
fez)e D=1 T00K T 2
(x+1)+1 f(x)—1+1 2f(x)  f(x)
f(x)+1
irjunk most a kapott dsszefiiggésben x helyére (x+2)-t:

1
m: f(x).

Ez pedig a definici6 alapjan azt jelenti, hogy az f fiiggvény periodikus, tovabba a 4 az egyik perio-
dusa.

f(x+4)=-

¥ =sin3x +2c0s4x Megoldas:
Vegyiik észre, hogy
f (x+27)=sin(3x+67)+2cos(4x+87)=

=sin3x+2cos4x = f (x),

felhasznalva, hogy a 27 periddusa a szinusz- és a koszinusz-
fiiggvénynek is. A definicio alapjan tehat f periodikus és egyik
periddusa a 27 .

=)
:

A szamhalmazok ¢és a szamsorozatok kapcsan el6keriilt mar a korlatossag fogalma. Ez a tulajdon-
sag a fiiggvényeknél is igen 1ényeges, ezért itt is megfogalmazzuk.

10.7. dbra Az f fiiggvény grafikonja |

.................................................................................................................................

42

Dzfini<io A valos szamok valamely részhalmazan értelmezett f fliggvény feliilr6l
orlatos, ha létezik olyan K szam, hogy f (x)<K teljesiil minden xe D,-re. :

ES
.....................................................................................................................................

.................................................................................................................................

Daflnicio A valos szamok valamely részhalmazan értelmezett f fiiggvény alulrol
orlatos, ha 1étezik olyan k szam, hogy f (x)=k teljesil minden x e D,-re. :

S
.....................................................................................................................................

v DETMIGED) A valés szamok valamely részhalmazan értelmezett f figgvényt korlatos-
* nak nevezziik, ha alulrél és feliilrdl is korlatos. :

£y
.....................................................................................................................................
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Megjegyzés:
Ha egy adott intervallumon f feliilrél korlatos, akkor a teljességi axioma miatt van legkisebb a felsd
korlatok kozott, azaz 1étezik a felsd hatar. (Hasonlo allitas fogalmazhaté meg, ha f alulrdl korlatos.)

@ J.pdldn  Korlatos-e az

1 .
f:R>R, f(x)= fiiggvény?
(%) X2 +2x+2 seveny
Megoldas:
Mivel x? +2x+2 = (x+1)" +1>1, ezért
1

0< f (X) =——7>—<1, | 10.8. dbra Az 5. feladat grafikonja
(x+1)"+1

ezért a fliggvény korlatos. Also korlat pl. a 0, fels6 korlat pl. az 1.

Megoldas:
Vegyiik észre, hogy
2x+1 2(x-2)+5 2(x-2) 5 5
f(x)= = = + =2- .
X—2 X—2 X—2 X—2 2—X
Vilagos, hogy a fiiggvény feliilrél korlatos, hiszen x -2 <0, igy 79
f(x)<0. Az f(x) az adott értelmezési tartoméanyon alulrél
7 >
nem korlatos, ugyanis > > tetsz6legesen nagy lehet. A bizo- | i
—X
nyitas (feltehetd, hogy K >2.5): s +21
X_
i > K’
2—X
i >2-—X,
K
S . .
X > Z—E = X( K). | 10.9. &bra A 6. feladat grafikonja
o e — PP
v 7.u3lds Vizsgaljuk meg korlatossag szempontjabol az g
i x* +3x+3 :

f:R-R, f(x)= fiiggvényt!

x> +4x+5

Megoldas:
Legyen f(x)=y! A nevezd mindig pozitiv. Rendezés utan:

(1)  (y-1)x*+(4y-3)x+5y-3=0.
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. -
Analizis

Vegyiik figyelembe, hogy y =1 pontosan akkor teljesiil, ha x =—2. A tovabbiakban az y =1 felte-
véssel éliink. Az (1) egyenletben az y-t paraméternek tekintve pontosan akkor 1étezik hozza valos X,
amelyre az egyenlOség teljesiil, ha az X-ben masodfoku egyenlet diszkriminansa nemnegativ:

D =(4y-3)"—4(y-1)(5y—3)=—4y* +8y—3>0.

Egyenloség esetén y = %, illetve y = %, igy az egyenlétlenség megoldasa % <y< % Tehat a fiigg-

vény korlatos, sot az is kidertiil ebbdl a megoldasbol, hogy értékkészlete az [% ; %:' intervallum!

28
:

A korlatossaggal kapcsolatos vizsgalatok soran sokszor alkalmazhatok kiilonféle becslési tech-
nikak, amelyekkel mar korabbi tanulmanyaink soran talalkozhattunk, utoljara pl. a sorozatoknal.
A fiiggvény grafikonjanak valamilyen szerkesztoprogrammal valé megrajzolasa is alkalmas lehet arra,
hogy sejtéseket fogalmazzunk meg a korlatossaggal kapcsolatban, majd azokat be is bizonyitsuk.

1. megoldas:
A grafikon alapjan sejthetd, hogy 0< f (x)< J2. A bizonyitasok ekvivalens atalakitasokkal egy-

szerlek.
Az also becslés:

VA 0<x—Vx?-2,
VXP =2 <X,

x> —2<x?,

s
A fels6 becslés:

0 T 2 5 4 % x—x2—2 <42,
x—2 <\x* -2,

10.10. dbra A vizsgilt fiiggvény ‘ X2 —242x+2< %% -2,
grafikonja \/E <x
2. megoldas:

Tekintsiik az alabbi becsléseket:

= _ _(x—JxZ—z)(x+\/x2—2)_ 5 ’
L e N o Sy e S

=)
:

A korlatossaggal kapcsolatban allo nagyon fontos tulajdonsag, ha a fiiggvényértékek kozott van
legnagyobb, illetve legkisebb, azaz a fliggvénynek van szélsGértéke.
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w Dafinicio Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek (abszoliit) maximuma van az
" X, € D, helyen, ha barmely xe D, esetén f(x)< f(x,)=M. Az M = max (x) sza-

i mot az f (abszolut) maximumanak nevezziik.

.....................................................................................................................................

Ha létezik ilyen M szdm, akkor a fliggvény természetesen feliilr6l korlatos, és ilyenkor M a felsd
hatarral egyezik meg. Forditva azonban nem feltétlentil van igy: feliilr6l korlatos fliggvénynek nem
feltétleniil van abszoliit maximuma.

1
(Tekintsiik pl. az f:[Leo[ >R, f(x)= ” fliggvényt!)

Fontos lesz a késdbbiekben egy masik, egy adott helyhez kodtheté maximumfogalom.

ﬁ Dafinicid Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek helyi maximuma van az X, € D;
¢ helyen, ha x,-nak van olyan kérnyezete, hogy az ebbe esé x-ekre f értelmezve van és :
f{x)< f(x,).

.....................................................................................................................................

(A helyi maximum kifejezés mellett hasznalatos a lokalis maximum kifejezés is. A definicio-
ban leirtak teljesiilése esetén szoktak azt is mondani, hogy az adott hely szigoru értelemben vett
helyi maximumbhely.)

A fenti definiciok mintajara adhatok meg a legkisebb értékre vonatkozd meghatarozasok.

Uzfinicid Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek (abszolit) minimuma van az
X, € D, helyen, ha barmely xe D, esetén f(x)> f(x,)=m. Az m= min f (x) szamot :
az f (abszolut) minimumanak nevezziik. :

.....................................................................................................................................

Ha létezik ilyen m szam, akkor a fiiggvény természetesen alulrol korlatos, és ilyenkor m az alsé
hatarral egyezik meg.

v Dafiniedd Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek helyi minimuma van az x, € D,
¢ helyen, ha Xx-nak van olyan kornyezete, hogy az ebbe esé x-ekre f értelmezve van és :

f{x)=f(x,).

.....................................................................................................................................

(A helyi minimum kifejezés mellett hasznélatos a lokalis minimum kifejezés is. A definicio-
ban leirtak teljesiilése esetén szoktak azt is mondani, hogy az adott hely szigoru értelemben vett
helyi minimumbhely.)

Egy fiiggvény szélséértékeinek megkeresése nagyon fontos, nemcsak elméleti, hanem gyakorlati
szempontbol is. Nem véletlen, hogy sokdig kerestek ra altalanosan alkalmazhaté modszert, amelynek
kidolgozésa az analizis egyik kiemelked6 eredménye. Ezzel késobb részletesebben is megismerke-
diink. Az alabbiakban bemutatunk néhany példat elemi modszerekkel valé szélsGérték-vizsgalat-
ra. Ezek alkalmazasahoz jol kell ismerni a nevezetes kdzepek kozotti egyenl6tlenségeket, tovabba
taldlékonysagot és nagy gyakorlatot igényelnek. Akarcsak a korlatossagra vonatkozo kérdésekben,
itt is sokszor segit, ha a fliggvény grafikonjat szerkesztOprogrammal megrajzoljuk. LTI
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@ J,uilds  Hatarozzuk meg az

f:R" >R, f(x)=x+ﬂ
X

fliggvény (abszolut) minimalis értékét ¢és a minimum-
helyét!

1. megoldas:

10.11. &bra A 9. példéban vizsgalt Rajzoljuk meg az f (x) grafikonjat a derékszdgli koordinata-
figgvény rendszerben! A 10.11. abra alapjan konny(i megsejteni, hogy a
minimumhelye 2, a minimum értéke pedig 4. Levezetéssel bizonyitunk:

x+£24,
X

X +4>4x,
x> —4x+4>0,
(x-2)° >0.
Atalakitdsaink mindvégig ekvivalensek voltak, igy mindkét allitasunkat belattuk.

2. megoldas:
A hozzarendelési utasitasban szerepld kifejezést kellene alulrdl becsiilniink egy szammal. Alkal-
mazzuk a szamtani ¢s mértani kozepek kozotti egyenldtlenség két valtozora vonatkozo alakjat:

x+i
X > X'ﬂ,
2 V X
f(x)=x+424.

> |

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha x = 4 o X= 2(6 D, ) Tehat f minimalis értéke 4, a mini-
. X
mumbhelye pedig x = 2.

y=f(x) @ 19, piledn  Hatarozzuk meg az §

f:R" >R, f(x):x+£2
X
fliggvény (abszolt) minimalis értékét és a minimum-
i helyet! :
0 i Megoldas:

1

Az el6z6 példa 2. megoldasaban latott Gtlet itt nem segit, ugyan-

10.12. bra A 10. példaban vizsgalt is
fliggvény 6
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az f (x)-et csak egy masik fiiggvénnyel becsiili meg alulrél, amibél nem lehet semmire kovetkez-

tetni. Ugyes atalakitds utén, alkalmazva a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség hdrom
valtozora vonatkozo alakjat:

§+§+£
2 2 X2>3§.5.£
3 N2 2 x¥’
f(x):x+%233§z3,434
X 2

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha g = % o x=312=2, 29(6 D, ) Tehat f minimalis értéke
X
3i/§, a minimumhelye pedig x = 2. (Vilagos, hogy ezeket a szamokat grafikonrol lehetetlen

leolvasni.)

@ 1), paldds Hatarozzuk meg az

1 1
fiRVA[0} 5 R, f(x)=x+=— ,/XZ +— fiiggvény (abszoliit) maximumat!
X X

Megoldas:
Legyen a =X+ 1! A maximum keresése miatt feltehetjiik, hogy x >0, ekkor a > 2 teljesil a szdm-
X

tani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség miatt. fgy

a—+al-2= 2 2 =2-42.

<
a+vai-2 2+2

Egyenldség pontosan akkor all fenn,ha a=2 < x = 1(6 D, ) Tehat a feladatban szerepl fliggvény
maximuma 2—+/2, amelyet csakis X =1 esetén vesz fel.

=
Megjegyzés:

Ha széls6értéket becslés segitségével keresiink, akkor mindig ellendrizni kell, hogy az egyenléség
fennall-e, valamint az a hely, ahol igen, benne van-¢ a fliggvény értelmezési tartomanyaban!

A korabbi tanulmanyainkban talalkoztunk mar a fiiggvény monotonitasanak fogalmaval. Most meg-
ismételjik a meghatarozasokat és bemutatunk néhany elemi alkalmazést. A monotonitas vizsgala-
tara a késobbiekben latni fogunk egy altalanosan alkalmazhaté modszert.

/ Dafini<dd Az f fiiggvény valamely J c D,
" intervallumon monoton ndvekvd, ha barmely |
X% €T, x < x, esetén f(x)< f(x,). - .

[ X

10.13. dbra Monoton névekvd
fiiggvény grafikonja

....................................................................................
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Analizis

/ Dafinid Az f figgvény valamely J < D, in-
ervallumon szigoratan monoton novekvo, ha barmely
X, X, €T, x <x, esetén f{x )< f(x,).

I ' X
10.14. dbra Szigorian monoton
novekvd figgvény grafikonja

...................................................................................

y

...............................................................................

/ Daiinicld Az f fliggvény valamely J < D;
ntervallumon monoton csdkkend, ha barmely
X. %, €T, X <X, esetén f(x )= f(x,).

[
10.15. 4bra Monoton csokkend
fiiggvény grafikonja
S A gy T ATt e,
/  Daiinicio Az f fiiggvény valamely J < D, in-
ervallumon szigortian monoton csdkkend, ha barmely
XX, € T, x < x, esetén f{x)> f(x,).

>
.

...................................................................................

0 £y
I eusssssssssssssssssssaEs s e s s sEsEEEEEEEAEESEAEEEEEEEEEEAEEsEsEEEEEEEEEEEEEEunn®

10.16. abra Szigortan monotonJ
csokkeno fiiggvény grafikonja
Egy adott intervallumon konstans fliggvény az adott intervallumon egyszerre monoton novekvo és
monoton csokkend. Erdekesség, hogy pl. a Dirichlet-fliggvény semmilyen intervallumon nem mo-
noton névekvo, ¢s nem is monoton csékkend! (Miért?)

A monotonitassal kapcsolatos vizsgalatokban is sokszor segit, ha szamitogépes segitséget hasz-
nalunk.

@ 12, pdlds Legyen f:R\{-1} >R, f(x)= 2x—_11 Vizsgéljuk meg f (x) monoto-
] X+ ]
| nitaséta J-ee;—1, illetve a |-Leo| intervallumon!

Megoldas:
Végezziik el a kovetkezo atalakitasokat:
-1 2(x+1)-3
f(X):ZX 1 2(x+1) , 3

Ha x, <X, <-1, akkor 1+x, <1+X, <0, ezért

3 3 3 3
> = 2- <2- .
1+x  1+X, 1+x 1+,

x+1  x+1 X+1

Tehat a ]-oo;—1[ intervallumon f szigortan monoton ndvekvd. Ha —1<X <X,, akkor
0<1+x <1+X,, ezért

3 3 3 3
> = 2- <2- .
1+x 1+X, 1+x 1+x,
Leeee.,  Tehita J-1;00[ intervallumon f szintén szigorGian monoton ndvekvo.
312 ..-
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7113 Slels g Z08 + 4 o . ]
13.p2ldy vizsgaljuk meg az f:R* = R, f(x)=x+— fiiggvény monotonitasi tu- g
lajdonsagait az értelmezési tartomanyon! x '

Megoldas:
A fliggvény grafikonjat a 9. példanal lathatjuk. Ez alapjan konnyl sejtéseket megfogalmazni. Te-
gyiik fel, hogy 0< X, <X, <2! Allitjuk, hogy f a ]0;2[ intervallumon szigortan monoton csdkke-
no, azaz
X + 4 ox 2
— > % +—,
X X,

Mivel 0 < XX, <4, ezért az utolsé egyenlétlenségben mindkét tényezd negativ, tehat az egyenlét-
lenség teljesiil. Mivel ekvivalens egyenldtlenségekkel dolgoztunk, ezért ezzel allitasunkat igazoltuk.
Tegyiik fel, hogy 2 < x, < x,! Allitjuk, hogy f a ]2; <[ intervallumon szigoraan monoton novekva,
o X, + 4 <X, + 4
%

4
(X1 _Xz)[l_ XX, J< 0,

tovabba XX, >4 miatt itt a két tényezd eldjele ellentétes, tehat az egyenldtlenség teljesiil, ezért
allitdsunkat igazoltuk.

r:_%\

1%

Figyeljiik meg, hogy 2-t6l balra a fiiggvény csokkend, a jobb oldalan pedig ndvekvo, igy a 2 mini-
mumbhely lesz. Ez egy igen fontos megfigyelés, amelyre vissza fogunk még térni. Elég csak az el6z6
példa megoldasara ranézni, hogy kijelenthessiik: a monotonitas vizsgalata elemi tton altalaban igen
nehézkes és hosszadalmas.

) Oldjuk meg! ,

1. Adjunk meg olyan periodikus fliggvényt, amely nem korlatos!

Mivel ezzel ekvivalens

2. Igazoljuk, hogy az f:R > R, f (x)=cosx+ cos(x\/z) fiiggvény nem periodikus!

3. Korlatos-e az f:R" - R, f (x) =1—1 fiiggvény alulrél, illetve feliilr6l? Mi lesz a legkisebb
X
fels6 korlat (felso hatar)?
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Analizis

4. Hatdrozzuk megaz f:R >R, f (x)= fiiggvény maximumat, illetve minimumat!

1+x?
5. Az azonos teriiletii téglalapok koziil melyiknek lesz legkisebb a kertilete?

6. Hatdrozzuk meg az f:[-3;5] > R, f (x) =+/x+3 +V/5-x fiiggvény maximumat, illetve mini-
mumat!

7. Hatdrozzuk megaz f:[0,1] - R, f (x)=2x* - 2x’ fiiggvény maximalis értékét és a maximum-

helyét!
8. Vizsgaljuk meg monotonitas és korlatossag szempontjabol az alabbi fliggvényeket:
a) f:R >R, f(x)=x, b) f:R > R, f (x)=x*—3x+2,
o) fi]-3:5[ >R, f(x)= :’X+170, d) f:[-L2] > R, f (X)=v-X*+Xx+2.
X+

AN gVENYEKI Ol yToNDSsagd

Mar altalanos iskolaban abrazoltunk filiggvényekhez tartozd grafikonokat, pl. f(x)=2x-3,
f(x)=x* esetén:

y 'y Ya

y =sgnx
y=2x-3

>y

o/ ) ol ]

11.1. bra Ismert grafikonok J

Természetesnek vettiik, hogy a grafikonok folytonos vonallal megrajzolhatok. Bar tigy érezziik, ez
mar ezeknél a figgvényeknél sem nyilvanvald, bonyolultabb hozzarendelések esetén pedig még ke-
vésbé. Talalkoztunk mar olyan fiiggvényekkel is, amelyek grafikonja nem rajzolhaté meg folytonos
vonallal, pl. f (x)=sgnx. (Az un. eldjelfiiggvény.)

Meég rosszabbul viselkedik pl. a Dirichlet-fliggvény, amelynek grafikonja a 0 és 1 értékeket
felvéve ,,ugral”. Szemléletesen gy tekintjiik, hogy egy f fiiggvény grafikonja az (Xo; f (X )) pon-
ton akkor halad 4t folytonosan, ha f (x) kozel van f (Xo )-hoz, feltéve, hogy X kevéssé tér el x,-tol.
Precizen megfogalmazva:

i Daiinicio Legyen f értelmezve az X, valamely kornyezetében. Az f folytonos az
© X, helyen, ha barmely & > 0-hoz létezik olyan (éltalaban &-t0l és x,-tol fiiggd) &, hogy
‘ f{(x)—f (% )| <&, ha |x—x,| < 8. (Ezt szokas Cauchy-féle definicionak nevezni.) ]
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A definici6 jelentésének megértésében se-
gita 11.2. abra. Fontos megérteni, hogy ha
l1étezik a definicidban szereplé & szam,
akkor barmely 0<&’<8 szam is meg-
feleld. A folytonossag pontbeli tulajdon-
sag. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az
J < D; nyilt intervallumon folytonos, ha
annak minden pontjaban folytonos.

(Zart intervallumon valo folytonos-
saghoz definialni kell az Gn. balrdl, illetve
jobbrol valo folytonossagot, de ezzel mia | 11.2. 4bra A Cauchy-féle definicio
tovabbiakban nem foglalkozunk.)

Az alkalmazhatdsag szempontjabdl sokszor hasznosabb a kovetkezé meghatarozas:

/ Dailnicid Legyen f értelmezve az X, valamely kornyezetében. Az f folytonos az x,
© helyen, ha barmely x, — x, helysorozat esetén (x, & D, ) f(x,)— f(x,). (Ezt szokas
: Heine-féle definicionak nevezni.)

.....................................................................................................................................

Megmutathato, hogy a két definicio ekvivalens, a bizonyitas azonban nem egyszert.
Talalkoztunk korabban az dsszetett fiiggvény fogalmaval.

................................................................................................................................

¥ Haa h=go f Osszetett fliggvény olyan, hogy az f belsé fiiggvény foly-
tonos az X, helyen, a g kiilsd fiiggvény pedig folytonos az f (X,) helyen, akkor h folytonos

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
A folytonossag Heine-féle definiciojabol a tétel allitdsa azonnal adddik.

. palda  Bizonyitsuk be, hogy az alabbi, a valos szimokon értelmezett fiiggvények
* mindeniitt folytonosak: :
© @) f(x)=v, ce Radottszam;  b) f(x)=x; o) f(x)=x"
Megoldas:
Legyen X, egy rogzitett hely, és hasznaljuk a masodikként kimondott definiciot!
a) f(x,)=f(x)=c miatt az allitas nyilvanvalo;
b), ¢) a hatarérték-szamitasnal tanultak szerint X, — X, esetén

f(x)=% —>%="T(x), f(x)=x—>x=7f(x).

(Természetesen a Cauchy-féle definicio segitségével is konnyen igazolhato a folytonossag mindha-
rom esetben.)

2, pdlda Igazoljuk, hogy az f:R — R, f (x)=synx fiiggvény a 0 hely kivételé-
vel mindenditt folytonos! ’
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Analizis

Megoldaés:
Az 1. a) példa miatt vilagos, hogy ha x, # 0, akkor az x, helyen a sgn x fiiggvény folytonos. Most

igazoljuk, hogy a 0-ban nem folytonos. Ha folytonos, akkor & = % -hez is létezik & ugy, hogy

) 1 . ) ] L
|x—0| <& esetén [sgnx—0| < > Mivel x #0 esetén |sgn x| =1, ezért ellentmondasra jutottunk.

s udlds Tgazoljuk, hogy a Dirichlet-fliggvény egyetlen pontban sem folytonos!

Megoldas:
Legyen X, egy rogzitett hely, és tegyiik fel, hogy X, € Q! Ha a fiiggvény folytonos az X, helyen,

akkor & = % -hez is létezik & gy, hogy [x—x,| <5 esetén |f (x)—f (x,)|< % Mivel barmely két
valds szam kozott van irraciondlis szam, igy ha X e (X0 —0,% +0 ) irracionalis, akkor

1

ot 0= T () =lo-1=1

ami ellentmondas, tehat a Dirichlet-fiiggvény racionalis helyen nem folytonos. Hasonléan megy
annak a bizonyitasa is, hogy irracionalis helyen sem folytonos.

=)
2

A folytonos fliggvények grafikonjai ,,nem nagyon ugralhatnak” egy adott pont kozelében. Ezt foko-
zatos valtozas tulajdonsagnak szoktak hivni. A kdvetkez6 példa allitasaban is ez jelenik meg.

: Az f fiiggvény folytonos az X, helyen, és f (x,)>0. Igazoljuk, hogy ek-
kor X,-nak van olyan kdrnyezete, ahol f (x)> 0! :

Megoldas:

f
Legyen ¢ = ﬂ, ckkorvanolyan & > 0, hogy ha [x— x| < 3,

akkor

f
|f(x)—f(x0)|<g=¥.
Innen |a| > a miatt, ha xe (X, —&,% +5):
f f
, , F(X)2 (%) =] ()= F (%) > f (%)~ 05) %) g
11.3. &bra Folytonossag | 2 2

28
:

A tovabbiakban felsorolunk néhany tételt, amelyek folytonos fiiggvényekre érvényesek és jol hasz-

nalhatok fiiggvények folytonossaganak igazolasakor. Ezeknek a bizonyitasa a folytonossag Heine-

féle definicidja és a konvergens sorozatokkal végzett miiveletek alapjan nyilvanvalo. (Feltessziik,

hogy a fliggvények értelmezési tartomanyainak kdzos része tartalmazza az X, hely valamely kornye-
ceee,,  Zetet)

MatEm_Book.indb 316 2012.07.05. 12:31:55



MatEm_Book.indb 317

................................................................................................................................

Ha f és g folytonosak X,-ban, akkor f+g, f—g, f-g is folytonos

] f
: Xg-ban, tovabbd, ha y(x,)#0, akkor n is folytonos x,-ban.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

X" +3x+3
———— fliggvény mindeniitt
X°+4x+5

Megoldas:

Alkalmazzuk a folytonos fiiggvényekkel végzett miiveletekre vonatkozo tételeket!

) Oldjuk meg! ,

1. Hol folytonos az f:R - R, f (x)=(2x" - x—1)2010 fiiggvény?
2. Hol folytonos az
—» hax =0,

f(x)=
0, hax=0
fliggvény?

3. Hol folytonos a tortrész-fiiggvény?

4. Igazoljuk, hogy az f:R* - R, f (x)= Jx fliggvény az értelmezési tartomany minden pontja-
ban folytonos!

5. Legyen

¢ (X) % ha x racionalis,
—x, ha x irracionalis.

Igazoljuk, hogy f folytonos a 0 helyen, de sehol mashol nem folytonos!

il 22 Akonvexeskonkavifuggvenyek

ve se0sese

elllpsns sokszog

Geometriai tanulmanyaink soran talalkoztunk az un. konvex
alakzat fogalmaval.

...............................................................................

Dajinfeld  Akkor mondjuk az alakzatot konvex- egyenes
ek, ha barmely két pontjat 6sszekotd szakasz dsszes :
: pontja is hozza tartozik az alakzathoz. 3

-----------------------------------------------------------------------------------

| 12.1. abra Konvex ponthalmazok
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Analizis

Természetesen legtobbszor valamilyen kdzismert sikidom kapcsan hasznaltuk a konvex jelzét, pl.
konvex négyszog. A definicio alapjan azonban kdnnyi latni, hogy pl. egy egyenes, vagy a koordina-
ta-rendszer els6 siknegyede is konvex alakzat. Ha egy alakzat nem konvex, akkor konkav.

Fiiggvények esetén a konvex, illetve konkav jelzé egy adott intervallum esetén a grafikon két
pontjat 6sszekotd szakasz (ezt hurnak nevezik) és a grafikon viszonyaval all kapcsolatban.

.................................................................................................................................

‘ esetén az (a, f (a)) és (b; f (b)) pontokat &sszektd hur a grafikon foldtt vagy magan
i a grafikonon van. Szigortian konvexnek mondjuk, ha a hur a végpontjainak kivételével a :
i grafikon f6l6tt van. 3

.....................................................................................................................................

A konkav fliggvényre vo-
natkozé meghatarozasokat
ugy kapjuk, hogy a fenti
definicioban a folott szot az
alatt szora cseréljik.
Akonvex szo egyébként
domborut jelent, igy sok-
szor hasznaljak az ,.alulrdl
nézve konvex” kifejezést is.
Ez ramutat a geometridban
megismert konvexitas fo-
galmaval valo kapcsolatra.
A definicidban leirtak bizonyitasa egy adott fiiggvény adott intervallumon vald konvexitasa-
nak kimutatasara altalaban nem konnyii. Koordinata-geometriai tanulmanyainkbol ismert, hogy az

(a;f(a)) és (b; f (b)) pontokat &sszekdtd hur egyenlete:

y=w(x—a)+f(a).

A konvexség teljesiiléséhez tehat azt kellene igazolnunk, hogy

f(x)< D)= 1M8) (bg:;(a)(

® [boocooo
o f----
vy

12.2. 4bra Konvex fiiggvény | 12.3. dbra Szigortian konvex
fiiggvény

x—a)+ f(a)
teljestl minden a,be J, a<x<b esetén.

S0 uilda  Igazoljuk, hogy az f:R - R, f (x)=x> fiiggvény barmely intervallu-

. mon szigoruan konvex!

Megoldas:
Tegyiik fel, hogy a,be J, a < x <b. Ekkor be kell bizonyitanunk, hogy

2 2

X% <

(x—a)+a’.
Ekvivalens atalakitasokat végezve: -
x*—a’<(b+a)-(x-a),
(x—a)-((x+a)—(b+a))<0,

YT (x—a)-(x—b)<0.
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Ez a<x<b miatt nyilvanvalo modon igaz, igy kimondhatjuk, hogy az f (x)= x* fiiggvény szi-
gortian konvex.
ﬁﬁ

1

A szamolas soran fellépd nehézségek bonyolultabb hozzarendelések esetén igen nagyok, ezért pro-
baltak olyan feltételeket keresni, amelyek biztositjak a konvexitast, ugyanakkor sokkal konnyebb
veliik szadmolni. Ezek koziil az egyik nevezetes tétel a kdvetkezd.

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Tegyiik fel, hogy az f folytonos az J intervallumon. Ekkor f pontosan
i akkor konvex, ha tetsz6leges a,be J esetén ;

f(a;rb)S f(a)+f(b).

......................................................................................................................................

A tételt nem bizonyitjuk. (A tételben szereplé egyenldtlenség
teljesiilése esetén szokas egy adott intervallumon a fiiggvényt
gyengén konvexnek, vagy Jensen-konvexnek nevezni.) Ha <
helyett < is igaz (a#b mellett), akkor az f szigoruan konvex.
A tétel szemléletes jelentése az, hogy barmely két pontot Gssze- 0
koto hur felezési pontja felette van a grafikonnak, vagy a grafi- : A g
konra esik. J ath 5

’ 12.4. dbra Gyengén konvex
fuggvény

o 2, uilda Igazoljuk, hogyaz f:R* =R, f(x)=x" fiiggvény az egész értelmezési
. tartomanyon szigortian konvex! t

Megoldas:
Mivel tudjuk, hogy a polinomfiiggvények mindeniitt folytonosak, igy alkalmazhatjuk a fenti tételt.
Legyen O <a<b, ekkor azt kell belatnunk, hogy:

a+bY a’+b’

— | < .

2 2
Azonossagok felhasznalasaval, ekvivalens 1épéseket végezve:

(a+b)’ (a+b) -(a*—ab+b)

< ,

8 2
0<(a+b) .[4a2 —4ab+4b? —(a+b)2:|,

0<3(a+b)-(a=b)".
A kapott egyenlétlenség trividlisan igaz, igy a feladat allitasat belattuk.
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J.pdldy Tgazoljuk, hogy az f:{xe R: x>0} > R, f (x)= Jx fiiggvény az egész
értelmezési tartomanyon szigortian konkav! 5

Megoldas:
Konnyen belathatd, hogy f az értelmezési tartomany minden pontjaban folytonos. (Ezt feladatként
tliztiik ki a folytonos fiiggvényekkel kapcsolatban.) Ezért elegend6 azt belatnunk, hogy 0 <a<b

esetén
a+b - \/E+\/5
\f 2 2

a+b - a+2\/ﬁ+b

2 4 ’
a-2Jab+b>0,
(\/5—\/5)2 > 0.

A kapott egyenl6tlenség nyilvan igaz, igy a feladat allitasat belattuk.

28
:

Ha egy adott fuggvénygrafikont eltolunk, akkor az nem befolyasolja a grafikon alakjat, igy kon-

Ekvivalens atalakitasokat végezve:

vexitasat sem. Tehat pl. az f:{xe R:x>1} - R, f (x)=+x—1 fiiggvény az egész értelmezési
tartomanyon szigortan konkav lesz.

Egy adott fiiggvény valamely intervallumban meglévd konvex, illetve konkav tulajdonsaga all
szamos egyenldtlenség hatterében. Bizonyitas nélkiil megemlitiink egy fontos egyenlétlenséget, amely-
nek a segitségével szamos nevezetes egyenldtlenség igazolhatd az algebraban, illetve a geometridban.

................................................................................................................................

Ha az f fiiggvény konvex az J intervallumban, akkor minden
Xy Xyseen X, € J €SELEN ;

f(x1+x2+...+x”JS F04)+ f ()4 F(x,)

I I

i Haf konkav, akkor forditott iranyl egyenlStlenség érvényes. Sokszor Jensen-egyenlot- :
lenség néven is szoktak emliteni a tételben megfogalmazott allitast. :

.....................................................................................................................................

1. Igazoljuk, hogy az f:R > R, f(x)= |X| fiiggvény barmely J c R intervallumon konvex!
N 1
2. Igazoljuk, hogy az f:R" - R, f(x)= % fiiggvény barmely J < R* intervallumon konvex!

3. Igazoljuk, hogy az f:R - R, f(x)=x*-3x+2 fiiggvény barmely J c R intervallumon
konvex!
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4. Igazoljuk a Jensen-egyenldtlenség felhasznalasaval a szamtani és négyzetes kozepek kozott
fennall6 egyenl6tlenséget, tehat azt, hogy barmely x;, x,,..., x, € R esetén

2 2 2
KXtk X, ,x1 FXo Ho R
- b
I I

5. Az a, b, ¢ valos szamok Gsszege 7, és egyik sem kisebb, mint 1. Igazoljuk, hogy ekkor

2<Ja-1+vb—1+Jc—1<23!

ahol n pozitiv egész.

SHAZEXponenualisiuggyeEnyesalogartmusiyyVEny,

sy

a fliggvény legfontosabb tulajdonsagait.

/  Usiinicid Egy adott a>0 szamraaz f:R — R, f (x)=a" fliggvényt a alapli ex-
onencialis fliggvénynek nevezziik.

.....................................................................................................................................

A definicio szerint az X - 1* hozzarendelés, tehat az azonosan 1 fliggvény is az exponencialis fligg-
vények kozé tartozik. (Sok helyen ezt a fiiggvényt nem soroljak be az exponencialis fliggvények
kozé.)

A valds kitevds hatvanyozas cimli részben szerepld 4. tétel azt y—a(0<a<0) el
mondja ki, hogy az exponenciilis fiiggvény pozitiv értékii. yA
Az 5. tétel szerint a > 1 esetén az exponencialis fiiggvény szigo-
rian monoton névekvd, mig 0 <a <1 esetén szigoriian mo-
noton csokkend.

Ha a >1, akkor a korlatos sorozatokkal foglalkoz6 anyag-
rész 6. példaja alapjan, ha n pozitiv egész szam, akkor 1 y=t

a" = [1+(a—1)]n >1+n(a-1).

Kénnyfi latni, hogy 1+n-(a—1) tetszélegesen nagy értéket
felvehet, ha n elég nagy, igy az exponencialis fiiggvény feliil- | 13.1. abra Exponencidlis fliggvény

1Y .
rél nem korlatos. Ha 0 <a <1, akkor a™ = (—) -ra alkalmazva az el6z6 gondolatmenetet kapjuk,
a

hogy az exponencialis fliggvény ekkor sem korlatos.
Bizonyithatd, hogy ha a>0 és x, — x,, akkor a™ — a*, ez pedig azt jelenti, hogy az expo-
nencialis fiiggvény mindeniitt folytonos. Az exponencialis fiiggvény értékkészlete a pozitiv valos
szamok halmaza. Az exponencialis fiiggvény a = 1 esetén szigoruan konvex. 0®®%%0,
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Ennek bizonyitasa a konvexitasrol szold 1. tétel alapjan a kovetkezé6 modon lehetséges. Legyen
a>0, azl tovabba x, ye R, x# V. A szamtani és mértani kozepek kdzotti egyenlStlenséget
alkalmazva:

X+y
2

a _ ;ax.ay<aX+ay
5 .

Tekintettel arra, hogy a fliggvény folytonos, a kapott egyenldtlenségbdl kovetkezik az allitas.

@ Lpdlda  a) Abrazoliuk az f:[0;2] >R,
b f(x)=10-3" fiiggvényt!
b) Allapitsuk meg a fliggvény értékkészletét!
c) Melyek azok a helyek, ahol a fiiggvény 7-nél na-

gyobb értékeket vesz fel?

Megoldas:
Mivel 0<x<2 esetén az exponencialis fiiggvény szigori mo-

<y

i 1.

T notonitasa miatt 1<3* <9, igy az értékkészlet: [1;9].
13.2. &bra Az 1. példaban szerepld Mivel az x > 3* fliggvény szigorian monoton novekvd, ezért
flggvény 10-3*>7 o3>3 <1>X,
igy a megfeleld helyek:

0<x<l.

Mivel a>0 és a #1 esetén az exponencialis fliggvény szigorian monoton és folytonos, ezért kol-
csondsen egyértelml, igy létezik az inverz fliggvénye.

l Dziiniedd Az a>0, a#l szamraaz f:R >R, f(x)=a" exponencialis fiigg-
© vény inverz fliggvényét a alapu logaritmusfiiggvénynek nevezziik.
: Jeldlés: log, x.

.....................................................................................................................................

log, X az az egyetlen valos szam, amelyre a"%* = x. Az értel-
mezési tartomany a pozitiv valos szamok halmaza, az értékkész-
let pedig a valds szamok halmaza. Ha a > 1, akkor a logarit-
musfiiggvény szigorian monoton névekvd, hiszen

Ya y=log, x(a>1

X <X, & a %t < g%

o tovabba tudjuk, hogy az exponencialis fliiggvény a >1 esetén
szigoruan monoton novekvd. Ha 0 < a <1, akkor a logarit-
musfiiggvény szigorian monoton csékkend. A fiiggvény sem

y=100,x0<a<) " goliilrl, sem pedig alulrdl nem korlétos. (Miért?) Bizonyithato,
13.3. dbra Logaritmusfiiggvények hogy a logaritmusfiiggvény mindeniitt folytonos. A logarit-
grafikonjai musfiiggvény a > 1 esetén szigoriian konkav. A logaritmus-

fiiggvény 0 < a <1 esetén szigorian konvex.
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Példaul a konkavsag bizonyitasa a konvexitasrol szolo 1. tétel alapjan a kovetkez6 modon
lehetséges. Legyen a>1, tovabba 0< x<y. A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlot-
lenséget, a logaritmusfiiggvény szigorian monoton névekvo tulajdonsagat, valamint a logaritmus

azonossagait alkalmazva:
+ +
\/x—y< x2y @loga(ﬂ)<luga%,

lo +1
gaxzogdy<|0 X+y.

da

Tekintettel arra, hogy a fiiggvény folytonos, a kapott egyenldtlenségbdl kovetkezik az allitas.
A 10 alapu logaritmusfiiggvényre kiilon jelolést vezettek be: Ig .

n

, . 1 . . ,
A sorozatok kapcsan talalkoztunk az e szammal: lim| 1+ = | =e. Az e alapu logaritmusfigg-
n

N—oo

vényt természetes alapu logaritmusfiiggvénynek nevezziik, jellése Inx vagy log, X.

@ 2, 0dldn Tekintsiik az

f(x)=log, (x* +x—12)—log, ——

kifejezést! ;
a) Allapitsuk meg a valos szamoknak azt a legbévebb részhalmazat, ahol a kifejezés értel- :
mezhetd!
b) Allapitsuk meg az a) részben meghatarozott halmazon értelmezett x — f (x) fiiggvény
zérushelyeit! =
¢) Abréazoljuk a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
A logaritmus értelmezése miatt egyszerre
teljesiilnie kell az alabbi egyenl6tlensé- Yy
geknek: 5 y=f(x)
x*+x-12>0, E
X+4>0. i
Mivel
X2 +x-12=(x+4)(x-3), 1
ezért o 5 =
X +x-12>0=x>3 ’
) vagy X < —4. L 13.4. 4braA2. példaban vizsgalt fiiggvény
Osszevetve a masik egyenl6tlenséggel,
adodik a kozos rész, amely a kifejezés értelmezési tartomanya lesz:
D, ={xeR:x>3}.
A logaritmus azonossagait alkalmazva:
) x* +x-12
f (x)=log, (x* +x—12)~log, (x+4)+3 =log, o7 T3 log, (x—3)+3.
Zérushely:
f(x)=0log,(x-3)=-3<x-3=2" < x=3,125. Je oo,

MatEm_Book.indb 323 2012.07.05. 12:32:34




Analizis

MatEm_Book.indb 324

2

»

Az exponencialis fiiggvény és a logaritmusfiiggvény tulajdonsagait leggyakrabban egyenletek, il-
letve egyenlétlenségek megoldasa soran szoktuk felhasznalni. Ilyen feladatokkal mar talalkoztunk a
Hatvany, gydk, logaritmus cimi fejezetben.

K, Oldjuk meg! I

1. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben az
f:[-1;3]»>27%-1
fliggvény grafikonjat! Hatarozzuk meg a fliggvény zérushelyeit!
2. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben az

Z%X—l ql E
2

fliggvény grafikonjat! Hatarozzuk meg a fliggvény zérushelyét, és jellemezziik a fliggvényt mo-
notonitas szempontjabol!

f:[-26] >R, f(x)=

3. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben az
f:[L7] >R, f(x)=log, (x+2)-2
fliggvény grafikonjat!
4. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben az
f:[-2;-8] > R, f (x) =|2log,|x-1-3|
fliggvény grafikonjat! Hatarozzuk meg a fliggvény zérushelyét, és jellemezziik a fliggvényt mo-
notonitas szempontjabol!

®000ccc0c00cccccccccsccccoe ©0000000000000000000000000000000000000000000

4Atigonometnkustuggvenyek

Koényviink trigonometriaval foglalkozo fejezetében talalkoztunk mar tetszéleges szog szinuszanak,
illetve koszinuszanak értelmezésével. Ugyancsak szerepelt a tangens- és kotangensfiiggvény meg-
hatarozasa. Most a fliggvények legfontosabb tulajdonsagait foglaljuk dssze.

Az f:R—[-L1], f(x)=sinx fiiggvény korlatos, hiszen —1<sinx <1 minden valés x-re. Pa-
ratlan fiiggvény, ugyanis barmely xe R esetén sin(—x)=—sinx. Periodikus fiiggvény, hiszen
sin(x+27)=sinx teljestil minden x-re. (27 a legkisebb po-

y A zitiv periodus.) A fiiggvénynek van maximuma, amely 1-gyel
-% ! 771 egyenld, a maximumhelyek:%+2k7r, ke Z. A figgvénynek
™ X . B .
-z @ 5 van minimuma, amely —1-gyel egyenlé, a minimumbhelyek:

Ty 2kr, ke Z. Azérushelyek (azok a helyek, ahol sin x = 0):
14.1. dbra A szinuszfliggvény 2

grafikonja x=kr, ke Z.
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A sinx fliggvény egységkor segitségével torténd értelmezé-
sébdl kdnnyen kiolvashatd, hogy a fiiggvény szigortian monoton Sinxy f---= -2

novekvd a [—% + 2k, % + 2k7r:| intervallumokban, és szigoru-

<y

an monoton csdkkend a [%+2k7r,3?ﬂ+2kn] intervallumok- I e
ban (k € Z). Bizonyithato, hogy a szinuszfiiggvény mindenutt
folytonos. Az értékkészlet a [-11] intervallum. Bizonyithato,
hogy a fiiggvény a [0;7] intervallumon szigorian konkav.

Az f:R—[-11], f (x)=cosx fiiggvény korlatos, hiszen

L 14.2. &bra Asin x monotonitasa

—1< cosx <1 minden valos x-re. Paros fiiggvény, ugyanis birmely xe R esetén cos(—x) =cosx.
Periodikus fiiggvény, hiszen cos(x+27)=cosx teljestil minden x-re. (27 a legkisebb pozitiv
periodus.) A fliggvénynek van maximuma, ami 1-gyel egyenld, a maximumbhelyek: 2kz, ke Z.
A fiiggvénynek van minimuma, ami —I-gyel egyenld, a minimumhelyek: = +2kr, ke Z.

A zérushelyek (azok a helyek, ahol cosx=0): x= T, krm, ke Z. Mivel

2
(1) cosx =sin[£—x)=—sin[x—£}
2 2

ezért a fliggvény szigorlan monoton novekvo a [~7 +2km,2kz ] intervallumokban és szigoruan
monoton csdkkend a [2k7, 7 + 2k | intervallumokban (k € Z). A fenti azonossagot és az sszetett
fiiggvény folytonossagara vonatkozo tételt figyelembe véve adodik, hogy a koszinusz fiiggvény
mindenutt folytonos. Az értékkészlet a [-1;1] intervallum. A koszinuszfiiggvény grafikonja az (1)

azonossag miatt igy kaphatd meg a szinuszfiiggvény grafikonjabol, hogy azt 7 vel eltoljuk jobbra,
majd tikrozziik az x tengelyre. 2
Ebbdl nyomban kovetkezik, hogy a cosx fiiggvény a

T . ., , , T 3| .
ey intervallumon szigoriian konkav, mig a 7 in-

tervallumon szigoruan konvex. .
Az f: R\{%+kn ke Z} >R, f(x)=tgx fiiggvény yzs"‘(x‘%) .

paratlan, hiszen | 14.3. dbra Fiiggvénytranszformacio
sin(=x)  sinx d y-tgx
tg(—x) = =— = y=1g

= = =—tg X.
cos(—x) COS X g

A fliggvény sem alulrél, sem pedig feliilr61 nem korlatos.
Mivel -
Sin(Xx+m) —si
(x+m) _—sinx _tgx, i}
cos(X+m) —cosx

tg(x+7)=

------rGTSl----

ezért periodikus. (7 a legkisebb pozitiv periodus.) A zérus-

helyek: x=kn,k e Z. Mivel a [O,E[ intervallumban a sin x 14.4. 4bra A tangensfiiggvény

grafikonja

fliggvény szigoruan monoton ndvekvd, a cosX fliggvény pedig
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szigorian monoton csokkend (és az értékeik pozitivak), ezért ebben az intervallumban a tangens-
fliggvény szigoruan monoton novekvd. A fliggvény paratlansagabol kovetkezik, hogy a ]_E’E[

intervallumban a tg x szigordan monoton ndvekvé. A tangensfliiggvény az értelmezési tartomany

. - . sin x
minden pontjaban folytonos, hiszen tg x =
COS X

folytonos. A fliggvény értékkészlete R . Igazolhato, hogy a tangensfliggvény a [0, £|: intervallum-
ban szigoruan konvex. 2

, tovabba a szinusz- és a koszinuszfliggvény is

y
: ] : Az f:R\{kr:keZ} >R, f(x)=ctgx fiiggvény tulaj-
| y=ctgx |
: : donsagai X # K esetén a
: T\ z | sin| = —x
_ﬂi e L . 1 coS X 2 T
S N T X ctgX=—=""+--= =1tg{ ——X
) i tg x sinx T 2
' ' cos| = —x
! ! 2
i i Osszefliiggés miatt visszavezethetdk a tangensfiiggvény tulaj-

) donsagaira, ezért ezek osszefoglalasat az olvasora bizzuk.
14.5. 4bra A kotangensfliggvény ‘

grafikonja
@ 1L pdlda Igazoljuk, hogy ha 0 < x < %, akkor
Loa) sinx<x; b) 1—cosx < x%; ¢) x<1g x. :

Megoldas:
Az egységkor segitségével dolgozunk. Nyilvanvalo, hogy az
OAC korcikk teriilete az OAC haromszdg és az OAB haromszog
tertilete kozé esik. A korcikkre vonatkozd teriiletképletet alkal-
mazva ezért:

Lsinx _ x-1? LLtgx

2 2 2
sinx < x<tg X,

>

1T amivel az a) és c) egyenldtlenségeket igazoltuk. Azonossagok

miatt:
14.6. abra Az 1. példahoz tartozo 1—cos? x sin? x
dbra l-cosx= =

<sin? x < x?,

1+cosx 1+cosX

felhasznalva az a) pontban latott eredményt. Egyenléség mindharom esetben csakis akkor all fenn,
ha x=0.

Igazoljuk, hogy a szinuszfliggvény mindeniitt folytonos!

Megoldas:
Tudjuk, hogy
JRTTTION sina—sinﬁ=23inﬂcosﬂ.
.. .. 2 2
; 326 °
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Legyen € >0 és X, egy tetszoleges hely. Ekkor

X—X, x+x0|=2

|sin X —sin x,| = 2|sin cos— | sin

c0sS

Sinx_X°|~
2 |

Az el6z6 példa a) része alapjan konny latni, hogy [sina|<|e|, ezért
[x=%,|
2

x+x0|<2
2 |

X=X
>

|sinx—sinxo|£2‘sinx_—zx°‘£2 =|X—X,|.

Legyen 6 =g, ekkor a folytonossag Cauchy-féle definicidja miatt készen vagyunk.

E.’i‘\

A trigonometrikus fiiggvényekre vonatkozé ismereteinket leggyakrabban trigonometrikus egyenle-
teket, illetve egyenldtlenségeket tartalmazo feladatok megoldasakor hasznosithatjuk. Szamos példat
lathattunk erre a Vektorok, trigonometria cimii fejezetben.

R, Oldjuk meg! ,

1. Abrazoljuk a derékszogii koordinata-
rendszerben az y=Ff(x)

. T
Sin| X+—
3 >
- r OJ[ .1 pis 3r 2 X

fliggvény grafikonjat! ) 5 >
2. Adjunk meg hozzérendelési utasitast a
14.7. abran lathato grafikonhoz!
3. Abrazoljuk derékszogii koordinata-rendszerben az
a) f:R-oR,f(x)=sinx+cosx;
b) g:R—R,g(x)=sinx—~3cosx
fliggvény grafikonjat! Hatarozzuk meg a fliggvények maximumat, illetve minimumat!

f:R->R, f(x)=2

L 14.7. &bra Grafikon a 2. feladathoz

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
a Trigonometria cimi fejezet 287., 288., 297-301. feladatai

i 53 ATuggvenyekhatarerteke

o Lpilds  Abrézoljuk az f:R — R, f(x)=sgnx® fiiggvény grafikonjat! Folyto- :
nos-e a fliggvény a 0-ban?
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y T 2 Megoldas:
B Mivel x* >0, igy a sgn x fiiggvény definicioja alapjan konnyen
‘ adodik a grafikon. Ha x, — 0, x, # 0, akkor f(x,)=1 miatt
> f(x,)— f(0)=0nem teljesiil, igy a 0-ban f nem folytonos.
A grafikont nézve megfigyelhetjiik, hogy az x, = 0-hoz ,,kozeli”
helyeken a fliggvényértékek kozel vannak egy adott szamhoz,
az 1-hez.

15.1. &bra Az sgn X* fiiggvény ‘
grafikonja

Megoldas:
Tudjuk, hogy a’ —b’ = (a—b)-(a’ +ab+b), igy x =1 esetén:
-1 (x=1)-(x+x+1)
X)=

= =x2+x+1.
( ) x-1 x-1

Mivel
2
X2+ x+1=[x+1 +§,
2 4

ezértaz x > x* fiiggvény grafikonjabol a V(—l ; E] vektorral
valo eltolassal kaphatjuk meg a grafikont.

15.2. dbra Az f(x) fiiggvény Az f fiiggvény az X, =1 helyen nincs értelmezve, de jol lathato,
grafikonja hogy az 1-hez ,,kozeli” helyeken a fliggvényértékek kozel van-
nak a 3-hoz.

=)
2

Ezeknek a megfigyeléseknek nem konnyli preciz matematikai megfogalmazast talalni. Végiil két
olyan meghatarozas alakult ki, amelyek képesek leirni a fenti két példaban tapasztaltakat.

>y

= -1 0 1

...............................................................................

A

g f(x,) / Dziinicid Legyen az f fiiggvény értelmezve az
""""""""""" ! i X, hely valamely kornyezetében, kivéve esetleg az X,
Ave . helyen. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek létezik a

. hatarertéke az x,-ban, és A-val egyenl6, ha van olyan

: A szam, hogy barmely & >0-hoz létezik olyan 6 >0, :
© hogy ha 0<|x—x|<&, akkor |f(x)-A|<e. (Ezt
szokas Cauchy-féle definicionak nevezni.)

: Jelolés: lim £ (x) = A

/y=1(x) Xo—6 Xy Xo+0

15.3. &bra A Cauchy-féle definicio _|

...................................................................................

A definicio jelentésének megértésében segit a 15.3. abra.
Szemléletesen arrdl van szd, hogy létezik olyan A szdm, amelyhez tetszdlegesen keskeny 2¢

széles savot megadva létezik olyan & >0, hogy az f grafikonjanak (esetleg az (Xo, f( XO)) pont

| kivételével) az (X, —8,%, +8) intervallum foltti része a megadott savba esik.
° ° 0 0
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Daiini<dd Legyen az f fliggvény értelmezve az X, hely valamely kornyezetében, ki-
i véve esetleg az X, helyen. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek 1étezik a hatarértéke az :

X,-ban, és A-val egyenld, ha van olyan A szam, hogy barmely x, — x, (x” # X, X, € Dy )
. helysorozat esetén f(x,)— A.
i (Ezt szokas Heine-féle definicionak nevezni.)

.....................................................................................................................................

Altalaban az x, — X, jeldlés helyett csak az x — X, jel6lést szoktuk hasznalni. Ezt azonban gy
kell érteni, hogy minden X,-hoz konvergalo olyan szdmsorozatra gondolunk kézben, ahol egyik tag
sem egyezik meg X,-val. Fontos emlékezni arra, hogy olyan szamsorozat, amely nem korlatos, nem
lehet konvergens. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha a fiiggvényértékek f (X, ) sorozata nem korlatos,
akkor az f-nek az x, helyen nincs hatarértéke.

Megmutathato, hogy a fenti két definicio ekvivalens, a bizonyitas azonban nem egyszert. Akar-
csak a szamsorozatok esetén, a fliggvényekre is igaz, hogy egy adott helyen csak egy hatarérték
lehet. A feladatok megoldésa soran altaldban kényelmesebb a sorozatok hatarértékére tdmasz-
kodo definiciot hasznalni, hiszen ekkor alkalmazhatjuk a konvergens sorozatokrél korabban
tanult ismereteinket.

3. wpdlda Mivel egyenl6:

a) limsyn x; b) lim
Megoldas:
a) A Heine-féle definicio alapjan vilagos, hogy Iirrg sgnx® =1.

b) Mivel x #1 esetén:
-1 .,
=X"+X+1

ezért a Heine-féle definicio miatt, felhasznalva a konvergens szamsorozatokkal végzett miiveletekre
vonatkoz6 tételt

X =1,

lim=——=lim (X’ +x+1)=3.

x-1 X =1 x—1
Ha megvizsgaljuk a pontbeli folytonossagrol szol6 definiciot, akkor vilagos, ha egy fiiggvény egy
adott x, helyen folytonos, akkor ott létezik a hatarértéke és lim f (x)= f (x,). Nyilvanvalo,

ha az x, helyen a fliggvénynek nincs hatarértéke, akkor ott nem lehet folytonos. (Ellenkez6 esetben
A= f(x,) megfelelne!) Forditva nem igaz: a hatarérték létezése nem vonja maga utan azt, hogy
az adott helyen a fiiggvény folytonos, lasd példaul az 1. példaban szerepl6 fiiggvényt. Ervényes a
kovetkezo allitas:

Legyen az f fliggvény értelmezve az X, hely valamely kornyezetében, kivéve esetleg az x; he-
lyen. Az f fliggvénynek létezik a hatarértéke az X-ban, ha van olyan A, hogy az

f(x), hax#x,,
f * (X) — ( ) 0
A, hax =X,
fiiggvény folytonos az X, helyen. (Tehat f folytonossa tehetd az x, helyen.)
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Megoldas:
Mivel x# a esetén

X% — a2
=X+a,
. X—a
ezért
2 2
lim X =2 =lim(x+a)=2a.
X—a X_a X—a
@sumu X’ +x=2
Im :?
i x>=2 X +2
Megoldas:
Mivel x*+x—2=(x+2)(x-1), ezért x #—2 esetén
2
X“+X-2
——=x-1
; X+2
Igy akkor
X2 +x—2
lim ————=lim (x-1)=-3.
x>-2  X+4+2 X—-2

Tekintsiik az f:R\{0} > R, f (x)= 1%

fiiggvényt. Létezik-c a fiigg-

vény hatarértéke a 0 helyen?
Megoldaés:
Segit a valasz megsejtésében, ha megrajzoljuk a fliggvény grafikonjat szerkesztdprogrammal.
A 15.4. abra alapjan sejtjiik, hogy Iirrgw =1. A most kovetkezd gondolatmenet a Cauchy-féle
X—! X
definicion alapul. El6szor is vegyiik észre, hogy f paros fiiggvény, hiszen
sin(—x) _—sinx _sinx
—X —X X
Elegend6 tehat az x >0 szamokkal fog-
lalkoznunk. Korabban belattuk, hogy

" ;i i i ¢ T , .
2z 3 -« = O x x 3 2z *¥ 0<x< esetén sinx<x<tgx. Innen
2 2 2 2 2
adodik, hogy akkor
15.4. 4bra A fuggvény grafikonja | sin x

(1) O0<cosx<——<1.
X

Tudjuk, hogy a koszinuszfiiggvény 0-ban folytonos. Legyen & >0, ekkor van hozza & >0 ugy,
hogy ha 0<|x—0| <&, akkor |cosx—1| <. Igy viszont az (1) egyenldtlenség miatt
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0<

Si%—l‘ <|cosx—1| <e,

sin x sin x - .
T—l‘=1—7 és |cosx—1| =1-cosx. Ezzel sejtéstinket igazoltuk.

52\
1=

Hatarértéket nem csak adott helyen értelmezhetiink. Sokszor fontos tudni, hogy ,,nagy” x-ek esetén
van-e olyan szam, amelyt6l az f (X) fuggvényértékek ,kevéssé” térnek el. (Ugyanez a problé-

hiszen

ma ,kicsi” x-ek esetén is felvethetd.) Erre szintén két, egymassal ekvivalens definiciot alkottak a
matematiksok.

/| Usinfds Az f:la,eo[ >R fiiggvénynek a oo -ben a hatérértéke A, ha barmely
" &> 0-hoz létezik K, hogy ha x > K, akkor | f (x)—A|<e. :

.....................................................................................................................................

Usilnfeld Az f:Ja, e[ >R
: fiiggvénynek a oo-ben a hatarérté- :
: ke A, ha barmely x, —>oco esetén

f(x)—> A '

.....................................................

Konnyli megfogalmazni a megfeleld de-
finiciokat a —oo-ben vett hatarértékre vo-
natkozolag. Ezt feladatként az olvaséra 15.5. dbra Végtelenben vett hatarérték
bizzuk. Most is igazolhato, hogy a két de-

finici6 ekvivalens, valamint az, hogy csak egy hatarérték 1étezhet.

K X

Megoldas:
Konnyt megsejteni, hogy a hatarérték 1étezik és 0-val egyenld. Legyen € >0 tetsz6leges, rogzitett.
Olyan K szamot keresiink, amelyre igaz, hogy

1 -0<e,
X
feltéve, hogy x> K. Mivel a fenti egyenlétlenséggel ekvivalens (X > 0 feltehetd)
1ox,
£

ezért K == megfelel valasztas lesz. (Természetesen minden 1 -nal nagyobb K szam is j6.)
& &

.. .O
e 331 1
o
° (

L) q

.. ..
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Megoldas:

Mivel 1 5
2 1-=+—=
X°—X+5 G
h(x)= 241 17
2+
X

.1
tovabba lim— =0, ezért a konvergens sorozatokkal végzett miiveletekre vonatkozo tételt alkalmazva:
X—e X

limh(x)= 1
2 R 1O
A feladat megoldasaban latott mddszer altalanosan alkalmazhat6 a Ilmﬂ alak( hatarértékek
X—>o0 g X
szamitasara, ha f (x) és g(x) azonos fokszamu polinomok.
ORBEINE . Py X =2x*+1 .
= Jupaldd Tétezik-e a oo-ben hatdrértéke a h:R - R, h(x)=—F—— fiigg- :
vénynek? x" +1
Megoldas:
Mivel 1
X' —2x* +1 ;_2F+F
)= - 1
1+ &
tovabba lim 1 =0, ezért a konvergens sorozatokkal végzett miiveletekre vonatkozo tételt alkalmazva:
X—eo X
limh(x) U}
X—>o0 1 g (X) ,
A feladat megoldéasaban latott modszerrel konnyen adodik, hogy lim——==0, ha f(x) és g(x)
olyan polinomok, melyek koziil a g fokszdma a nagyobb. == g(x)

K, Oldjuk meg! ,

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket, amennyiben léteznek!

343 _ —_
9 limX =% ack b im¥X=2 o lim— X3
x>a X—a ol x=1 X3 X°—4X+3
2 _ 3 _
g lim X372 g iy X g gy 19X
x—1 X—=1 x—1 X =1 x-0 X
2. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket, amennyiben léteznek!
_ 2 2 _
a) lim 2X=3 b) lim—> O limX=2F 7 gy i 2T
x—e 5X +1 xoe 2X+1 xoe AX2 — X +1 x—0 X2 X +1
Tovabbi feladatok:

Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11-12. Maxim Kényvkiado.:
718-727. feladatok
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dehAdifferencialsZamitas:
16.7. A pillanatnyi sebesség érielmezése

Az Analizis témakor bevezetdjében emlitettiik, hogy a testek
mozgasanak leirdsa volt az egyik olyan problémakdr a fizika-
ban, amelyhez megfelel6 matematikai hatteret kellett kidolgoz- <5 1 ‘F"'-’ID 1/,

ni. Tekintsiink egy testet, amely egy egyenes mentén adott irany- QS 80 100 %% 140 //
ban mozog. Ha mozgasa egyenletes (azaz egyenld idokozonként <60 160 ’.;
ugyanakkora utakat tesz meg), akkor altalanos iskolai ismerete- = 180 =
200=

. . S L .
ink szerinta v = o sebességnek nevezett mennyiség allando. Itt 0205-_..
o ~

s jeloli a megtett utat, t pedig az eltelt id6t. Fizikaoran valtozo
mozgas esetén beszéltink a

S (t) -5 (to ) 16.1. dbra Sebességméré ora
Vétlag =
t—t,
mennyiségrél, amelyet a [t,-t] id8intervallumhoz tartozod atlagsebességnek hivtunk. Ugy érezziik
azonban, hogy a test sebessége minden iddpillanatban értelmezhetd. (Gondoljunk csak arra a min-

dennapos tapasztalatra, amikor rapillantunk jarmiiviink sebességméréjére.)
Ha példaul s(t)=5t> és t, =1, akkor

5t2-5.12  5(t°-1)
Vétlag = =
t-1 t-1
Ha t kozel van a t, =1-hez, akkor az atlagsebesség a 10-hez lesz kozel, igy a t, =1-hez a 10
értéket célszerli rendelni pillanatnyi sebességként. Ez pedig nem mas, mint
5t° -5

t-1 t—1

=5(t+1).

‘@ Dafinield Altalanosan egy adott t, idépillanatban a sebesség:
: s(1)-s(t :
V()= IimM.
=i [ [O

.....................................................................................................................................

(Szandékosan tekintettlink el attol a fizikaorarol jol ismert ténytdl, hogy a sebesség vektormennyi-

ség.)

333
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Analizis
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16.2. Az érintdprobléma

A fliggvénygrafikonok vizsgalata soran alapvetd fontossagu kérdés, hogyan értelmezziik a grafikon
egy adott pontjan athaladd érinté egyenest. Tovabbi kérdés, hogy miként szdmolhatjuk ki annak
meredekségét. A most kdvetkezé gondolatmenet soran felhasznaljuk a koordinata-geometriaban az
egyenesr6l tanultakat. (Célszerll atismételni az adott ponton atmend egyenes meredekséggel felirt
egyenletének alakjat.)

, Tekintsiik az f fiiggvény y = f (x) egyenletii grafikonjan a
A

P(x;1(x)) P, (%o. T (X)) rogzitett pontot! Az adott ponton atmend, a gor-

be valamely P(x, f ( x)) pontjat tartalmazo6 haregyenes mere-
hl]regyenes

deksége a 16.2. abra alapjan:

m(x)= f(x)z:: (XO).

1
'
'
'
'

4

> Ha a P pontot mozgatjuk a grafikonon, akkor mdas-mas
helyzethez mas-mas huregyenes tartozik. Ha azt tapasztaljuk,
hogy x-et x, felé mozgatva a hur mindig egy adott helyzethez
kertil kozel, akkor azt a helyzetet joggal mondhatjuk érintdnek. Ennek a szemléletes leirasnak az
felel meg, hogy létezik a

i
i
i
i
X X

=

16.2. 4bra Huregyenes meredeksége!

lim
X% X=X,
hatarérték. Az érintd egyenes meredekségét a hatarértékkel azonositjuk.
Nézziink egy konkrét problémat a leirt gondolatmenet alkalmazésara!

1.paldy  Hatdrozzuk meg az (x)=x" fiiggvény grafikonjan 1évé (L1) ponthoz
i tartozo érinté egyenes egyenletét!

vA Megoldas:
4 Az (1,1) ponton atmend hurok meredeksége:
2
il x“ -1
" y=x m(x)=——==x+1,
x-1
8 ezért az érintd létezik, és meredeksége
y=2x-1 X2 _1
(1) lim =2.
1 ) x=1 X —1

L] /. Az m=2 meredekségli, az (L1) ponton atmend egyenes
2 - O/ 1 2 X egyenlete:

16.3. &bra A parabola érintje y =2x-1.

Emlékezziink (vagy lapozzunk) vissza, hogy a parabola adott pontjahoz tartozo érintd egyenes
egyenletének meghatarozasara milyen modszert dolgoztunk ki koordinata-geometridban! Vilagos,
hogy az a mddszer mas tipust hozzarendelésnél nem miikodik. Tovabbi hatranya, hogy viszonylag
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hosszadalmas. Ugy tiinik tehat, hogy a fentebb leirt eljarassal sikeriilt egy széles korben alkalmaz-
haté és gyors modszert talalnunk az adott ponthoz tartozoé érint6é egyenletének felirasara!

. ©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

16.3. A differencidlhatéség fogalma

Az érintéprobléma megoldasa 1ényegében egy fiiggvény adott helyen vett hatarértékének megha-
tarozasara vezethetd vissza. Késobb rajottek arra is, hogy pl. a fiiggvény menetének leirdsara jol
hasznalhato a grafikon pontjaihoz tartozo érint6k meredeksége. Most a témakar egyik legfontosabb
fogalma kovetkezik.

Legyen az f fiiggvény az X, pont valamely kornyezetében értelmezve. Ha az
F)=f (%)
R=%
i UOn. kiilonbségi hanyados fiiggvénynek létezik a hatarértéke az x, helyen, akkor az f fuigg-
vényt az X,-ban differencialhaténak nevezziik. A

fim =T 06)

Sn X=X
¢ hatarértéket az f fiiggvény x, pontbeli differencialhanyadosanak (derivaltjanak) nevez-
: zik.
i Jelolés:

.....................................................................................................................................

Hasznalatosak még a kovetkezd jeldlések is: j—f , f(xo), ebben a kdnyvben azonban ezeket
Xlxex,

nem fogjuk hasznalni. Az id6 mint véaltozo szerinti derivalt segitségével van értelmezve nagyon sok
mennyiség a fizikdban. Példaul: a(t)=V'(t), azaz a gyorsulas a sebesség id8 szerinti derivaltja;
o(t)=¢’(t), azaz a szdgsebesség az elfordulasi szog id§ szerinti derivaltja; 1 =Q’(t), azaz az
aramerdsség a toltésmennyiség id6 szerint derivaltja stb.

A differencialhanyados segitségével, a korabban mondottakat is figyelembe véve az érintére a
kovetkezé meghatarozas adhato.

.................................................................................................................................

/  Dziini<io Legyen az f fiiggvény differencialhat6 az X, pontban. A fuggvény grafi-
© konjanak az (%, T (%)) ponthoz tartozé érintdjén az y = f'(x,)(x—%,)+ f (x,) egyen-
letli egyenest értjiik.

.....................................................................................................................................

7/ L 1.

@ Z,pdlda Hatdrozzuk meg az f:R™ — R, f(x)=— fliggvény grafikonjan 1évé !

X .

] 1 1
(2; E] ponthoz tartozo érintd egyenletét!

(] ()
L (]
e 335 1
o
° (
o (]

MatEm_Book.indb 335 2012.07.05. 12:33:52



MatEm_Book.indb 336

Természetesen nem tudhatjuk elére, hogy az érintd valdban léte-
zik. A kiilonbségihanyados-fiiggvény (X #2):

A hatérérték:

ul igy az érint6 egyenlete

1 1 1
16.4. 4bra A keresett érint | y= —Z(X - 2) +§ = _Z X+1.

/‘:'é
et
=

Hamar felmeriil az emberben a kérdés, hogy van-e olyan hely, ahol egy folytonos R — R tipusu
fliggvény nem differencialhato? Ugy érezziik, hogy ahol a grafikonon ,,torés” van, ott gond lehet az
érintd 1étezésével.

@ 3.pdlda Igazoljuk, hogyaz f:R — R, f(x)=|x| fiiggvény nem differencialhatd

© az x, =0 helyen!
Megoldas:
A kiilonbségihanyados-fiiggvény (x # 0):
X=0_[x
x-=0 X
. L IX
Legyen X, >0 minden n-re, ekkor X, — 0 esetén u=1—>1.
Xn
e Legyen most X, <0 minden n-re, ekkor X, —0 esetén
Melyik az érint6?
. X
16.5. abra Adott pontban fOlyton"S’J [ =-1—-1. Ez ellentmond a fiiggvény adott helyen vald
de nem differencialhato fiiggvények X,

hatarértékének 1étezésére vonatkozé Heine-féle definicionak!
Nem létezik tehat a kiillonbségihanyados-fiiggvény hatarértéke a
0 helyen, igy ott az X > |X| fliggvény nem differencialhato.

"
2

Nagyon fontos dolgot jelent ez: egy adott pontban folytonos
figgvény ebben a pontban nem feltétleniil differencialhato.
Felmertl a kérdés, hogy van-e olyan R — R tipusu fiiggvény,
amely minden pontban folytonos, de egyetlen pontban sem dif-
ferencialhato. Karl Weierstrass 1861-ben konstrualt egy ilyen
16.6. dbra Karl Weierstrass fiiggvényt, altalanos megdobbenést valtva ki a kor matematiku-
(1815-1897) sai korében. (Weierstrass igen nagy szerepet jatszott a modern
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analizis megalapozasaban. Palyafutasa kezdetén kdzépiskolai tanarként dolgozott.) Azota szamos
ilyen fliiggvényt talaltak, ilyen tulajdonsagu fiiggvénnyel allnak kapcsolatban példaul a Koch-féle
hopehely kerliletét leird gorbék.

A differencialhatosag és folytonossag kdzotti viszonyra mutat ra a kdvetkez6 tétel is.

................................................................................................................................

Ha az f fiiggvény differencialhaté az x-ban, akkor f folytonos is x,-ban.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
A konvergens sorozatokkal végzett miiveletekre vonatkozo tétel és a hatarérték Heine-féle defini-
cidja miatt:

lim (f (x)—f (%)) =lim [M-(x—xo)]= lim F0=10%), lim (x—x,)=

X=Xy X—Xg X —_ XO X—=Xo X - XO X=Xy

=f"(%)-0=0.
Ez pedig azt jelenti, hogy lim f (x)= f(X,), vagyis f folytonos az x,-ban.

Csak érdekességként emlitjiik meg, hogy van olyan R — R fliggvény is, amely csak egy pont-
ban (a 0-ban) differencialhato:
x?, hax racionalis,
C S
—X°, hax irracionalis.
A differencialhatdsag pontbeli tulajdonsag. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az J < D, nyilt
intervallumon differencialhato, ha annak minden pontjaban differencialhato.

@ Daiinicio Az f fiiggvény derivaltfiigvényének (differencialhanyados-figgvényé-
i nek) nevezziik azt az f’ fliggvényt, amely értelmezve van azokon az X, helyeken, ahol f :
i differencialhato, és ott az értéke f "(%,). 3

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

A konstans fliggvény differencialhanyadosa mindeniitt 0.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Mivel a kiilonbségihanyados-fliiggvény (az adott hely kivételével) mindeniitt 0 értéket vesz fel, igy
a tétel allitasa nyilvanvalo. (Roviden: ¢’ =0.)

................................................................................................................................

n

Ha n tetszoleges pozitiv egész szdm, akkor az f:R - R, f (x)=x

fiiggvény mindeniitt differencialhaté és f’(x)=nx"". (Réviden: (x”) =nx"")

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Tudjuk, hogy a"-b" =(a—b)(a"* +a"*b+..+ab"* +b"™"). Hax, tetszéleges hely, akkor Jeooee,
:. 337 ."
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n n

X on G ;
= 1im (X" XX XX ) =g
X=Xy X_XO X=Xy

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Az f:R—-R, f(x)=sinx fiiggvény mindeniitt differencialhato és

f’(x) = cos x.

© (Réviden: (sin x)’ =CUSX.)

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:
Tudi hoey Sina—Sinﬁ=25ina_ﬁCOSa;ﬁ.
A kiilonbségihanyados-fiiggvény:
sinx—sinx, _ 2sin x—2x0 c0s X-;XO B sin X_ZXO eas XX
X=X, X=X, X=X 2
2

. . L . . T X+ X y
Tudjuk, hogy a koszinuszfiiggvény mindeniitt folytonos, ezért lim cos 5 % =cosx,. Aflgg-

. . sinx .
vények hatarértéke kapcsan igazoltuk, hogy Ilrg —=1. lgy
X— X

ooy sinx—sin
(sinx,) = IImu=1-cosx0

=C0S X,.
X=Xy X=X, %o

Tegyiik fel, hogy példaul egy polinomfiiggvény kapcsan arra vagyunk kivancsiak, hogy mi a
derivaltfiiggvénye. JO lenne, ha olyan egyszer(i szamitasi szabalyokat hasznalhatnank, mint amilye-
neket a hatarérték-szamitas soran talaltunk. Szerencsére ez igy is van.

13,4l Ha f differencialhatd X,-ban, akkor cf is differencidlhaté x-ban és :
. (cf) (%) =cf"(x,). ;
© (Roviden: (cf ) =cf”.)
Bizonyitas:
A kiilonbségihanyados-fliggvényt felirva cf-re:

of (x)=¢f (x)) __ T(0-1(x)
X=X, X=X,

Ebbdl a tétel allitasa nyilvanvalo.
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d.i3tz]  Hafés g differencialhato X,-ban, akkor f + g is differencialhat6 x,-ban és
(f+9) (%)= 1"(x)+9"(x). ;
Bizonyitas:

A kiilonbségihanyados-fiiggvényt felirva ( f +g)-re:

(F+9(x)=(f(x)+8(%)) _ f(9-f(x%) 9(x)-9(x)
X=X, X=X, X=%

A bizonyitando allitas a konvergens sorozatok 9sszegére vonatkozo tétel alapjan adodik.

4. pdlda Hatdrozzuk meg az f:R — R, f(x)=x"-2x+2 fiiggvény grafikon-
i janléve (L1) ponton atmend érint egyenletét! :

Megoldas:
A2.,3.,5. és 6. tételek eredményeit alkalmazva: \
, , , 3lyv= X —2x+2
f/(x)=(x’—2x+2) =(x") +(-2x) +2'=3x*-2. /\
igy akkor f’(1)=1 ezért az érintd egyenes egyenlete: B
y=1"0%)(x=%)+f(%)=x-1+1=x.
1 .
- (1)
2
A tovabbiakban felsorolunk néhany nevezetes tételt, amelyek -~ - . 27

bizonyitasait azok 0sszetettebb jellege miatt nem részletezziik.

A tételekben szereplé eredményeket a késébbiekben hasznalni L 16.7. abra A keresett érintd
fogjuk.

................................................................................................................................

; . Ha f és g x,-ban differencialhato fiiggvények, akkor fg is differencialhatd
| xebanés (19) (%)= 1(%)u (%) + F ()" (5). '

.....................................................................................................................................

Megoldas:
Alkalmazzuk a fliggvények szorzatara vonatkozo tétel eredményét! Kapjuk, hogy

£7(x)=(xsinx) = x'sin x+x(sin x) =sin x+ xcos x.

L (]
e 339 1
o
° (

o q

.. ..
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Analizis

: £
148l Hafés g xg-ban differencidlhato fiiggvények és y(x,)#0, akkor — is :
i differencialhato x,-ban és v o

Y (%)
(Roviden: r)_19 — g )
: Y y
@ g, uilda  Hatarozzuk meg az
5 a) l; b) x™, (n pozitiv egész) figgvény derivaltfiiggvényét!
X

Megoldas:
Ha f(x) az azonosan 1 fiiggvény, akkor f’(x,)=1"=0 miatt a hanyadosra vonatkozd eredmény

a kovetkez0 alakban irhato:
1 -9 ,( X )
= (%)= .
( g J ( 0) gz (Xo)

Végezzik el a g(x)=x helyettesitést, igy megkapjuk, hogy

Mivel (X" ) =nx"", ezért

I ideal (Lineszabily)  Haa g fiiggvény differencialhato x,-ban és az f figgvény dif-
i ferencialhato y(x,)-ban, akkor fog Osszetett fliggvény is differencialhaté X,-ban, és

(F(90x))) = £(9()) 9’ (x0).

S
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Megoldas:
Tudjuk, hogy cos X =sin (%— x), ezért g(x)= %— x és f(x)=sinx helyettesitéssel:
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Megoldas:
Alkalmazva a 8. tételt, valamint azt, hogy (Sin X), =c0sX és (cos X), =-sinx:

. ’ . ’ - ’ .
(1g x)’ C(sinx ) (sinx) cosx—sinx(cosx) _cos’x+sin®x 1
cos? X cos? X cos® x’

Végiil szintén bizonyitas nélkiil megemlitiink két nagyon fontos eredményt, amelyek segitségével
megadhatok a hatvanyfiiggvények, az exponencialis fiiggvények ¢és a logaritmusfiiggvények diffe-
rencialhdnyados-fiiggvényei.

CoS X

................................................................................................................................

a) Az e fiiggvény mindeniitt differencialhato és (e‘ )' =",

: o1
i b) Az Inx fliggvény minden x >0 pontban differencialhat6 és (Inx) ==.
i X

S
.....................................................................................................................................

Ry Oldjuk meg! ,

1. Hatarozzuk meg a ctg X fliggvény derivaltfiiggvényét!
2. A kiilonbségihanyados-fiiggvény felirasanak segitségével igazoljuk, hogy
¢ 1
Jx) =—=1
(¥) 24/x
3. Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények derivaltfiiggvényeit!

a) 2x’ —x* -5, b) xX*—sin2x.  c¢) 2;”; d) sin(x* +x)
X2+

4. Tekintsiik az f (x)=x"—x* és g(x)=x*—2x+4 fiiggvények grafikonjait!
Igazoljuk, hogy a grafikonoknak pontosan egy kdzds pontjuk van, és hatarozzuk meg ezt a pon-

tot!
Hatéarozzuk meg a grafikonok metszéspontjan atmend érint6k egyenletét!

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
733-747. feladatok
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Analizis

®00000c0000000000000000000000 ©000000000000000000000000000000000000000000

oAditferencalszamitasialkalmazasal

17.1. Differencidlhaté fiiggvények vizsgilata

N I A derivalt alkalmas arra,
3 hogy egy tetszdleges diffe-

vizszintes érint6 / rencialhaté fliggvény helyi

1 (lokalis) szélsoértékeit meg-

\\/ . keressiik. Ennek a célnak az

' 3 -2 - 1 2 3 X  eléréséhez tobb lépésen at

vezet az ut. Emlékeztetdiil

Ujra kozoljik a helyi maxi-
mum meghatarozasat.

R .

<y

—
Xo—0 X, X +0

17.1. &bra Van helyi maximum | 17.2. 4bra Nincs helyi maximum __|

ﬁ Dafinielo Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek helyi maximuma van az X, € D;
¢ helyen, ha megadhat X,-nak olyan kornyezete, hogy az ebbe esd x-ekre f értelmezve van :
Ees f(x)< f(x). :

.....................................................................................................................................

Fiiggvénygrafikonokat nézegetve fontos dologra figyelhetiink fel. Ha egy fliggvénynek helyi maxi-
muma (vagy minimuma) van az X, helyen, valamint ott differencialhatd, akkor a grafikon (X0 , f ( Xo ))
pontjan atmend érinté vizszintes, azaz f’(x,)=0.

................................................................................................................................

Ha az f fiiggvény differencidlhat az a,b[ nyilt intervallumban, tovabba
i f-nekaz a < x, <b helyen helyi maximuma (minimuma) van, akkor f’(%,)=0.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

A helyi maximumra végezziik a bizonyitast, a minimumra hasonléan megy. Jelolje & a kdrnyezet
sugarat. Tegyiik fel, hogy X, —& <X, <X, minden n-re, tovabba x, — X,. Mivel f(x,)< f(x,),
ezért

f(Xn)—f(X0)20:> lim M: f’(xO)ZO_
X, — X, Xn =X X, — X,

)
Tegyiik fel, hogy X, <X, <X, +& minden n-re, tovabba x, — X,. Mivel f(x )< f(x,), igy

(2) f(xn)_f(XO)So:> I|m f(Xn)—f(X0)= f,(XO)SO.
X, =% R X =X

Az (1) és (2) bsszefliggések miatt f’(x,)=0, ami éppen a bizonyitandé allitas.
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Nagyon fontos megérteni, hogy a tétel allitasa sziikséges feltételt fogalmaz meg a helyi szélséérték
létezésére. Tehat a tételben szerepld feltételek mellett csak ott 1étezhet lokalis széls6érték, ahol
f/(x,)=0. Am abbol, hogy f’(x,)=0, csak annyi kévetkezik, hogy az X, helyen az f fiiggvény-

nek szélséértéke lehet. Példdul az f (x)=x’ fiiggvényre f’(x)=3x* miatt f’(0)=0, mégsincsa
0-ban helyi széls6értéke.

Most egy fontos tétellel ismerkediink meg, amely Lagrange-
tol szarmazik.

(Lagrange Euler kortarsa volt, alapvetd tételek sokasagat
fedezte fel és igazolta a matematikaban és a fizikaban. A valaha
élt legnagyobb matematikusok kozott tartjak szamon.)

\ 2 Lljeiye-c2il  Haaz f fiiggvény differencial-
hat az J nyilt intervallumban és [a,b] =3, akkor
i vanolyan a<c<b pont, ahol
] f(b)-f(a
o) -1 B)= (@)

L ; 17.3. &bra Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)

A tétel bizonyitasat nem
részletezzik.  Szemléletes
jelentése: az a és b kozott
van olyan hely, amelyhez
tartoz6 grafikonponton &t
htzhaté érint6 parhuzamos

y 17

fa) .

az (a,f(a)) és (b, f (b)) , P
pontokat 6sszekoté hurral. 7 .
A Lagrange-tételnek p — = X

tobb fontos kdvetkezménye
van. Tekintslink egy adott ‘
intervallumban differencial-
haté fliggvényt. Vezessilink végig a grafikonjan balrdl jobbra haladva egy pontot, és tekintsiik kiilon-
b6z6 helyzetében a rajta atmend érintdket! Azt vehetjiik észre, hogy amikor az érinték meredeksége
pozitiv, akkor ndvekvo, amikor pedig negativ, akkor csokkend részén jarunk a grafikonnak.

Ezt a megfigyelést a kovetkezo tétel fogalmazza meg.

17.4. dbra A Lagrange-tétel 17.5. &bra A figgvény menete
szemléltetése és az érintd meredeksége

i iiisssssssssssssesseesssssssssssssssssssssssssssssssssiesetersssssessSSssssssssssssssssssiieieeeessessssssssssssssssssse
.Tr:'é‘saj Tegyiik fel, hogy az f fliggvény differencialhaté az ]a, b[ nyilt interval-
i lumban.
a) Ha f’(x) > 0minden & < x <b esetén, akkor f szigoruan monoton névekve Ja,b[ -ben.
b) Ha f'(x)<0 minden a < x < b esetén, akkor f szigoruian monoton csékkend Ja,b[ -ben.
Bizonyitas:

a) Legyen a < X < X, <b. A Lagrange-tétel szerint van olyan X, <C < X, hely, hogy
F(e) (=)= f (%)= (%).
343
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Analizis

Mivel f’(c)>0 és x,—x >0, ezért a bal oldalon pozitiv szam all, igy f (%)< f(X,). Ez
pedig azt jelenti, hogy f szigortian monoton ndvekvé Ja, b -ben.

Teljesen hasonld modon addodik a bizonyitas a b) pontban szerepld allitasra. (Nem hasznaltuk
ki sehol sem azt, hogy a, illetve b véges szamok, igy pl. ]a,eo[ tipusu intervallumra is érvényesek
a tételben 1évo allitasok.)

Abban az esetben, ha csak annyit tudunk, hogy f’(x)>0 minden a < x<b esetén, akkor f-rdl csak
annyit allithatunk, hogy ott monoton névekvé. A tételben szerepld allitasok nem fordithatok meg.
Pl.az f(x)=x’ fiiggvény szigoruan monoton ndvekvé a |-11[ intervallumon, mégis f’(x)=3x*
miatt f’(0)=0. Elemien végeztiink mar monotonitassal kapcsolatos vizsgalatokat. Most az ot 13-
tott példakban szerepld fiiggvényekre alkalmazzuk a differencialszamitast (derivalast)!

Lpdlda Legyen f:R\{-1} >R, f(x)= 2x—11
X+

i tas szempontjahol!

. Vizsgaljuk meg f-et monotoni-

Megoldas:
Derivalva f-et:
(2x-1) -(x+1)—(2x+1)-(x+1) _2x+2-2x-1 1

£(x)= -

(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2 g

A3. tétel alapjan akkor fa ]—co;—1[ intervallumon és a J-1;00[ intervallumon is szigortian monoton
novekvo.

Megoldas:
Derivalva f-et:
\ X+2)(x—=2
f'(x) =1+4(1) =1—i2 = #
X X X
Innen a 3. tétel felhasznélasaval kdnnyen kiolvashatjuk, hogy a ]0,2[ intervallumban f szigortian
monoton csdkkend, mig a |2, intervallumban szigorian monoton névekvé.
A megoldasbol az is latszik, hogy a fliggvénynek az X = 2 helyen abszolit minimuma van.

A kovetkez6 tétel elegséges feltételt ad a helyi szélsdérték 1étezésére.
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i a)Ha az f fiiggvény differencialhaté az X, valamely & >0 sugarGi kornyezetében, és
P x—d<x<x, esetén f'(x)<0, illetve xy<x<x,+5 esetén f’(x)>0, valamint :
] f’(x,) =0, akkor az x, pont az f-nek helyi minimumhelye. ]
! b)Ha az f fliggvény differencialhaté az x, valamely & >0 sugaru kornyezetében, és :
P xS <x<x esetén f(x)>0, illetve x,<x<x,+6 esetén f’(x)<0, valamint :
: f’(x,) =0, akkor az x, pont az f-nek helyi maximumhelye.
Roviden azt is szoktuk mondani, hogy ha f’(x,)=0, valamint f’ el8jelet valt X,-ban,
i akkor f-nek az x,-ban helyi sz¢&Iséértéke van.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

a) Az el6z6 tétel b) pontja alapjan f szi-
gortian monoton csdkkend az |X; —&,%,[
. S f(x
mterve:lh”lml’)an, ezért %tt f (X) > f (XO) / B \y

Az eloz0 tétel a) pontja alapjan f szigo- A 0

rGan monoton ndvekvé az |x,, X, +9][ Xoob X, Ko il ‘ %8 X, K10 X

intervallumban, ezért itt f (x;)< f(x).

Mindezekbdl a tétel allitasa leolvashato.
A 17.6. abra segit a bizonyitashan leirtak
megértésében.

17.6. &bra A bizonyitast segit6 abra

Hasonlo médon adddik a bizonyitas a b) pontban szerepl6 allitasra.
A kozépiskolaban elénk keriil6 fiiggvények tobbsége rendelkezik azzal a jo tulajdonsaggal,
hogy nemcsak f, hanem f’ is derivalhato x,-ban, azaz létezik

f"(XO): lim M
X—Xo X=X,

Ennek neve: az f fiiggvény X,-beli masodik differencidlhanyadosa (masodik derivaltja). Lé-
tezése esetén azt mondjuk, hogy f kétszer differencialhatd x;-ban. (Beszélhetiink az tin. masodik
derivaltfiiggvényrdl is.)

................................................................................................................................

i a)Legyen az f filiggvény kétszer differencialhato x,-ban. Ha f’(x,)=0, valamint
f”(%,) >0, akkor f-nek az x,-ban helyi minimuma van.

b) Legyen az f fliggvény kétszer differencialhato Xx-ban. Ha f’(x,)=0, valamint

i f7(%,) <0, akkor f-nek az x,-ban helyi maximuma van. :

.....................................................................................................................................

Most szélsdérték-feladatokat oldunk meg differencialszamitas segitségével. A feladatok egy része
szerepelt mar az elemi modszerekkel vald szélséérték-meghatarozas kapcsan.
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H.pdlda  Hatdrozzuk meg az f:R - R, f (x)=x’—4x fiiggvény helyi (lokdlis)
szélsoértekeit! 5

Megoldas:

Kénnyli latni, hogy f mindeniitt differencidlhatd kétszer, tovabbd f’(x)=3x*-4 és

f7(x)=(3%* —4)' =6X. Helyi szélséérték csak ott lehet, ahol ’(x)=0 teljesil:

2
3 —4=0 X=—= vagy X =———.
V3 V3
Mivel f”(iJ> 0, ezért f-nek a % helyen helyi minimuma van. A minimum értéke
3

B

f (i)= _ 16 -3,08. Mivel f ”(—£J< 0, ezért f-nek a _2 helyen helyi maximuma van.

3) 33 V3 V3
2

A maximum értéke f (——) = 3,08.

V3

16

N

Megoldas:
Az f-et derivalva:

rroN 2\ _q_19y3 —q_2%
f(x)_(x+6x )_1 12x7 =1 -

f'(x)=0& x=J12.
Konnyii latni, hogy 0< X <3/12 esetén f ’(x) <0, igy ezen az intervallumon f szigoran monoton
csokken. Az is vilagos, hogy V12 < X esetén f’(x)>0, igy a ]3/]3 ,oo[ intervallumon f szigortian

monoton né. Ebbdl az kovetkezik, hogy az x = 2 helyen az f-nek abszoliit minimuma van, mely-

nek értéke: f (i/ﬁ) = 3@ = 3,434,

28
:

Felmertiilhet a kérdés, hogy miért nem az utolso tételt hasznaltuk fel a megoldasban? Szeretnénk
hangsulyozni, hogy az abszolut szélséérték nem feltétleniil helyi szélséérték! Gondoljunk pl. az
f:[01] >R, f (x)=x fiiggvényre. Ennek abszolut minimuma és maximuma is van (a 0, illetve
az 1), de nincs olyan hely, ahol helyi szélséértéke lenne. A helyi szélséérték sem feltétleniil abszolut
sz€lséérték, sét az sem igaz, hogy pl. az abszolut maximum helye a helyi maximumhelyek vala-
melyike. Erre jo példa a 3. feladatban szerepl$ f (x)=x"—4x fiiggvény, amelynek nincs abszolut

maximuma, hiszen feliilr6l nem is korlatos. (Miért?)
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@ J.paly Hatdrozzuk megaz f:[0;1] > R, f(x)=2x*—-2x" fiiggvény maximalis
* értékét és a maximumhelyét! 5

Megoldas:
Ha egy feladat szovegébdl nem dertil ki, hogy helyi vagy abszolut szélséérték meghatarozasara gon-
dolnak-e benne, akkor mindig az abszolut szélséértéket keressiik. Tegyiik fel, hogy xe |01, azaz
0 < x<1. Ezen az intervallumon f differencialhat6 és

f7(x) =4x—6x" = 2x(2-3x).

. 2  er , . -
Ebbél kdvetkezik, hogy 0 < x < 3 esetén f’(x)> 0, igy ezen az intervallumon f szigoran monoton

.2 , , . N .
nd. Ha pedig 3 <x<1, akkor f’(x)<0, igy ezen az intervallumon f szigortan monoton csékken.

Ezek alapjan kijelentjiik, hogy a ]0;1] intervallumban az x =§ helyen az f fiiggvénynek abszoltt

maximuma van, melynek értéke f (; )= 2% Vajon teljes-e ez a megoldas? Nem! A fliggvény mind-

két végén zart intervallumon van értelmezve. Nem lehetiink biztosak benne, hogy a végpontokban

felvett értékek koziil valamelyik nem nagyobb-e f (% ) -nal. Kiszamitva 6ket: f (0) =0, f (1) =0
azt latjuk, hogy ezek kisebbek f (g J -nal, igy most mar kimondhatjuk, hogy a megadott értelmezési

tartomanyon a fiiggvény maximalis értéke 57’ melyetaz x = 3 helyen vesz fel.

eoe ©000000000000000000000000000000000000 ©00000000000000000000000000000000000

17.2. Konvex és konkdv fiiggvények, inflexiés pont

Tekintsiink egy ]a.b[ intervallumon differencialhato, konvex
figgvényt. Ha balrol jobbra haladva vezetiink egy pontot a gra-
fikonon, és kiilonboz6 helyzetében figyeljiik a rajta atmend érin-
téket, akkor azt 1athatjuk, hogy az érint6k meredeksége monoton
né. Szigortian konvex fliggvény esetén az érinték meredekségé- :
nek szigortian monoton ndvekedését tapasztaljuk. Konkav fligg- :
vény esetén pedig az érinték meredeksége monoton csokken. a
Ezzel a megfigyeléssel all kapcsolatban a kovetkezo tétel. 17.7. abra Szigordian konvex

’ fuggvény

Legyen az f fliggvény differencialhaté az Ja,b[ intervallumban. Az f

13

Slloccocoooooos

.....................................................................................................................................

A tétel bizonyitasat nem részletezziik. Konnyl megfogalmazni a tétel konkav fliggvényre vonatko-
70 valtozatat, amit az olvasora bizunk. A korabbi tételek alapjan nyerhetiink sokszor egyszeriibben
hasznalhato feltételt a grafikon alakjanak eldontéséhez. YT
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Analizis

Legyen az f fiiggvény kétszer differencialhaté az |a,b[ intervallumban.
i Az f pontosan akkor konvex (konkav) az |a,b[ -ben, ha f”(x)>0 (f”(x)<0) teljesl
i minden xe Ja,b[ esetén.

g
.....................................................................................................................................

A 17.7. ébra azt sejteti, hogy egy adott intervallumon szigorian konvex fliggvény grafikonjanak
barmely pontjaban htzott érintd a grafikon alatt van. Ezt is be lehet bizonyitani.

J.pdlda Hatérozzuk meg, hogy az f:R - R, f (x)=x’—4x fiiggvény hol kon- |
i vex és hol konkav! ’

Megoldaés:
Kénnyli latni, hogy f mindeniitt kétszer differencialhato, tovabbd f’(x)=3x*-4 és
f7(x)=(3%* —4)’ =6x. Igy akkor a J-;0[ intervallumon f konkav, mig a ]0,co[ intervallumon

f konvex.
A 0-ban az f konkavbol konvexbe megy at. Az ilyen helynek kiilon nevet is adtak.

i Dafinicio Az x, pont az f fiiggvény inflexios pontja, ha ott a fliggvény konkavbol
¢ konvexbe, vagy konvexbdl konkdvba megy at. ]

.....................................................................................................................................

7. 03l Igazoljuk, hogy minden R — R tipusti harmadfoku polinomfiiggvénynek
van inflexi6s pontja! ;

Megoldas:
Tekintsik az f:R - R, f(x)=ax’+bx’+cx+d, a#0, a,b,c,de R fiiggvényt. Derivalva:

f7(x)=3ax* +2bx+c,
f7(x)=6ax+2b.

F(x) =0 x=—.

Mivel f”(x)=6ax+2b= Ga[x + 3£J az x, = —3£ -ban eldjelet valt, ezért az X, inflexiés pont.
a a

17.3. Fliggvényvizsgdlat

A most kdvetkez6 feladatok megoldasahoz felhasznaljuk az eddigi ismereteinket.
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@ 3,udldy  Vizsgaljuk az

f:R >R, f(x)z%x3—%x2—2x+1

fiiggvényt a [—2,4] intervallumban monotonitas, szélsé-

értékek és konvexitas szempontjabol!

Megoldas:

Az f mindeniitt differencialhaté kétszer:
f/(x)=x*—x-2=(x+1)-(x-2),
f7(x)=2x-1.

Ha x<-1, akkor f’(x)>0, igy a [-2;—1] intervallumban f

szigoruan monoton ndvekvd. Ha —1< x < 2, akkor f’(x)<0, igy a [-12] intervallumban f szi-

gortan monoton csdkken. Ha 2 < x, akkor f’(x)>0, igy a [2;4] intervallumban f szigordan mo-

noton novekvo. Ezekbol kovetkezik, hogy a —1-ben az f-nek helyi maximuma, mig a 2-ben helyi
minimuma van. Mivel f (-2)> f(2), ezérta 2-ben az adott intervallumon abszolut minimuma van

17.8. dbra A vizsgalt fiiggvény
grafikonja

f-nek. Mivel f (—1)< f (4), ezért a 4-ben az adott intervallumon abszolit maximuma van f-nek.
Ha x < %, akkor f”(x)<0, igy a [—2; %} intervallumban f (szigortian) konkav. Ha x > %, akkor
f7(x) >0, igy az l:% ; 4] intervallumban f (szigoruan) konvex. Ezekb6l adodik, hogy az X = % -ben

f-nek inflexios pontja van. Erdemes tablazatos formaban is dsszefoglalni a kapott eredményeket!

1 1 1
X -2 —2;-1 -1 e = —;2 2 2,4 4
21 sl 3 B o4
f7(x) + + 0 _ _ _ 0 + +
f7(x) - - - - 0 + + - +
helyi .
min.
f(x) 4 max. N /
konkav inf. pont konvex

( /" aszigoraan monoton ndvekedést, v pedig a szigortian monoton csokkenést jelenti.)

@ Y, pildy  Vizsgaljukaz f:R - R, f(x)=x"-3x’+2 fiiggvényta [-1,3] inter-
vallumban monotonitas, szélsdértékek és konvexitds szempontjabol! 5

Megoldas:
Az f mindeniitt differencialhat6 kétszer:

f/(x)=4x"-9x* = x*(4x-9),
f”(x) =12x* —18x = 6x(2x—3).
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Ha X<%, akkor f’(x)<0, igy a [—1;%:| intervallumban f

szigoruan monoton csokken. Ha x >% akkor f’(x)>o0, igy

a [% : 3] intervallumban f szigorian monoton névekvd. Ebbol

0 kovetkezik, hogy x = N -ben f-nek abszolit minimuma van, ami
= o 5 X

egyben helyi minimum is. Mivel f(-1)=6 és f(3)=2, ezért
az is adodik, hogy az adott intervallumban f abszolit maximu-
ma 6. Ha x<0, akkor f”(x)>0, igy a [-10] intervallum-

-5 ban f (szigortian) konvex. Ha 0< x < % akkor f”(x)<0, igy
-6

a [0; §:| intervallumban f (szigoruan) konkav. Ha 3 <X, akkor
17.9. dbra A vizsgélt fiiggvény ‘ 2 2

grafikonja

f7(x)>0, igy a [%;3] intervallumban f (szigoraan) konvex.

. ) 3 . . . .
Az is megallapithato, hogy az x =0-ban és x = 5 -ben f-nek inflexios pontja van. Célszerii most is

tablazatos forméaban 6sszefoglalni eredményeinket:

x -1} o }0;%[

N | W
L
N | W
n|w©
| o—
N
—_
INRE)
58}
|o—
W

/(%) - - 0 - - - 0 + +
f "(x) + + 0 — 0 + + + +
(%) N N N min. Vi
konvex inf. pont  konkav  inf. pont konvex
Q) Oldjuk meg! ,

1. Jellemezziik differencialszamitassal az f:R - R, f(x)= ax’ +bx+c, a=0, a,b,ce R ma-
sodfokd polinomfiiggvényeket monotonitas, széls6értékek és konvexitas szempontjabol!

2. Jellemezziik differencidlszamitassal az f:[0,27] >R, f(x)=sinx fiiggvényt monotonités,
szélséértékek és konvexitas szempontjabol!

3. Vizsgaljuk az f:R >R, f(x)=-x"+x>+3x+1 fliggvényt a [-1;2] intervallumban mono-
tonitas, sz¢élséértékek és konvexitas szempontjabol!
4. Vizsgéljuk az f:R - R, f(x)=-x"+4x+2 fliiggvényta [-1,2] intervallumban monotoni-

tas, széls6értékek és konvexitas szempontjabol!
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i 8iintegralszamitassiahatarozatianyntegral

i MPET Egy test egyenes vonalban mo-
zog, gyorsuldsa idében éllando: a(t)=a. irjuk fel a
v=v(1) sebesség-idd fliggvényt, illetve az s=s(1)
ut-ido6 fiiggvényt!

Megoldas:

A differencialszamitas kapcsan lattuk, hogy a(t)=V'(t).
Olyan V(t) fiiggvényt kell tehat keresniink, amelynek
derivaltfiiggvénye a (konstans). Kénnyii ilyet talalni: v(t)=at. Ne felejtsiik el, hogy a konstans
figgvény derivaltja 0, ezért v(t)=at+V, is megfelel, ahol v, konstans. Felmeriil a kérdés, hogy
vannak-e mas megfelel fiiggvények. Egyel6re ezzel ne foglalkozzunk. Tudjuk, hogy v(t)=s'(t),

igy olyan s(t) fiiggvényt kell talalnunk, melyre s’(t) = at +v,.

L 18.1. 4bra Gyorsul6 vonat

)

s:%ai2 +Vt+5,

i

i
i

gyorsulas sebesség at
18.2. dbra Az egyenletesen gyorsuld mozgés grafikonjai

1
Kénnyii latni, hogy S(t)= Eatz + Vot +5, megfelel, ahol s, konstans. Ezzel , levezettik” a fizika-
orakrol jol ismert un. négyzetes Gttérvényt.
A probléma altalanosan a kdvetkezd. Ismerjitk az f (x) fiiggvényt és tudjuk, hogy az F(x) fligg-
vény differencialhato az J  intervallumon, tovabba f (X)=F’(x) minden xe J esetén. Meg kell

keresniink az dsszes megfelel F(x) fliggvényt.

.................................................................................................................................
.

Uaflufeis A fenti tulajdonsagl F(x) fiiggvenyt a f(x) fliggvény primitiv fiigg-

.
.....................................................................................................................................

Tegyiik fel, hogy f (x)-nek F(x) és G(x) is primitiv fliggvénye, tehat
f(x)=F"(x)=G"(x).

2012.07.05. 12:36:13
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Analizis

Ekkor
F/(0)-6/(x) =0 [F(x)-6(x)] =0

minden x-re. Vajon igaz-e, hogy ha a nyilt J intervallumon egy fiiggvény differencialhato, és az
[a, b] c J intervallumon a differencialhanyados fiiggvény azonosan 0, akkor a fliggvény konstans
az [a,b] intervallumon?

................................................................................................................................

Hafaz J nyiltintervallumban differenciélhato fiiggvény, és az [a,b] < J
¢ intervallumban f’(x) =0, akkor az f konstans az [a,b] -ben.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Legyen a < X, <b. A Lagrange-tétel szerint az X,-hoz létezik olyan a <c <b pont, ahol
f -f(a
o) )= @)
X, —a

Mivel f'(c)=0, ezért f (x,)=f (a). Az x, tetszéleges volt, ezért f (x)= f (a), ha xe [a,b].

E tétel kdvetkezményeként kapjuk az alabbi eredményt, amelyet sokszor az integralszamitas alap-
tételének neveznek.

\ Ha F primitiv fiiggvénye f-nek, akkor f(X) osszes primitiv fiiggvénye
F(x)+c alaky, ahol ce R konstans. ]

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Az el6z0 tétel, valamint az eldtte tett megjegyzések miatt a tétel allitasa igaz.

Dafinieio Az f figgvény primitiv fiiggvényeinek 0Osszességét (halmazat)
J f (x)dx -szel jeldljiik, és f hatarozatlan integraljanak nevezziik. Tehat ]
: Fe [f(x)dxe F/(x)=f(x).

.....................................................................................................................................

Az f primitiv fiiggvényeinek halmazara sokszor a rovidebb j f jel6lést hasznaljuk. Gyakran latha-
tunk J- f (x)dx =F (x)+c tipusu felirast, pl. J-de = %XZ +c. Ilyenkor ezt tgy értjiik, hogy a bal ol-

dalon all6 halmaz 6sszes eleme a jobb oldalon lathaté forméaban irhat6 fel. A hatarozatlan integralas
(azaz a primitivfiiggvény-keresés) a differencialas megforditasaként foghato fel. Ebbol kovetkezik,
hogy amig nem vagyunk tisztaban az elemi fliggvények derivaltfiiggvényeivel, illetve az alapvetd
differencialasi szabalyokkal, addig esélyiink sincs a hatarozatlan integralas elsajatitasara.

Fontos kérdés, hogy van-e minden fiiggvénynek primitiv fiiggvénye.
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Tk ha (%) Lhax>0,
azoljuk, hogy az =
g ] gy 0.hax<0

létezik olyan F fiiggvény, amelyre F’(x)= f (x) minden x-re!

fliggvénynek nincs primitiv fiiggvénye, azaz nem

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy létezik F primitiv fiiggvénye f-nek. Ha x>0, akkor F(x)=x+c, ahol ¢ kons-
tans. Ha x <0, akkor F(x)=d, ahol d konstans. Mivel F differencialhat6 a 0-ban, ezért ott folyto-
nos, igy )I(Lng (x+c)=c=F(0)=d. Mivel

x>0
F(x)=F (0 _ “F(0 _
im EQ)=F(O) _poxwe—c i FOOZF(0) _e—c_g
G0 x=0 P X S x=0 g X

ezért F nem differencialhaté a 0-ban. Ellentmondasra jutottunk.

dﬁ
&

Be lehet bizonyitani, hogy ha f folytonos az J intervallumban, akkor ott f-nek van primitiv fligg-
vénye.
A tananyaghoz tartoz6 legfontosabb integralok a kdvetkezok:

................................................................................................................................

n+1

a) JX" dx =2 +c, ne Z,n#-1; b) jcosx dx =sin x+¢;
n+1

9) Isinxdxz—cosx+c; d) J.\/; dx=§x\/;+c.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Az a), b) és ¢) allitasokat a differencialszamitas felépitése soran igazoltuk. A d) allitas igazolasahoz
hasznaljuk fel a derivalasi szabalyokat:

(i x+c) (x\/_) (1-\/;+x-%)=§%f=x&-

(Természetesen x >0 mellett értve minden 1épést.)

.............................................................................................................................

: Ha az f és g figgvényeknek van primitiv figgvénye az J intervallumon,
akkoraz f+g éscf (LE R) fiiggvényeknek is van, és

J'(f( dx_[ dx+_[g dx és J'cf dx—cjf(x)dx.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:
Az allitasok a Differencialszamitas cimi fejezet 5. és 6. tétele alapjan azonnal adodnak.

°o® (X ) °
.. ..
s 353 1
o
° (
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.. ..
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! @ 7 e
=3 Analizis

3. udlda Végezzilk el az alabbi hatarozatlan integralasokat!
a) I(x2+2x—3)dx b) j(2x3—sinx+5wsx)dx ) J(3x4—x2+5x—l)dx

Megoldas:
A tételeket alkalmazva:

a) [(x +2x—3)dx:x?3+x2 -3x+c

4
b) J'(Zx3 —sin x+5c0s X dx :X?+cosx+5$in X+C

S g
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bizonyitas:

Az Osszetett fliggvény differencialasara vonatkozo un. ,lancszabaly” alapjan az allitas azonnal ado-
dik.

@ A4, udlds Végezzilk el az alabbi hatarozatlan integralasokat!

a) fcostdx b) j(2x+1)3dx 9) jcosz xdx d) J.sin2 xdx €) Isin[3x+%]dx

Megoldas:
Alkalmazzuk az el6z6 tételt, illetve a cos 2c = 2¢0s” o —1 azonossagot!

a) _[cos 2xdx = 1sin 2X+¢C
2
1 (2x+1)’ (2x+1)"

b 2x+1) dx == +Cc= +C
)J( ) 2 4 8

c) jcosz xdx=jmdx=j L cos2x Jax =%+ Lsinaxc
2 2 2 2 4
d) J‘sin2 xdx='|~(1—cos2 X)dx = x— X lainox lre=2—Lainax+c
2 4 2 4

e) jsin 3+ dX=—lcOS 3+ |+c
5 3 5
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)y Oldjuk meg! ,

1. VVégezziik el az alabbi hatarozatlan integralasokat!

5 . 1
a) J(zx —cos 3x) dx b) jsm X c0s Xdx c) '[COSZ de

) [(3x-2)"" dx o | (X;f) dx

2. Van-e primitiv fiiggvénye az f:R - R, f (x)=synx fiiggvénynek?

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Kényvkiado.:
759-773. feladatok

HONntegralszamitastahatarozottantegral

ve se0sese

Fizikadran azt tanultuk, hogy a megtett ut kiszamithato a sebes-
ség—ido6 grafikon alatti teriiletként. Ezt ott ltalanosan nem bizo-
nyitottak be. Egyelére mi sem tessziik, de érdemes megvizsgalni
egy konkrét példat.

o l.udldn  Tekintsiink egy testet, amely egye-
nes vonalban mozog, és a gyorsulasa iddben al-
landé: a(t)=a. Tudjuk, hogy ekkor a sebessége:
v(t)=at+v,. Hatarozzuk meg a [0,t] intervallumon
a grafikon és az x tengely kozotti teriletet! || 19.1. 4bra A grafikon alatti teriilet

Megoldas:
Az abran lathato trapéz teriilete az ismert teriiletképletet alkalmazva:

T:v0+at+v0.t=1

Zat® +y,t.
2 2
Vegyiik észre, hogy ez a v(t) fiiggvény (egyik) primitiv fliggvénye! Ugy tiinik, hogy kapcsolat
van egy fliggvény primitiv fliggvényei (hatarozatlan integralja), valamint egy adott intervallumon a
figgvény grafikonja alatti teriilet kozott. Ennek a sejtésnek a vizsgalata vezet majd el benniinket a
matematika egyik legfontosabb képletéig. Segitségével szamos, a fizikaban, illetve a matematikdban
felmertil6 problémat oldhatunk meg.
=

MatEm_Book.indb 355 2012.07.05. 12:36:39




. -
Analizis

A kovetkezokben (természetesen mai jeldlésekkel) eldszor egy olyan eljarast ismertetiink, amelyet
Arkhimédész dolgozott ki a parabolaszelet teriiletének meghatarozasara. Ezt hivjak kétoldali ko-
zelités modszerének. Az egyszeriiség kedvéért csak az y = X* egyenletii parabola grafikonja alatti
teriilet kiszamitasaval foglalkozunk a [0;1] intervallumon. (Feltételezziik, hogy a teriilet 1étezik.)

2, pilda Szémitsuk ki az y = x? egyenletli parabola grafikonja alatti teriiletet a
i [0;1] intervallumon! j

Megoldas:

Osszuk fel a [0;1] intervallumot n egyenld részre! A gérbe alatti
terlilet az i-edik intervallumon alulrél, illetve feliilr6l becsiilhetd
egy-egy téglalap teriiletével.

Atéglalapok teriilete az abra alapjan:

. 2 : 2 - \2 .
— 1—1 2
n n n ni{n n

igy a grafikon alatti teriilet a [0;1] intervallumon alulrél és fe-
lilrdl is egyszerre becsiilve:

19.2. &bra A grafikon alatti teriilet 1 %(12+22+.._+(n_1)2)<.|. <i3(12+22+___+nz)_
n n

kétoldali kozelitése

Korabban teljes indukcioval igazoltuk, hogy
k(k+1)-(2k +1
P+2%+..+k? =%.

Ennek segitségével az (1) becslés:
(n-1)n(2n-1) T n(n+1) ~(2n+1)’
6n’ 6n’

BRI

A hatarértékr6l tanultak szerint 1 — 0, igy az egyenl6tlenség két oldalan allo sorozatoknak % a
n

. . . . 1 .
hatarértéke, ez pedig azt jelenti, hogy csakis T = 3 lehetséges.

28
:

Felmeriil a kérdés, hogy mas tipusti hozzarendelés esetén miikodik-e az elébb latott eljaras. Van, ami-
kor igen, de nem mindig. Nehéz példaul elképzelni, hogy az f (x)= Jx fliggvény esetén végig tud-
nank vinni. A célunk olyan elmélet megalkotdsa, amely a fiiggvények igen széles korére lehetve teszi
pl. a grafikon alatti teriilet kiszamitasat. Hangsulyozzuk, hogy bar az elmélet kiépitése kapcsolatban
van a 2. példaban latott téglalapokkal, de a hasznalt médszer annal joval altalanosabb lesz.

Tekintsiik az f:[a,b] — R korlatos fliggvényt. Osszuk fel az [a,b] intervallumot n (nem fel-
tétleniil egyenld) részre: a =X, < X, <X, <...<X,, <X, =b, ahol az x,-k az un. osztaspontok. Ezzel

_eese._  az [a,b] intervallum egy (n. beosztéséhoz jutunk. Jelolje m; a fiiggvény legnagyobb also korlatjat
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az i-edik intervallumon: m, =inf { f (x):x_, <x<x}. Jel6lje M, a fiiggvény legkisebb felsé korlat-

jat az i-edik intervallumon: M, =sup{f (x):x_, <x<x}.

: osszeget.

Az adott beosztashoz tartozo felsé osszegnek hivjuk az

.....................................................................................................................................

Hangsulyozni kell, hogy az dsszegekben
szerepld tagok nem feltétleniil pozitiv sza-
mok, igy ezeknek teriiletjelentést tulajdo-
nitani csak gy szabad, ha un. eldjeles te-
riletekként tekintiink rajuk. Ez azt jelenti,
hogy az x tengely alatti téglalapok teriiletét
negativ elgjellel vessziik figyelembe.

Mivel a fliggvény az [a,b] intervallu-
mon korlatos, igy minden [ ,, X | részin-
tervallumon is az. Ezért a teljességi axioma
biztositja az m,, illetve M, szamok létezé-
sét. Vilagos, hogy ugyanazon beosztas mellett S<S, hiszen m, <M, teljestl minden i-re, ahol
i=12,...,n. Vizsgaljuk meg, hogy mi térténik az dsszegekkel, ha 1j beosztast készitiink oly méddon,
hogy egy 1j osztaspontot vesziink fel az eddigiekhez!

<Y

L 19.3.4&braAzalso és felsé 6sszeg néhany eleme

................................................................................................................................

Ha egy adott beosztashoz egy 0j osztaspontot vesziink hozza, majd képez-
i ziik az also, illetve felsd 6sszegeket, akkor az alsd dsszeg nem csokkenhet, a felsé osszeg
i pedig nem novekedhet. ]

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

Csak az als6 Osszegre végezziik el a bi-
zonyitast, mivel a felsd Osszegre teljesen
hasonlé gondolatmenet érvényes. Tegyiik
fel, hogy az 0ij osztaspont: X, , <X <X,.

Legyen m, =inf{f (x):x_, <x<x} és

m” =inf{f (x):xX'<x<x}, az Gj also

dsszeg pedig s”.
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Ez csak az [X, ;%] intervallumhoz kapcsolodd m,” (X" —x,,)+m,” (x, —x’) tagokban tér el az
eredeti s also 6sszegt6l. Elegendd ezért igazolnunk, hogy
m, (X' =% ) +m” (% =x) 2 m, (% =X%_,).
Vilagos, hogy m, >m, ésm,” >m,, ezért
m. (X" =X, )+m” (%, —x)=m, (x' —xk_l)+mk (% =X)=m (X —X1)-

Ezt akartuk igazolni.

................................................................................................................................

/ Dafinieid Azt mondjuk, hogy a B’ beosztas finomitasa a B beosztasnak, ha B min-
en osztaspontja a B’-nek is osztaspontja.

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

mr Egy beosztas finomitasakor az alsé Osszegek nem csokkennek, a felsé
i 0sszegek pedig nem n6vekednek.

Bizonyitas:

Ha a finomitas soran az 0ij osztaspontokat egyesével vessziik hozza az eredetickhez, akkor az 1. tétel
szerint az alsé 6sszegek nem csokkennek, a felsé dsszegek pedig nem névekednek. Ebbél adodik a
2. tétel allitasa.

~ Egy f:[a,b] > R korlétos fiiggvény esetén barmely beosztashoz tartozo
i also Osszeg legfeljebb akkora, mint barmely beosztashoz tartozo felsd dsszeg.

Bizonyitas:
Jelolje s, az egyik beosztashoz tartozé valamely also sszeget, mig S, valamely masik beosztashoz
tartozo felsé 0sszeget. Egyesitsiik a két beosztast! Ez nyilvan mindkét beosztas finomitasa. Ha az
egyesitéssel kapott U beosztashoz tartozo alsé 6sszeg s, felsé dsszeg pedig S, akkor a 2. tételt fel-
hasznalva:

§,<s<S<S, =75 <§,,
ami éppen a bizonyitando allités.

Tekintsiik most az adott [a,b] intervallumhoz tartozé dsszes also dsszeg értékeinek, illetve dsszes
fels6 0sszeg értékeinek halmazat. A fenti tétel szerint az also 6sszegek fels6 hatara (legkisebb felsé
korlatja) nem lehet nagyobb a felsé 6sszegek also hataranal (legnagyobb also korlatjanal).

o® LX) °
.. ..
y 358 %
°
) L
) o
.. ..
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@ Dzafinidid Az f:[a,b] — R korlatos fiiggvény esetén az als6 dsszegek felsé hatérat

(legkisebb felsd korlatjat) az f alsé integraljanak nevezziik. Jel6lés: :h[ f{x)dx. .

Az f:[a,b] - R korlatos fiiggvény esetén a felsd dsszegek alsd haté:rét (legnagyobb also
korlatjat) az f fels6 integraljanak nevezziik. Jel6lés: j f{x)dx.

.....................................................................................................................................

................................................................................................................................

Tetszoleges f:[a,b] — R korlatos fiiggvény esetén

j.f(x)dxsj.f(x)dx.

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

A 3. tétel és a definiciok kovetkezményeként nyomban adddik.

A tétel fontos kovetkezménye, hogy 1étezik olyan szam, amely az 0sszes also és felso Osszeg kozé
esik.

Usflnild Az f:[a,b] - R korltos fliggvényt az [a,b] intervallumon Riemann-
¢ integralhaténak (roviden integralhatonak) nevezziik, ha

j‘f(x)dx=j‘f(x)dx.

a

Jelélés jf (x)dx=if (x)dx=j‘f (x)dx

.....................................................................................................................................

(Riemann [1826—-1866] kivald6 német matematikus, nevéhez fii-

z0dik tobbek kozott a maig eldontetlen tn. Riemann-hipotézis,

amely a matematika talan leghiresebb megoldatlan probléméja.)
b

Azt mondjuk, hogy az J. f (x)dx szam az f fiiggvény hataro-
zott integralja az [a,b] intervallumban. Az a és b szimokat az

integralas hatarainak nevezziik.
b

Jf (x)dx szavakkal elmondva: ,,integral az a-tél b-ig ef iksz

a

dé iksz”.

19.5. &bra Bernhard Riemann

(1826-1866)

.‘ ..
. 359 A
o
K ‘

MatEm_Book.indb 359 2012.07.05. 12:37:01



. -
Analizis

f korlatos, de nem integralhat6 [a,b]-n: Nagyon fontos megérteni a kovetkezot.

5 5 Pontosan akkor Iétezik egy és csak egy
5 ! f .! S olyan szam, amely az Osszes also és felsd

. T Osszeg kozé esik, ha a fliggvény (az adott in-
f korlatos és integralhato [a,b]-n: . tervallumon) Riemann-integralhato. Az el-
s, j‘f =jf=jf s, mondottak megértésében segit a 19.6. &bra.

19.6. dbra Integralhat6 — nem integralhato |

@ 3. pdldy Tgazoljuk, hogy f(x)=x* integralhat6 a [0;1] intervallumban, tovabba
! 1 ]
' [ xedx = 1 '
7 3

Megoldas:
Ha tekintjik a [0;1] intervallum n egyenlé részre val beosztasat, valamint s,, illetve S, jeloli egy

. . . 1
adott n-re a beosztashoz tartozo also, illetve fels6 6sszegeket, akkor a 2. példa alapjan: lims, = 3
N—eo

és lims, = % Igy akkor
x2dx <

< [ xPdx <

>

W |
o t—
W |

O —

s

4. palds Igazoljuk, hogy ha f:[a,b] >R, f(x)=c¢, ce R (konstans fiiggvény),
akkor f integralhaté [a,b]-n és

jlcdx =c(b—a).

Megoldas:

Mivel tetszdleges beosztés esetén m =M, =¢, ezért s=S=c-» (X —X_)=c(b—a), amibdl
i=1

mindkét allitas adodik a definicid alapjan.

Vajon tudunk-e példat mutatni olyan korlatos fiiggvényre, amely nem integralhatd?

Igazoljuk, hogy az
1, ha x racionalis,
3=

0, ha x irracionalis

n. Dirichlet-fiiggvény semmilyen [a,b] intervallumban sem integralhato!
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Megoldas:
Igazoltuk, hogy barmely két valds szam kozott van irracionalis, illetve racionalis szam is, ezért
az [a,b] intervallum barmely beosztdsa esetén m, =0 és M, =1 minden i=12,..,n esetén.

n b
fgy tetszéleges beosztas mellett s=0 és S=Y (x —X_,)=b-a, de akkor I f(x)dx=0 és
b a

i=1
_[ f (x)dx=b—a >0, tehat a definici6 szerint f nem integralhato.

a
,-é\
w

A definici6 alapjan altalaban igen nehéz eldonteni, hogy egy adott intervallumban valamely fligg-
vény integralhato-e, és ha igen, akkor az integral mivel egyenld. Az alabbiakban bizonyitas nélkiil
kozliink néhany olyan tételt, amelyek alapjan egy adott [a,b] intervallumon korlatos fiiggvényrol
el lehet donteni, hogy integralhato-e.

J Jiidial Az f:[a,b]— R korlatos fiiggvény pontosan akkor integralhato, ha bar-
i mely & >0-hoz van olyan beosztas, amelyre S s <&. :

.....................................................................................................................................

A tétel szemléletes jelentése a kovetkezd.
Egy fiiggvény pontosan akkor integralha- Yy
to, ha tetszdlegesen kozel van egymashoz

az also és felso 0sszege. Mivel
n

5523 (My-m) (% ~ %)

i=1
ez ugy is mondhato, hogy a 19.7. abran
lathatd szinezett téglalapok teriiletének
Osszege tetszOlegesen kicsivé tehetd meg-

feleld beosztas valasztasaval. a b x
A tétel fontos alkalmazésa az alabbi [ 19.7. dbra Az als6 és fels6 dsszegek kiilonbsége

eredmény. (Egyenld részekre vald osztés-

sal egyébként nem tal nehéz igazolni.)

Most mar ismertink jol hasznalhat6 feltételeket arra vonatkozdan, hogy egy adott intervallumon
értelmezett fiiggvényrdl eldontsiik, hogy ott integralhaté-e. Még mindig nincs azonban a keziinkben
olyan moédszer, amelynek felhasznalasaval az integralt konnyen ki tudnank szamolni. A hatdrozott
integral kiszamitasara leggyakrabban az alabbi tételt szoktuk alkalmazni. Felfedezése driasi Iokést
adott a természettudomanyok fejlodésének.
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. 4
Analizis

) (2w iun-Laibtefosul) :
i Legyen fintegralhaté [a,b]-ben. Ha f-nek létezik az F primitiv fiiggvénye az J nyilt inter- :
: vallumban, tovabbé [a,b] = J esetén F’(x)= f (x) minden a < x <b-re, akkor :
: b

[ f (x)dx=F (b)-F (a).

.....................................................................................................................................

Bizonyitas:

(A bizonyitas nem érettségi kovetelmény, de a tétel fontossaga miatt mégis ismertetjiik.)

Legyen a=X, <X <X, <..<X,, <X, =b az [a,b] intervallum valamely beosztasa. A differen-
cialszamitas kapcsan megismert Lagrange-tétel szerint minden i-re van olyan X, <C; <X; pont,
amelyre

Mivel F’(c,)= f(c,), ezért
F(x)-F(x4)=f(c)(x—%).
Osszegezziik az egyenleteket minden i =1,2, .., n-re! Kapjuk, hogy:

F (0)-F (2) =20 1(6)(5 =)

Tekintettel arra, hogy m; < f (¢, ) < M;, adédik, hogy
s<F(b)-F(a)<s.
Ez azt jelenti, hogy az F(b)—F(a) szam minden beosztasra a beosztashoz tartozo also és felsd

b
Osszeg kozé esik. Mivel f integralhato, ezért csak egyetlen ilyen szam van: j f (x)dx, ebbdl pedig
kapjuk a tétel allitasat. a

Szokés hasznélni az F (b)-F(a)= [F (x)]: jelolést is, amivel felirva a formula:

f(x)dx=[F(x)].

Fontos megérteni, hogy a Newton—Leibniz-formula mar feltételezi az integralhatosagot. Meg-
adhato6 olyan fliggvény is, amely integralhaté az [a,b] intervallumon, mégsem hasznalhato ra a
formula, mert pl. az adott intervallumon a fliggvénynek nincs primitiv fiiggvénye. (Lasd a 3. kitlizott
feladatot!)

D e T

1
szdx=1!
2 3

@ 9.pildn  Igazoljuk, hogy f(x)=x" integrlhat6 a [0,1] intervallumban, tovdbbéa
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Megoldas:

Az f fiiggvény R -en differencialhato, igy folytonos, ezért a [0;1] intervallumban integralhato. Vi-
3 3

lagos, hogy szdx = X?+ c, ezért F(x)= X? primitiv fiiggvény, igy a Newton—Leibniz-formula

szerint:
1 3 3
J =1 - o1
’ 3 3 3
@T&élm A . . 1 At
: Szamitsuk ki a jsm xdx integral értékét!
i 0
Megoldas:

Az integral nyilvan létezik, hiszen a szinuszfliggvény mindeniitt folytonos. Tudjuk, hogy
Isin xdX = —cos X +c¢, ezért a Newton—Leibniz-formula szerint:

jsin xdx = [—cos X];r =—cosm—(—c0s0)=1+1=2.

0
(Elég meglep6 eredmény!)

) Oldjuk meg! ,

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralok értékét (amennyiben az integralok léteznek)!

n 1 4 Xz _ 1
@jmww mjﬁw @}——w
o 0 5 X+1
2. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralok értékét (amennyiben az integralok 1éteznek)!
% T 1 2 .3
a) fcos xdx b) _[cos xdx ) J 2x°dx d) j X+l dx
0 T -1 0 X+1
2
3. Legyen

f(x)— 1 hax=z0,
|2, hax=0.

1
Igazoljuk, hogy f integralhaté a [-11] intervallumon, és szémitsuk ki J f (x)dx értékét!
|

RORANatarozottantegrallesamuyaletek |

Most megvizsgaljuk, hogy integralhaté fiiggvényekre alkalmazva bizonyos miiveleteket, hogyan
szamolhato ki az integral értéke. El6szor az integraldsi hatarokra vonatkozo néhany megjegyzés
kovetkezik.
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Ha a<b<c, és fintegrélhat6 az [a,b] és a [b,c] intervallumokon, ak- :
i kor fintegralhat6 az [a,c]-n s, és :

Jf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dx.

S
.....................................................................................................................................

A tétel bizonyitasat melldzziik. A kovetkezd tételek a szamolasokban tudnak hasznos segitséget
nyujtani. (A bizonyitasokat elhagyjuk.)

................................................................................................................................

Ha f integralhat6 az [a,b] intervallumban és ce R, akkor cf is integral- :
i hato, és :
B b b
jcf (x)dxch' f (x)dx
Ha f és g integrélhaté az [a,b] intervallumban, akkor f +g is integral- :
i hato ott, és E
: b b b
I( f (x)+g(x))dx=‘|.f (x)dx+Jg(x)dx
Ha f és g integralhat6 az [a,b] intervallumban és f {x)=>y(x) minden
x€ [a,b] -re, akkor :
b b
[T (x)ax= [g(x)dx
D, Oldjuk meg! ,
3 2 & 1
1.a) [(x* —sinx+2)dx=" b) [ (x*—|x|)dx=2 c) J(3X2——2+\/M)dxz?
X
..000... 1 =3 -1
.'. 364 .'.
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d) j(x—4)(3x+1)dx=? e) Tzi;ldx:? f) j%dx:?

X, ha x<0,

3
2. Legyen f(x)=4sinX, ha0<x<%. Szamitsuk ki: J'f(x)dx:?
-1

Ex, ha = <x.
LT 2

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
774-778. feladatok

RisANhatarozottantegralalkalmazasan

21.1. Teriiletszdmitas

Konyviink teriiletszamitassal foglalkozo részében szé volt arrél, mikor mondjuk, hogy egy sikidom-
nak van teriilete. Idézziik ezt most fel! Tételezziik fel, hogy a sikidom korlatos, tehat lefedhetd
pl. egy négyzettel. Tekintsiik a sikidomon beliilre irt dsszes sokszoget! Ezeknek 1étezik teriilete, a
mérészamok {t,,t,.t,,...} halmaza pedig feliilré] korlatos, hiszen a sikidomot fedé négyzet teriilete
nyilvanvaloan felso korlat. Tekintsiik a sikidomon kiviilre irt sokszogeket, ezeknek 1étezik teriilete,
és a mérészamok {Tl,TZ .15, } halmaza alulrél korlatos, hiszen barmely beliilre irt sokszog teriilete
als6 korlat. Axidma rogziti (teljességi axioma, a szamok valosak), hogy feliilrél korlatos nemiires
szamhalmaznak van legkisebb fels6 korlatja. Ugyancsak érvényes, hogy alulrél korlatos nemiires
szamhalmaznak létezik legnagyobb also korlatja. Akkor mondjuk, hogy a sikidomnak van teriilete,
haa {tt,,t,,...} halmaz t legkisebb felsd korlatja egyenlé a {T,,T,,T,,...} halmaz T legnagyobb alsé

korlatjaval. A sikidom teriiletének mérészama ekkora t =T szam.

Tegyiik fel, hogy az [a,b] intervallumban az f fiiggvény
folytonos, tovabba f (x)>0. Most azt kérdezziik, hogy mek- Yy
kora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az f fliggvény gra-
fikonja, az X tengely, valamint az X = a, illetve x =b egyenesek
hatarolnak. Az f mtegralhato az [a,b]-n, ezért mivel

jf( dx<t<T < T

a

igy

b
t=T=_[f(x)dx. a b x
| 21.1. &bra Also és felsd osszegek

A grafikon alatti teriilet ebben az esetben tehat azonosithat6
a hatarozott integral értékével.
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Analizis

I pdldu Hatarozzuk meg az f (x)=sin” x fiiggvény grafikonja alatti teriiletet a
[0,7] intervallumon! E

A hatarozatlan integrallal foglalkozé rész 4. d) példaja szerint
_[sinz xdx = l—lsin 2X+C.
2 4

A Newton—Leibniz-formula miatt:

J‘sinzxdx=[5—lsin2xj| =
) 2 4 2

0

21.2. dbraTeriilet | x
A sikidom terilete tehat 5 tertiletegység.

Nagyon gyakran van arra sziikség, hogy kiszamitsuk két fiiggvény grafikonja k6zé esé sikidom
teruletét.

Tegyiik fel, hogy az f és g fiiggvények folytonosak az [a,b] intervallum-
ban, tovabba f (X) >y (x), ha a < x<b. Ekkor a két grafikon, valamint az x = a, illetve :
x =b egyenesek altal hatarolt sikidom terlilete: ;

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

(A képlet akkor is érvényes, ha valamelyik, vagy akar mindkét egyenes helyett x =a, illetve
X =b a két grafikon k6z6s pontjanak elsé koordinataja, tehat a grafikonok akar ,,teljesen kor-
beveszik™ a sikidomot.)

Bizonyitas:

Toljuk el az y tengellyel parhuzamosan mindkét grafikont ugy, hogy az [a,b] intervallumon
g(x) =0 teljesiiljon. Az eltolés a sikidom teriiletét nem valtoztatja meg. Ha ¢ > 0-val emeltiik meg
a graﬁkonokat akkor a keresett teriilet:

b
J(f( )+c)dx— f )+c)dx = f )+c—g(x)-c)dx=[(f(x)-g(x))dx.
Ezt akartuk igazolni.

y yA . .
‘ | L =00

P oy=f(x)

— a :b

X X I E X
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@ 2, udlda Legyen fés g is a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvény:

1L  hax<-1
f(x)=42x+1, ha —1<x<0 és y(x)=x*-2.
L hax>0

a) Abrazolja ugyanabban a derékszogii koordinata-rendszerben mindkét fiiggvény grafi-
konjat! Adja meg az f (x)=y(x) egyenlet valos megoldasait! :
b) Szamitsa ki a két fiiggvény grafikonja altal kozrefogott zart sikidom teriiletét!

Megoldas:
a) A fiiggvények grafikonjai:
Ha x<-1, akkoraz f(x)=g(x) egyenlet:
-1=x"-2, y=g(x) 2
1=x* o -1=x y=1(x)
Ha —-1< x <0, akkor ] /

2x+1=x*-2, ‘ L
X
0=x*-2x-3, V.
ennek az adott intervallumon nincs megoldasa.
Ha x >0, akkor
1=x*-2,
3-% o \/g —x ’ 21.4. dbra A két ﬁiggvégy
grafikonja

Az egyenlet megoldéasai tehat x =—1ésx = NEY
b) A kdzrefogott tertlet a tétel alapjan:

N 0 NG
_Il(f (X)—g(X))dX=_I1(f(X)—g(X))dH!(f (x)=g(x))dx.

Akét részt kilon-kiilon szamoljuk ki. A [-1;0] intervallumon:

j.(f (X)_Q(X))dXZj-(2x+1—x2+2)dxz

-1

0
:j(—x2+2x+3)dX=|:—X—3+x2+3x] 3
3 L3

-1

A [O;\/g ] intervallumon:

A

3
X _ 21.5. dbra A grafikonok 4ltal
.I - +3)dx = [ 3" 3X:| =243, \— korbezart terilet
o

A keresett terllet ezért §+ 23 = 5,13 teriiletegység.

o3
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Analizis

21.2. A kdr teriilete (Olvasmaéany)

Mar altalanos iskolaban tanitottédk, hogy az r sugard Kor teriilete 7r?. Ennek az igazolasa azonban
nem egyszer feladat.

Tekintsiik az x* +y® = r® egyenletii kort! Elegendd az elsé
siknegyedbe esd részének a teriiletét kiszamolnunk, hiszen a kor
terulete ennek a 4-szerese. A feladat az

‘r[\/r2 —x2dx
0

integral kiszamitasa.

Az Osszetett fliggvény differencidlasi szabalya, valamint a
Newton—Leibniz-formula segitségével igazolhat6 az alabbi tétel:
(b

a(b) )
J fosc= om0

Itt f folytonos a [ g(a),g(b)] intervallumon, g differencialhat6, 9" pedig folytonos az [a,b]

21.6. dbra Akor teriilete |

intervallumon. Legyen X =rcost (=g(t)), ahol Osts%. Ekkor /r’ —x =\/r2(1—coszt) =

=rsint és (rcost) =-rsint, igy az elébbi tétel miatt:
r . . ¢ 2 . r’e
erz —x’dx = jrsmt(—rsmt) dt = —r2j5|n2t dt = r2j5|n2t dt=—,
0 z z 0 4
2 2
felhasznalva az 1. példat. Ezzel a kor teriiletére vonatkozo eredmény adodik.

21.3. A forgdstestek térfogata

Yy Ha egy sikidomot egy tengely koriil megforgatunk, akkor un.
forgastestet kapunk. Célunk a forgastestek térfogatara vonatko-
26 képlet megtalalasa.

Tegyiik fel, hogy az [a,b] intervallumban az f fliiggvény
folytonos, tovabba f (x)=>0. Tekintsiik azt a sikidomot, ame-
lyet az f fliggvény grafikonja, az X tengely, valamint az X =a,
illetve x=b egyenesek hatarolnak. Forgassuk meg ezt az x
tengely koriil, ekkor egy forgastesthez jutunk. Vegyiik az [a,b]
intervallum valamely beosztasét, és legyen [ ,,X | az i-edik
21.7. dbra Forgastest térfogata | részintervallum. A folotte 16vé m, magassaga belulre irt téglalap
megforgatasaval a testen beliilre irt m, sugara, X, —X,_, magassagu korhengert kapunk. Hasonl6
modon adodik a testen kiviilre irt M, sugart és x, —x,_, magassagu korhenger. A belilre irt hengerek
térfogatainak dsszege:

m? (X =Xy ) +7ms (X, =X ) +...+xm’ (X, =X, ;).
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A kiviilre irt hengerek térfogatainak dsszege:
AMZ (% =X )+7MS (X, =X )+ TMZ (X, =X, 4 ).
Ezek az [a,b] intervallumon a « f? fiiggvényhez tartozo als, illetve felsd dsszegek! Mivel f

folytonos, ezért « f 2 is az, kovetkezésképpen integralhaté. Mint tudjuk, ez azt jelenti, hogy egyetlen
y Pp g

b
olyan szam van, amely barmely also és felsd dsszeg kozé esik: ji‘[ f2(x)dx. Aforgastest térfogatara
vonatkozo képlet tehat: a

Bizonyitas:

Tekintsiik az f:[-r,r] >R, f (x)=+r*—x* fiiggvényt! En-
nek a grafikonja az origd kdzéppontt, r sugart félkor. Ha a gra-
fikon és az x tengely altal hatarolt félkdrlapot megforgatjuk az
x tengely koriil, akkor egy origd kézéppontu, r sugard gombot
kapunk. Alkalmazva a forgastestek térfogatara vonatkozo ered-
ményt:

Vismn =nj(dr2 -x? )2 dx=7rj‘(r2 —xz)dx=n[r2x—%}}i =

; 5 ) 4’
=7m|r —?+r —? =T. 21.8. dbra A gémb térfogata

Ezt akartuk igazolni.

R, Oldjuk meg! I
1. Mekkora teriilet(i sikidomot fog kozre az f(x) =x* -5 ésa g(x) =—x*+4x+1 fliggvény gra-
fikonja?

2. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az y =2—Xx—x° egyenletii parabola és a ten-
gelypontjan athalado, 2 iranytangenst egyenes fog kozre?

3. Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amelyet az y = X’ +8 egyenletii gérbe és a két ko-
ordinatatengely altal hatérolt sikidom x tengely koriili forgatasaval kapunk?
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Analizis

4. Tekintsiik az y = x* parabola (0;0), illetve (d;dz) pontja altal kijel5lt szel6t (a > 0)! Huzzunk
a szeldvel parhuzamos érint6t a parabolahoz! Mutassuk meg, hogy a parabolaszelet teriilete

g—szorosa a szeldévégpontok, valamint az érintési pont altal kijelolt haromszog teriiletének!

(Arkhimédész)

Tovabbi feladatok:
Ruff Janos — Schultz Janos: Erettségi feladatgyiijtemény matematikabdl 11-12. Maxim Konyvkiado.:
779-784. feladatok

RabizikanalkalmazasokiKiegeszitolecke)

22.1. Azt

Eddigi ismereteink birtokaban (legalabbis egyenes vonalii mozgas esetén) igazolni tudjuk azt az
allitast, hogy a megtett ut a sebesség—ido grafikon alatti teriilettel egyenld. Tekintsiink egy tomeg-
pontot, amelynek a sebességét a [t;,t,] idéintervallumban a
v =V(t) sebesség—id6 fliggvény irja le. Természetesnek érez-
ziik, hogy a fiiggvény folytonos. Mivel v(t)=s'(t), ezért a
Newton—Leibniz-formula szerint:

v

..............................................................................

[j"(‘)dt =[s(@®] =s(t.)-s(t)=s.

-----------------------------------------------------------------------------------

4

221.abraAzit | Ateriilet értelmezésérél mondottak miatt készen vagyunk.

22.2. A munka

Tételezziik fel, hogy egy tomegpontra hatd erd hatasara az el-
mozdul, és egy egyenes mentén mozog. (Az egyszerliség ked-
véért legyen ez az x tengely. Ekkor az elmozdulds nagysaga
megegyezik a megtett uttal.) Legyen F az erének az elmozdulas
iranyaba esé komponense. A fizikaban alapvetd kérdés az, hogy
mekkora munkat végez az F er6 a testen adott S iton?
Ha F allando, akkor definicio szerint a munka:
s, X W=F-s.

S

1

222.dbraAmunka |
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Ha nem allando, akkor kis részekre bontva fel az utat, az egy-egy szakaszhoz tartozo un. elemi
munkak 0sszegzésével kapjuk a munkat. Az elemi munka becsiilhetd:
m (% =X ) SW, <M, (X% —X,),
ezért

imi (Xi _Xi—l)SW SiMi (Xi _Xi—l)'

Ha az F folytonos fiiggvénye az x-nek, akkor a hatarozott integralrol tudottak miatt:

................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

.pdlda Egytestsebessége amegfigyelés kezdete Otaelteltidétéla v = 2 cos (107t)
i fuggveény szerint valtozik. Mekkora utat tesz meg t = 0,05 méasodperc alatt?

Megoldas:
A Newton—Leibniz-formulat alkalmazva:
0,05 2 0,05 5
s= J 2cos(107rt)dt=[—sin(107rt)] ===159m.
° 107 o T

2, vilda Mekkora munkat kell végezni az m tomegli testen, amig az M tomegii
testt6l mért a tavolsagrol b tavolsagba (& <b) visszik allando sebességgel? (Feltehetjiik,
hogy a testek pontszertiek.) :

Megoldas:
Az in. gravitacios erdtorvény szerint az M tomegl ponttol X tavolsagra 1évé m tomegii testre hato

gravitacios eré nagysaga: F(x)=y——, ahol y azn. graviticios allando. Ezzel az erével mind-
X

végig egyenld nagysagu (csak ellentétes iranyu) erével kell az m toémegi testet mozgatnunk. A vég-
zett munka:

b
W=_[;/

a

mM ®1 17 11
dX=ymM | =dx=ymM|-=| =ymM| =-=|.
x £X2 4 [ x]a 4 (a b)

52\
&

Szamos tovabbi példat is hozhatnank (rezgémozgas, potencialis energia, mozgasi energia stb.),
ezekkel a fizikatanulmanyok soran ismerkedhetiink meg.

.. ..
. 371 1
o
° (

L) q

.. ..
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Analizis

®00cccccccccccccccccccscoe ©0000000000000000000000000000000000000000000

3 Keterdekesalkalmazas(Olvasmany) [

@ . pdlda Igazoljuk, hogy létezik olyan pozitiv egész N szam, amelyre
’ 2010 <1+—— <2011. :

Nokerpe

Megoldas:

. 1 . .
Tekintsiik az y = N egyenletii fliggvénygrafikont az [1;n] intervallumon! Ha az [1;n] interval-
X
lumot n—1 egyenld részre bontjuk, akkor a grafikon alatti teriiletre a beliilre, illetve a kiviilre irt
téglalapok segitségével adc')dnak a kévetkezé becslések:

\/_ \/_ \/_<1+J'\/_dx 2Jn-1,

1 n+l

l+T+\f \/,>J—dx 2Jn+1-2.

valamint

Ezekbdl adodik, hogy

2Jn+1- 2<1+\/_+T+ +\/_<2f 1.

Konnyii latni, hogy n=1006 valasztassal teljesiil a feladatban szereplé egyenlétlenség.
©o1
(Felhasznaltuk, hogy (2vX | =—,
B3 =5

@ 2. paldy Legyen

11 1
¢, =l+—+—+..+——Inn.
2 n

Igazoljuk, hogy 0< ¢, <1 minden pozitiv egész n esetén!

valamint a Newton—Leibniz-formulat.)

Megoldas:
Tekintsiik az y -1 egyenletii fiiggvénygrafikont az [1;n] intervallumon! Ha az [1;n] interval-
X

lumot n—1 egyenl6 részre bontjuk, akkor a grafikon alatti teriiletre a beliilre, illetve a kiviilre irt
téglalapok segitségével adodnak a kovetkezo becslések:

n
1+1+...+1 £1+J1dx=1+ln n,
2 n 1 X

valamint
n+1
1+l 4ty jldx=ln(n+1)>lnn.
2 n <X

Ezekbdl az allitas leolvashato.

| (Felhasznaltuk, hogy (In X)’ = 1, valamint a Newton—Leibniz-formulat.)
L) [ ) X

o L)
; 372 1%
L[]
) L
] L
... ...
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- g I
1. Halmazok szamossaga

A 9. osztalyban megismerkedtlnk a fiiggvény (leképezés) fo-
galmaval. A specialis fiiggvények koziil a kolecsonésen egy-
értelmii fiiggvény (injekciod) is szerepelt a kilencedikeseknek
irddott tankdnyvben.

/ Usiinicds Az f: A—B fiiggvény raképezés
~ (sziirjekcid), ha R, = B.

...................................................................................

Tehat egy fliggvény raképezés, ha képhalmaza és értékkészle-
1.1. abraInjekcio | teegyenld.

.................................................................................................................................

Dzfini<io Egy fiiggvény bijekcid, ha kolcsonosen egyértelmi és raképezés.

1.2. abra Bijekcio

S uildy  Dontsiik el, hogy a kovetkezé fiiggvények koziil melyik bijekcio, olyan
raképezés, amely nem bijekcid, olyan kdlcsondsen egyértelmil fliggvény, amely nem raké-
pezés és olyan fiiggvény, amely nem sziirjekcié és nem injekcid! ;

a) f: NoN, f(x)=[x’ b) g: R>R, g(x)z[x|
) h: N—{0,2,4,...2k,..}, ke N, h(x) = 2x
d 1 N—>Z', 1(x)=x+1 e) j: N>R, j(x)=3x+1
»'. 374 .'.
....‘ ‘....
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Megoldas:

a) Minden természetes szam egyenld az abszolut értékével, igy minden természetes szamhoz 6nma-
gat rendeljiik, ezért nyilvanvald, hogy f bijekcio.

b) Valos szamok abszolut értéke nemnegativ, igy g nem sziirjekcio. Barmely valos szamnak és ellen-
tettjének abszolut értéke egyenld, igy g nem injekcio.

¢) A h bijekcid, hiszen kiilonb6z6é természetes szamoknak a kétszeresiik is kiilonboz6, és minden
paros természetes szamot a feléhez rendeli a h fiiggvény.

d) Az i bijekcio.

e) A injekcid, de nem sziirjekcio.

@ 2.p3lda Lehet-e A— B bijekciot megadni az alabbi esetekben?
i a) A={makos tészta; paradicsomos Kaposzta; gyros}, B = {1;2;3} E
b) A = {Lenyyelorszag; Csehorszag, Ukrajna; Romania}, B = {Varso; Budapest}
¢) A=N, B=Z"
d) A={eyy eyyenes pontjai}, B=R
e) A={egy sik pontjai}, B =RXxR (arendezett valés szimparok halmaza)
f) A=[0;2z[, B ={egy kor pontjai}

Megoldas:
a) A kovetkez6 hozzarendelés A—B bijekcio:
makos tészta 1
paradicsomos kaposzta > 2
gyros 3. 4
b) A—B bijekcié nem létezik. Barmelyik varost is rendeljiik
Lengyelorszaghoz és Csehorszaghoz, Ukrajndhoz, Romaniahoz g

i y /

Sl

mar nem lehet rendelni semmit.
¢) Az el8z6 példa i fiiggvénye A— B bijekcio.
Ll 13 abraGyros

d) Vegyiik észre, hogy a valos szamok szamegyenesen valo ab-
razolasa A—B bijekcio!

e) A sik pontjainak koordinatazasa A—B bijekcio.

f) Legyen a kor kozéppontja O, egy adott pontja Q! Barmely
xe [0;27[-re x> P(x) ugy, hogy P(x) azon pontja a kor-
nek, melyre P(x)OQZ=x. Minden [0;2x[-beli x szdmhoz
rendeltiink egy koron levd pontot. (Azt, amelynek az irdnyszoge
x.) Kiilonbdzé [0; 27[-beli elemekhez kiilsnbdz8 pontokat ren-
deltiink. Minden kérre illeszkedd pontot rendeltiik egy [0; 27|
-beli szamhoz (az iranyszogéhez). Ebbol kovetkezéen a most
megadott fliggvény 4— B bijekcio.

\

L 1.4 abraZaszlok

MatEm_Book.indb 375 2012.07.05. 12:38:55




MatEm_Book.indb 376

Vegyiik észre, hogy vannak olyan halmazparok, melyek ko-
zo6tt megadhato bijekcio, és vannak olyanok is, amelyek kozott
nem.

Ha létezik A— B bijekcio, azt igy jelolhetjik: A 22 B. Ha
az A és B halmaz kozott nem adhatd meg bijekeio, azt igy je-
l6ljuk: A ﬁ B. (Megjegyezziik, hogy ezek a jelolések nem
altalanosan elfogadottak, csak itt hasznaljuk dket.)

A korabbi ismereteink alapjan azt is mondhatnank, hogy a
Z2 egy halmazok kozotti relacié (mint példaul az egész szamok
halmazan az oszthatdsag vagy a sikbeli ponthalmazok halmazan
az egybevagosag). Ezt nem tehetjiik, mert a relaciok csak egy
halmaz elemei kozott értelmezettek, ahhoz, hogy 22 relacio
legyen, ahhoz az ,,0sszes halmazok halmazanak” kéteznie kéne,
1.5. abra Bertrand Russel de ez nincs igy. Aki err6l a témarol bévebbet szeretne megtudni,
(1872-1970) nézze meg a kovetkezé weboldalt: http:/hu.wikipedia.org/wiki/

Russell-paradoxon.

A 2 tulajdonsagairol szol a kovetkez6 tétel:

................................................................................................................................

~ Tétel| Ha A, B és C tetsz6leges halmazok, akkor
i A2 A (.reflexivitas”).
i HaA 2 B, akkor B 2 A (,,szimmetrikussag”).
i HaA 2 BésB 2 C, akkor A 2 C (,tranzitivitas”).

.....................................................................................................................................

(A zardjelekben levo kifejezéseket azért tettiik idézdjelbe, mert azok relaciotulajdonsagok, és —
mint mar emlitettik —a & nem relacio.)

Bizonyitas:
a) Ha az A minden eleméhez 6nmagat rendeljiik, akkor ez a fiiggvény nyilvanvaldan bijekcio.

b) Mivel A 2 B, létezik f* 4—B bijekcio. Ennek a fiiggvénynek az inverze f ™' nyilvanvaléan B—4
bijekcio, igy az allitast bebizonyitottuk. (Az inverz fiiggvény fogalma a 9. osztalybol mar ismert.)

c)Mivel A 2 BésB & C, léteznek /- A—B és g: B—C bijekciok. Tekintsiik a kovetkez6 hoz-
zarendelési szaballyal megadott, az A halmazon értelmezett h fiiggvényt: h(x)=g( f(x)) (6sz-

szetett fiiggvény). Barmely xe A-ra f (x)e B, ebbdl kévetkezden h(x)=g( f(x))e C, azaz
a h értékkészlete, R, c C.

Ha xeA x,e A és x #X, akkor f(x)#f(x,), hiszen f bijekcio. Ekkor
g(f(x))=g(f(x,)), hiszen g bijekcié. Kaptuk, hogy h(x)#h(x,), azaz h kélcsondsen

egyértelmii fiiggvény.
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Legyen z tetszbleges eleme a C halmaznak! Mivel g bijekcio, 1étezik olyan t eleme a B halmaz-
nak, melyre z = g(t). Mivel f bijekcid, 1étezik olyan r eleme az A halmaznak, melyre t = f (r),
azaz z=g(t)=g(f(r))=h(r). Kaptuk, hogy a h raképezés.

Bebizonyitottuk, hogy 4: A—C kolcsondsen egyértelmii raképezés, tehat bijekcio, azaz A =2 C.

Megjegyzés:

Az a relacid, amely reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, ekvivalenciarelaci6. Ezért aztan az

A 22 B-tszokés —nem teljesen precizen — ugy mondani, hogy ,,A ekvivalens B”. A korabbi példaink

alapjan:

a) N={0,2,4,...,2k,..},ke N

by N=Z*

¢) {mékos tészta, paradicsomos kéaposzta, gyros} =2 {1, 2,3}

d) {Lengyelorszag, Csehorszag, Ukrajna, Romania} /ﬁ/ {Var-
s0, Budapest}

e) {egy egyenes pontjai} = R

f) {egy sik pontjai} =2 RxR

9) [0;27[ == {egy kor pontjai}

@ 3. wpdldn Dontsiik el, hogy az alabbi halmazparok kozott 1étezik-e bijekcio!
a) N és Z :
b) Z* és Q*
c) [0;1] és [a;b[, ahol a<b, aés b tetszéleges valds szamok
d) [0;1] és ]0,1[
e) Z" és Q
f) {egy nyitott félegyenes pontjai} és ]0,1[
9) [0;1[ és R™ U {0}
h) 10,1 és R

Megoldas:
a) Legyen f: N — Z fiiggvény hozzarendelési szabalya a kovetkezo:

ha x =2k, ahol k természetes szam, akkor f (x)= g;

ha x =2k +1, ahol k természetes szam, akkor f (x)= —X—+1.

2
Az igy megadott f fiiggvény bijekcio, azaz N &= Z.
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Ennek segitségével adunk meg egy f: Z" — Q" fiiggvényt:

1»—>}:1 2|—>l 3»—)2:2 4»—>§:3 5|—>1
1 2 1 1 3

(A % =1 kimaradt, mert korabban mar szerepelt.)

1

6> — 7»—>E &= > !
4 3

0424 105225 11
1 1 5

N | W

(A g =2, a % =1ésa % = % kimaradtak, mert mar korabban szerepeltek.)

12 % Es igy tovabb...
Konnyen belathato, hogy f bijekcid, azaz Z" = Q".

c) Legyen f a [0;1]-en értelmezett f (x)=(b—a)x+a hozza-
rendelési szaballyal megadott (linearis) fiiggvény! A kilencedi-
kes fliggvénytani ismereteinkbdl tudjuk, az ilyen fiiggvény kol-

csdndsen egyértelml, értékkészlete [a;b[. Ebbl kovetkezden:
[0;1] = [a;b[ (1.7. dbra)

>

d) Legyen fa [0;1]-en értelmezett fiiggvény a kovetkezd hozzé-

rendelési szaballyal megadva: 0+ % ,

1 . 1
ha X=—" ahol ne Z*, akkor f(x)=m. | 1.7.4bra [0;1] & [a;b[ bijekcio

ha x;ti, ahol ne Z*, akkor f(x)=x.
n+1

Ezzel a hozzérendeléssel a { ;l;l;...;i;...} ésa {1;3;1;...;L;...} halmazokat kdlcsondsen
23 n+l 234 n+2
egyértelmi modon megfeleltettik egymasnak. A fennmaradd elemek 6nmaguknak felelnek meg,

igy [0;1] = Jo;1].

e) A b) pontban megadtunk egy g: Z" — Q" bijekcidt. Legyen az f a Z"-n értelmezett fliggvény a
kovetkezé hozzarendelési szaballyal értelmezve: 1+ 0,
ha x =2k, ahol k pozitiv egész szam, akkor

X
f(x)= — X
(x) g( 2)
ha x =2k +1, ahol k pozitiv egész szam, akkor
x-1

Megmutathato, hogy f: Z" — Q bijekeid, igy Z" = Q.

f) Tekintsiik meg az 1.8. abrat!

A ]0;=AB és a C kezdéponta ¢ nyilt félegyenes kozot-
ti bijekciot V pontbol torténd vetités adja. EbbSl kovetkezéen L 1.8.4abra 0;1 = ¢ bijekcié
o =c
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=7\ P
4 z$almaznk es logika

¢) Koordinata-geometriai tanulméanyainkbol tudjuk, hogy R" &= {egy nyitott félegyenes pontjai}.
Az f) és a ,tranzitivits” miatt R* &= ]0;1[. Ha a 0-nak énmagat feleltetjiik meg, akkor bijekciot

adtunk meg [0;1] és R* U{0} kozott, azaz [0;1] = R* U{0}.

h) A ¢) pont szerint: [0;1] &= [% ;J.[, a g)-b8l kdvetkezden [0;1 = R* U{0}. Alkalmazva a ,tran-
zitiv” tulajdonsagot, [%;1[ = R"U{0}, azaz létezik g: l:% ;J.|: = R" U{0} bijekeio:
Legyen h: ]O;%l:h(x) =2x fiiggvény. Megmutathat6, hogy ez ]0;%[ — 0,1 bijekeio. A )-bél

o . 1 .
kovetkezéen Q™ = ]O;l[, a tranzitivitas miatt :|O; E[ =2 Q. Ebbol mar kovetkezik az allitas.

Az eddigiek alapjan:
A Z'2N2Z=2Q' 2021{0,2,4,...,2k,..}, ke N

b) 10;1] = [0;1] = [a;b[ = {nyilt félegyenes pontjai} = R* U{0} = R = {egy kor pontjai}
c) {egy sik pontjai} = RxR

Lathato, hogy van olyan halmaz, amely és egy valodi részhalma-
za kozott bijekcid adhatdo meg. Példaul: Z* <N és Z* 2 N,
Vannak olyan halmazok is, amelyek és barmelyik valodi rész-
halmazuk kozott nem hozhato 1étre bijekcio.

Dafinieio Az A halmaz végtelen, ha van olyan B
+ valodi részhalmaza, melyre A 2 B. :

...................................................................................

1.9.4braVégtelen |

.................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

Véges halmaz és egyetlen valodi részhalmaza kdzott nem adha-
t6 meg bijekcio.

Az eddig szerepl6 halmazok koziil végtelen halmazok példaul:
Z', N, Z, Q, {0,2,4,...,2k,..}, ke N, |0;1, [0;1], [a;b[,
{nyilt félegyenes pontjai}, R*U{0}, R, {egy kor pontjai}.

Felvetddhet a kérdés, hogy az el6zéekben az a) pontban fel-
sorolt halmazok valamelyike és a b) pontban szerepld halmazok
valamelyike kdz6tt megadhatd-e bijekcio.

Tegyiik fel, hogy Z* = [0;1]! Ekkor létezik f: Z* —[0;1]

1.10. dbra Véges vagy végtelen? | bijekcio. Ennek hozzarendelesi szabalya:
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1>y, =0,a,8,a;..8,..
2 Y, =0,a,8,,a,..8,,..

3 Y5 =0,858,8;..85,..

n—vy,=0a,a,3;.a,..

A bal oldalon a pozitiv egész szamok, a jobb oldalon az f altal a [0;1[-b6l hozzajuk rendelt sza-
mok tizedes tort alakja szerepel (a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,}). A véges tizedes tortek két alakban is
megadhatok, példaul 0,13 = 0,1300...= 0,130 = 0,1299... = 0,129. Allapodjunk meg abban, hogy az
ilyen szamokat az elsé forméaban (a 0 szakasszal) szerepeltetjiik!

Tekintettel arra, hogy f bijekeid, a fiiggvényértékek kozdtt a [0;1] Gsszes eleme megjelenik.

Legyen most y =0,bb,b,...b,... gy, hogy b, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, és
b #a,ésh #9
b, #a,, ésh, #9
b, #a,, ésh, #9

b,#a, ésh, #9

(A masodik feltétel azért sziikséges, hogy az y tizedes tort alakja ne tartalmazzon 9 szakaszt.)

y #Y,, hiszenb #a,,
y#Y,,hiszen b, #a,,
y #Y,, hiszen b, #a,,,

y#Y,,hiszenb, #a,,

ugyanakkor ye [0;1. Megadtunk egy olyan elemet a [0;1{-ban amelyet az f bijekci6 egyik pozitiv
egész szamhoz sem rendelt hozza, ez pedig ellentmondas.

Indirekt médszerrel bebizonyitottuk a kovetkezo tételt:

Az alkalmazott bizonyitasi modot Cantor-féle atlds modszernek
hivjuk.

Vegyiik észre, hogy a tétel érdekessége az, hogy két végte-
len halmaz k&zo6tt nem mindig lehet megadni bijekciot.

Legyen tetsz6leges halmaz Al Rendeljliink hozza egy szamos-
sagot! A |A]. Teljesiilion a kovetkezd feltétel: |A=|B| <

< Az B! (Két halmaz szamossaga akkor és csak akkor ’ 1.11. abra Georg Cantor
egyenld, ha létezik kozottiik bijekcio.) (1845-1918) L
... ...
. 381 4
o
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=0,
o)=L
Kol =2,
K0;13;2} =3,
1.12. dbra A ,harom” kialakuldsa | K0;,2;...;n}{=n+1,

Valészintileg ez jatszodhatott le az emberiség torténetének kezdetén, amikor az ember kdrnyezeté-
ben megjelentek véges halmazok, és absztrakcid soran koziiliikk az egyenld szamossagu halmazok-
hoz ugyanazt a természetes szamot rendelte.

Nyilvanvald, hogy barmely ne Z* esetében {0;1;2;...;n} ;ﬁZ*, igy a Z" szamossaga nem
természetes szam.

X 23273117 m00>327%

alef bet gimel dalet hé vau zajim chet tet jod kaf lamed
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30
mem nun szank ajim pe cade gof res szim tav

40 50 60 70 80 90 100 200 300 400

1.13. 4bra A héber abécé: a betiik szamokat is jeldlnek

Legyen |Z*| = X, (r-alef null”). (A héber abécé elsd betiije az alef.) Az &, neve: megszamlalha-
toan végtelen szamossag.
A korabbiak alapjan megszamlalhatoan végtelen halmazok:

7',N,7,Q%, Q, {0,2,4,...,.2k,...}, ke N.
Ha egy halmaz véges vagy megszamlalhatdan végtelen, akkor megszamlalhaté halmaz.

Be lehet bizonyitani a kdvetkezot:

E tétel kovetkezményei példaul a 3. példa a) és d) részei.

Lattuk, hogy Z* ﬁ [0;1], ésaztis, hogy a [0;1] végtelen halmaz, igy a [0;1] szdmossaga nem
természetes szam és nem X,

Legyen [[0;1]| = x,. A neve kontinuum szamossag.

A korabbiak alapjan kontinuum szamossaga halmazok:

seotoe, 10:1[, [0;1], [a; b, {nyilt félegyenes pontjai}, R* U {0}, R, {egy kér pontjai}-.

..- ) ...
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Amint lattuk, minden halmazhoz hozzarendeltiink egy szamossagot. Azt gondolhatnank, hogy
figgvényt adtunk meg. A probléma a korabbi: az sszes halmaz nem eleme egy halmaznak, igy a
szamossag-,,fliggvénynek” nem lenne értelmezési tartomanya. Ezért inkabb szamossagoperaciorol

beszélunk.

Az emelt szintli érettségi tananyaga csak igen kis részét tar-
talmazza a szamossagok elméletének. A szamossagok kozott
miiveleteket (6sszeadas, szorzas €s hatvanyozas) szoktak értel-
mezni. Rendezést is lehet értelmezni kozottik, és be lehet bizo-
nyitani, hogy létezik minden szamossagnal nagyobb szamossag.
Ezeknek az ismereteknek részletes targyalasaval a fels6oktatas-
ban fogunk majd talalkozni.

1.14. &bra Az 6cean — véges

égtelen?
), Oldjuk meg! vagy vegtelen

1. Adjuk meg egy zart félkor pontjai halmazanak szdmossagat!

2. Adjuk mega Q"x Q" halmaz szamossagat!

3. Adjuk meg a (0;0),(0;1),(L1) és (1;0) pontok altal meghatarozott nyitott egységnégyzet pontja-
inak szamossagat!

4. Adjuk meg a legfeljebb 6todfoku, pozitiv egész egyiitthatds polinomok szamossagat!

5. Adjuk meg a sik pontjainak szdmossagat!

2. Matematikailogika

2.1. itéletkalkulus

Eddigi tanulmanyaink soran tobbszor el6fordult, hogy a valo életben tapasztaltak elvonatkoztatasa-
val matematikai modellt alkottunk, és e modell vizsgalata soran jutottunk el egy komoly matemati-
kai elmélethez (1asd Valosziniiség-szamitas).

Az emberi tevékenység megkonnyitése sok tudomanyag
kialakulasanak kiindulopontja volt. Miutan az ember fizikai
munkajat segitd eszkdzok mar létrejottek, fokozatosan keriilt az
érdeklddés kozéppontjaba az emberi gondolkodas. Ahhoz, hogy
ez matematikai modszerekkel vizsgalhatd legyen, sziikség volt
ezt leir6 matematikai modellek megalkotasara, melyek vizsga-
lata soran jott létre a matematika egy 0j aga, a matematikai
logika. A kovetkez6kben ennek legegyszeriibb gaba, az itélet-

kalkulusba pillantunk bele. 2.1. dbraRodin: Agondolkodo « jese.

o.. | ..o
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| gsalmaznk es logika
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Az emberi gondolkodas legegyszeriibb elemei az olyan ki-
jelentd mondatok, melyekrdl egyértelmiien eldontheték, hogy
igazak-e vagy hamisak. Példaul: Kék az ég. Zdld a fu.

lgy az itéletkalkulus alapfogalmai az itélet, a logikai ér-
tékek (i, h), és egy az itéletek halmazan értelmezett fiiggvény,
amelynek képhalmaza a logikai értékek halmaza. (Ez a fliggvény
minden itélethez egyértelmi moédon rendel egy logikai értéket.)

A korabban emlitett kijelent6 mondatokat tagaddszdval latjuk
el vagy kotdszavakkal kapcsoljuk ossze Sket. fgy jonnek létre a
logikai miiveletek, amelyeket igazsagtablazattal adunk meg. Az
2.2.abraKekég, zoldfi | igazsdgtiblazata benne szerepld itéletekhez rendelt igazsagértékek
ismeretében adja meg a miivelet eredményének igazsagértékét.

W A, Nem kék az ég.” mondat akkor és csak akkor igaz, ha a ,,Kék az ég.” mondat hamis.

@ DERNID] Negacio (tagadas: ,,nem A”):

A - A
i h
h i

.....................................................................................................................................

Konnyt végiggondolni, hogy egy itélet tagadasanak tagadasa az eredeti itélet. (Ezt szoktdk a
kettds tagadas torvényének nevezni.)

W A, Kékazég, és zold a fii.” mondat akkor és W A, Kék az ég vagy zold a fii.” mondat akkor

csak akkor igaz, haa,Kék az ég.” és a ,,Z0ld és csak akkor hamis, ha a ,,Kék az ég.” és a
a fii.” mondatok mindegyike igaz. ,,Z01d a fii.” mondatok mindegyike hamis.

/ Dafiniclo
onjukcié (,,A és B”):

.........................................................

ADETNE]
iszjunkcio (,,A vagy B”):

A B AAB A B AvB
i i i i i i
i h h . . i h i
h i h h i i
h h h h h h

..........................................................................................................................

W A ,Ha kék az ég, akkor zold a fii.” mondat W Az, Akkor és csak akkor kék az ég, ha zold

akkor és csak akkor hamis, ha a ,,Kék az ¢g.” a fii.” mondat akkor és csak akkor igaz, ha
mondat igaz ¢és a ,,Z06ld a fl.” mondat ha- a ,Kék az ég.” és a ,,Z6ld a fii.” mondatok
mis. mindegyike hamis, vagy mindegyike igaz.
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.............................................................

@ Dafinield
¢ Implikacié (,,ha A, akkor B”):

A—B

A B

i i i
i h h
h i i
h h i

o L pdlid
. d) (-A)AB

Megoldas:
a) A
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—-A

)

Dafinielo

........................................................

¢ Ekvivalencia (,,akkor és csak akkor A, :

ha B):
: A

A< B

.............................................................

Készitsiik el a kdvetkez6 dsszetett milveletek igazsagtablazatat!

- B

b) (—A)v (—B)
e) (-A)A(—B)

(=A)A(=B)

h
h
h

f)

A B

i i

i h

h i

h h

A B
i i
i h
h i
h h
A B
i i
i h
h i
h h

¢) ~(AvB)

—B

h
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Ha figyelmesen tanulmanyozzuk a b) és ), illetve c) és e) igaz-
sagtablazatokat, akkor két fontos megfigyelést is tehetiink, ame-
lyeket az itéletkalkulus De Morgan-azonossagainak hivnak.

Az implikacio igazsagtablazataval 9sszevetve az a)-t, azt is leol-
vashatjuk, hogy tetsz6leges A, illetve B itéletekre érvényes:

...............................................................................

A—B=(-A)vB.

....................................................................................

2, udldy Tekintsiik a kovetkezo itéleteket:

A =noszthato 5-tel. B = n oszthat6 3-mal. C = n oszthat6 15-tel.

i Fogalmazzuk meg a kovetkezd kijelentéseket szavakkal:

i aC—>A b Ce(AAB), ©o (AA-B)—>-C, d)-C—(-Av-B).

Megoldas:

a) Ha n oszthato 15-tel, akkor oszthato 5-tel.

b) Az n pontosan akkor oszthato 15-tel, ha oszthaté 5-tel és 3-mal is.

c¢) Ha n oszthat6 5-tel és nem oszthaté 3-mal, akkor nem oszthato 15-tel.

d) Ha n nem oszthat6 15-tel, akkor nem oszthatd 5-tel vagy nem oszthat6 3-mal.

@ SAPEIaH Tekintsiik a kovetkezo itéleteket:

: A= Esik az esé. B = Rossz a kedvem.
i Irjuk fel a —, A, v logikai miiveletek segitségével a kovetkezd kijelentéseket:
a) Nem esik az eso.
b) Esik az es6 és rossz a kedvem.
¢) Nem esik az es6, mégis rossz a kedvem.
d) Nem rossz a kedvem és nem esik az es6.
e) Esik az es6, mégsem rossz a kedvem.
f) Esik az es6 vagy rossz a kedvem.
g) Nem esik az es6 vagy rossz a kedvem.

Megoldas:
a) —=A, b) AAB, ¢) (—=A)AB, d) (=B)A(—A), €) Ar(=B), f) AvB, g) (-A)vB.

.. ..
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2.2, Halmazmiiveletek és logikai miiveletek kapcsolata

Ha felidézziik 9. osztalyos tanulmanyainkbol a halmazok kozott értelmezett miiveleteket, illetve e
miveletek tulajdonsagait (lasd a 9. osztalyos tankonyvben), akkor szamos hasonlosagot fedezhe-
tiink fel az itéletkalkulusban latott logikai miiveletekkel. Ezek koziil a fontosabbak a kovetkezok:

komplementerképzés < negacio
metszetképzés < konjunkcio
unioképzés < diszjunkcid
De Morgan-azonossagok

Az itéletkalkulus a matematikai logika egyik aga. Ez a matematikai tudomanyég foglalkozik
példéaul a matematikaban alkalmazhato bizonyitasi modszerekkel, a matematikai tételekben szerepld
sziikséges és elégséges feltételekkel, és a ,,1étezik™ és a ,,barmely” kvantorokat tartalmazé allitasok-
kal is. Ezekkel a témakkal a korabbi matematikatanulmanyaink soran mar talalkoztunk.

) Oldjuk meg!

1. A konjunkci6 és a diszjunkcio miivelete koziil melyik kommutativ, melyik asszociativ, és melyik
melyikre nézve disztributiv?

2. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, illetve B itéletekre: A<> B=(A— B)A(B — A).

lehet6 legegyszeriibben, majd fogalmazzuk meg a kapottakat szavakkal!

4. Konyviink utols6 feladatanak szerzdje Lewis Carroll (1832—1898) angol ird, matematikus, az
Alice Csodaorszagban cimii vilaghiri meseregény iroja.
Tekintstik az alabbi kijelentéseket:

1. Aki nem kotéltancos és zsemlét sem eszik, az oreg.

2. A szédiilés malacokkal tisztelettel bannak.

3. Okos léghajos eserny6t visz magaval.

4. Nem ebédelhet nyilvanos helyen, aki nevetségesen néz ki
és zsemlét eszik.

5. A fiatal 1éghajosok szédiilosek.

6. Aki nevetségesen néz ki és kovér, az ebédelhet nyilvanos
helyen, ha nem kdotéltancos.

7. Aki okos, az nem megy kotéltancosnak, ha szédiilds.

8. Egy malac eserny6vel nevetségesen néz ki.

9. Mindenki kovér, akivel tisztelettel bannak és nem kotél- 85

tancos. 2.4. &bra Nevetséges: malac
Kovetkezik-e mindebbdl, hogy okos, fiatal malac nem megy eserny6vel
1éghajoésnak?
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¢ Fuggelek

@ Eredmények

I. Hatvény, gybk, logaritmus

. A racionalis kitevés hatvany
. 58.
. 531433.
1
11
. Az els6 szam a nagyobb.
an
i
a2

w DO =

o o &

. Alogaritmus
1
12
0.
. A két szam egyenlo.
. 256.

432

.95,

O AWN P W

.a) x=1

.2,
. 47,25.

. Exponencialis és logaritmikus egyenletek,

egyenletrendszerek, egyenlétlenségek
1
b) x==.
) 2

c) Xx=4. d) x=4.
g) x=-16. f) x=09.

L) X =0=y =1 x,=-2=y,=-1

X, =l=y,=2 X,=-3=y,=-2.
b) x, =-3=vy,=9, x,=-4=1y, =10,
X, =5=y, =1

.a) 4<x<-1.

b) 3<x<z.
2

Il. Vektorok és trigonometria

1. Vektorok
1. 0.
a+b+c
3
3. -a.
aa+bb+cc
a+b+c

2.

2. A vektorok koordinatai

1.a) AB(-2;2).b) BD(2;-4).
¢) AC(-2;0).d) BC(0;-2).

2.a) SC(-1-1).b) BA(L-1).
¢) AC(-2;-1).d) BC(-L-2).
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. Szinusz és koszinusz

o5 ) varo
0 —“—(1—3]
T3 2 2
N
K -5;[‘7"5]

. @) sin1954° = 0,4384, cos1954° =~ —0,8988.

b) sin = ~0,1837, cos-- = 0,9830.
17 17
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c) Sin(—10°12') ~-0,1771,
cos(—10°12") = 0,9842.

d) sin1222,22° = 0,6126,
c0s1222,22° =~ —0,7904.

e) sin —7—ﬂ ~—0,9096,
11

cos —7—ﬂ ~-0,4154.
11

3. Ak tetszbleges egész szam.
a) —0,1674+ 2k, 3,3090+ 2kr.
b) Nincs ilyen valos szam.
c) 0,4478+2krm, 2,6938+ 2krn .

d) 0,1967 + 2kz, 2,9449+ 2kz.

e) —0,1498+ 2kr, 3,2914+ 2kr.
4.a) £1,7382 + 2kr.

b) Nincs ilyen valos szam.

¢) 11230+ 2kz. d) £1,3741+ 2k.

e) £1,7206+ 2krx.

4. Tangens és kotangens
1. a) tg1954° = —0,4877,
ctg1954° = —2,0503.

T T
b) tg-— = 0,1869, ctg-— = 5,3495.
) g17 g17

¢) tg(~10°12") =~ -0,1799,

ctg(~10°12") = -5,5578.
d) tg1222,22° ~-0,7751,
ctg1222,22° ~ —1,2901.

T
e) tg| —— [=2,1897,
) g( 11)

ctg (—E): 0,4567.
11
2.a) —0,1651+krx.
b) 0,8411+krx.
c) 0,4086+kr.
d) L5703 +kr.
e) —01481+Kkr.
3.a) —1,4056+kz. b) 0,7297 +kr.
¢) 1,1622+kr. d) 0,0005+kr.
e) —1,4227+kr.
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i

. A szinusztétel
. Nincs ilyen haromszog.
.y =175° a=26,6 egység, b=18,3 e,
c=281¢e.
.a=50,1°, y=710°, a=8,1e,b=91e.
. ]o,a—b].
2
. a=50,4°, y=70,6°, a=8,2 e, b=9,1e.
.o =52,5° B =127,5°, a=3,le., b=76,2e.
. a=50,9°, p=129,1°, a=18,3 e.
.a=1,8¢e, b=78ce, t=14,0 terulet-
egység.
. A vektorok skalaris szorzata
90°.
. A tetraéder lapjai egybevagd haromszogek.
. (3,9:9,2), (7.8;6,3).
. (8,-6), (-8;6).
20
-5
10,0°.
a8
2

7. A koszinusztétel

1. a, =36,9°, @, =19,4°, B, =90°,
B, =33,7°, y, =53,1°, v, =126,9°,
C, =4 egység, C, = 213 e.
2.40ec¢.
3. 14,3°
4. 14 e.
24139 2491 J76
5. a= e, b=—"r¢c,c=—c¢,
3 3 3
o =110,41°, f =~ 49,32°, y = 20,27°.
.'. 389 ."
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¢ Fuggelek

6.0,10h ¢és 0,51 h.
7.61°, 45°, 74°.
8. 114,5m.

8. Addicios tételek

. €=3,3egység, a =35,3°, B =105,8°,
y = 38,9°.

25

T

. Megszerkeszthetd.

. Az egyenl6 szartl haromszogeé.
. Nincs ilyen haromszog.

[—2\/1964554; 2\/1964554] .

[EE

n

o L AW

Wk 0|k

9. Trigonometrikus egyenletek,
egyenlétlenségek

1. a) x1=k27ﬂ, X, =(2k+1)7z, ke Z.
b) x, =1,93+2km, x, =-193+2kn, ke Z.
¢) x, =k, xm:i%ﬂm, ke Z.
d) x, =kz, x,=-L1l+kn, keZ.
e) X=%+k7‘[, keZ.

31z 2kr

<X<—/—+—,
36 3 36 3

b) 45°+k-90°<x<75°+k-90°, ke Z.

keZ.

c) %+2k7r<x<7r+2k7r, ke Z.

3. (L2kr), (-L(2k+Dr), keZ.

IIl. Nevezetes kbzepek és egyenlétienségek

1. Nevezetes kozepek és egyenldtlenségek

2. A =145dm? az élek hossza: 2,5 dm,

4. A, =32z dm?®. Az alapkdr atméréje
megegyezik a henger magassagaval (egyen-

2 dm és 0,5 dm. 16 oldalu henger).
IV. Koordindta-geometria
1. Mi a koordinata-geometria? 2. A sik egyeneseinek
0. koordinata-geometriai jellemzése
3 l.a M ﬂ;ﬂ . bo §;—E . ©)0.
2. T 1717 34" 34

b

et
N 7/
N N
Wik Wk
—_ —

0

S. Paralelogrammat.

6. RS EE ,ﬁ _2;_3 .
8 4 2
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S

2. Harmadolja.
3. Kb. 4,65 egység.

4. O E;—E .
34 34

5. a) Elvalasztja.

b) B(3,4;2,8), C(8,6,-2,8).
il
:
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3. A kor koordinata- geometriai jellemzése

149 Y 49Y _ 12505
lLa)|x——|+|y- =—.
68 68 2312
b) P(3,6,-12).
2. Hatvanyvonal: 7x—6y =44.
3. a) Nem kor.
b) (3;2), V13.
¢) (3;5), 24/497.

d) Nem kaor.
4.3) Xx+2y=22,18, x+2y=-0,18.

6. a) (2,7;9,0) és (16;—0,8).

7.

4.

b) (6;8) és (7;7).

Nincs ilyen pont.
A parabola koordinata-geometriai
jellemzése
17 , 39 43
107 100 5°
.a) L24x+2y=-7,71 és

—3,24x+2y =5,71.

b) 2x—y=-9,18, 2x—y=13,18. b) (=3;-2). c) 90°.

. g 129 7 11 37

5. Kor, a kézéppont: | ———;— , . —_= -7
9y ( 16 16) 3.a) 3x-2y = 2 b) 2x+3y = 3
a sugar: —9255. 6. Y=——X +5, (—2+2J§;2+2\/§),
128
(-2- 2f 2;2-22).
V. Kombinatorika és gréfok
1. A skatulyaelv 4. A binomialis tétel és a Pascal-haromszog
1. 34. 4. 52 500 000.
2. 25.
5. Igen. 5. A graf fogalma, fokszamtétel,
teljes graf, kormérkozések
3. A véges halmazok részhalmazai 4.a)Nincs. b) Van. c¢) Van. d) Nincs.
3. 66. 5. a) 12. b) 66.
4.190. 6. 18.
5. 126. 7. 4-szer.
6. 16.
7. 20. 6. Osszefiiggd graf, tt, kor, részgraf, fa
7. lgen.
VI. Valésziniiség-szdmitds és statisztika
2. Valo6sziniiség-szamitas 1 2 26
! 5 l
1.1-3 /< 0,21. T
90 30
5
.'. 391 .1
.... | -...
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253 1319 351
La) ==, b)) —/—=. o) —.
899 3596 3596
0 757 0 639
7192 28 768
863
" 46 656
219
" 280°

. 5.
. a) 1 b) é c) (E) i

6 216 6) 6

. A geometriai valosziniiségi mezo
.0

11

.%-

13

1 3
b) 0. =
) )7

. A feltételes valdsziniiség

3535
816 972
6371°

" 200 000°

b) =.

booplt
1 34

b) Lehel: B—S,Norbert: E, Robert: E
322 322 7
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W= o

. a)

>

. 2.
1

26 896177 b) 16194 277
27 000000 27 000 000
78
253"
1 1
.a) —. b) =.
) 3 ) 3
. Az események fliggetlensége
. a) Kb. 0,50001. b) Kb. 0,49999.
11.
0.

Kk 5-k
P = S E 1—E , ahol
k )\ 36 36
ke {0;1;2;3;4;5}.

1
324°

. Nem igaz.

3 5-k
p, = > 9 1—i , ahol
k | 625 625

ke {0,1,2;3;4;5}.

4 1 Kk 1 4-k
I e hol
i)
ke {0;1,2;3;4}.
1

2"

. Valosziniiségi valtozok, varhaté érték

35
TR
5
TS

3
2
3
>
07 470

66273 °
13768

99
4,
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7. A valosziniiségi valtozok szorasa 26839
J665 7. .
1. —. 9
18 8.2.
) 85/89
" 1602 8. Specialis valosziniiségi valtozok
3J403 1. M =265,0, D=10,9.
3. e 2. M =148,1, D=114.
3. M =51, D=22.
4, ¥ 4. M =620,9, D=17.6.
5. 1. 5.a)215,3. b)4,2. ¢) [203;228]. d) 270.
6. 1,76. 6.6,7.
7. 652.
8. [264;367].
Vil. Térgeometria
1. Bevezetés 2. Kb. 12,93 cm.
1. 20-at. 3. 11 cm.
2. a)45°, b) 60°. c) 60°.
4. 36,87°. 5. A teriilet és felszin kiszamitasa
7. lgen. 4. T =456 cm®.
5.a)2cm.
2. Alkalmazasok: mértani helyek, b) T =20 cm?.
a tetraéder néhany nevezetes pontja 6.31,25%-a.
3. A szakasz felezesi pontja koré irt, a szakasz 6, Egyéb sikidomok teriilete

hosszanak felével egyenld sugart gombfelii-
let pontjainak halmaza, a szakasz végpont-
jainak kivételével. A gomb neve: Thalesz-
goémb.

. A mértani testek
.24 cm.
70,53°.
8 cm.
. 60°, 40,9°.
.a) 573 cm.
c) 104,48°,
. Nem.
12. Ha n péros: n>6. Ha paratlan: n>9.

© N ownhw

b) 5v/5 cm.

©

4. Néhany tovabbi test
1. a) 60°. b) 38,94°.
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W N

w N~

. 24 egység.
. A szinezett teriiletek Gsszege nagyobb a szi-

nezetlen terliletek dsszegénél.

. A poliéderek felszine

A=1035 cm’.

. Kocka esetén lesz a testatlo a legkisebb.

A =260 cm?.
A=1385,1cm?.

. A=473,2 cm?.

. Néhany egyéb test felszine
. Kb. 9,73 cm.
. A=204,2 cm?, 45,24°.
.a) A=141,37 cm? 28,96°.
.'. 393 .1
.... | ....
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b) A=339,29 cm? 60°. 4.a) V =1944 cn?’. b) A=648/3 cm?
¢) A=201,06 cm?, 38,94°. 5.a) V =208 cm’. b) A=256cm’.
4. A=603,19 cm®.
11. Tovabbi testek térfogata
5. 49_”_520,-559. 1.a) Kb. 0,134 cm. b) Kb. 4,67-szeresére.
72 2.a) 7 cm. b) A=2247 cm’.
6. 3-szorosa. 3.a)5km.  b)V =50,27 km".
7.a) A= 3722;)” cm?, ¢) P =62,83 km®.
_ 3 ~ 2
b) A=1687 cm? 4.b)\£5~66m. ¢)P=67,5m"
A6 5.a) —.
8. A kockaé. ) 29
- 34 g 3
9. A testek térfogatanak kiszamitasa b) V; =520 cm” €s V, = 603,19 em’.
1.V =49392 cm’. 6. Belefér.
2. V =4536 cm’, 7.A % dm magassagu kérhengeré és
3. Kb. 64,14 cm. S
3 Voo =7 —= dm’.
4. Kb.9,33m". 353
5. A=202,6 cm®.
6. A maximalis térfogatu téglatest kocka. 12. Egymasba irt testek
V.. =30004/3 cm’, 1. a) 45,24°. b) V =100z cm’.
¢) P =657 cm?.
10. Néhéany egyezb test térfogata 2.a) A=360cm’. b) V = 400 cm’.
1.a) A=96cm".
5 c) Kb. 3,33 cm.
b) V=48 cnr’ 3.2) V =200 em’ b) Kb. 2,64
2. Kb. 3,86 . . a) Kb— i 04cm . ) . 2,64 cm.
3. a) 7141 500 tonna. ¢) Kb. 7,04 cm.
b) 3571. 4, a) Kb. 3,33 cm. b) Kb. 7,04 cm.
¢) 86945 m*. 5. a) Kocka. b) Kocka.
VIl Analizis
1. Analizis 5"-1
2. a, = .
4. Nem. 4
) 5 3. a) A sorozat feliilrél nem korlatos.
5. supA=3, inf A=—. b) A sorozat korlatos.
6. infB=0, supB=1. 4. Nem.
6. Igen.
2. A'szamsorozatok
3. A monoton sorozatok

3 3
1. a,<—, supa, =—.
2 2
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. a) A sorozat szigorian monoton csdkkend.

b) A sorozat szigorian monoton csdkkend.
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2. a) A sorozat monoton csokkengd.

b) Ha q =0, akkor a sorozat egyszerre mo-
noton noévekvo, illetve monoton csokke-
nb. Ha q>1, akkor a sorozat szigordan
monoton ndvekvd, ha pedig 0<q<l
akkor a sorozat szigorian monoton csok-
kené. Ha g <0, akkor se nem novekvo,
se nem csokkend.

4. A szdmsorozatok hatarértéke
1. Nem igaz, pl. a, =(-2)".
2. Legyen pl. az (a,) sorozat a kdvetkezo:

=a +L Ay, =b+ 1 A,y =
a3k+3 3k +3 > F3k+1 3k +1 > T3k+2
=Cc+ ,ahol k=0,12,....
3k+2
. 1
3. Nemigaz, pl. a, =—.
2 n
4.a) —.
) 3
b) 0.
¢) Nem korlatos, igy nem konvergens.
d) 2.
e) —1.
5. A hatarérték kiszamitasa
1
l.a) —-.
) 3
b) A sorozat a eo-be divergal.
¢) 0.
1
d) =.
) 5
e) L.

f) Tudjuk, hogy q" pontosan akkor korlatos,
ha |q|<1, igy csak ekkor lehet konver-
gens. Ha g =1, akkor a hatarérték 1. Ha
g =-1, akkor a sorozat divergens. Végiil
|a| <1 esetén a sorozat hatérértéke 0.

2.a) e
b) 1.
e
3. lima, =2.
4. lima, =JA.

n—eco
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0

AN

. Nevezetes sorozatok

1.
Nem.
a, =2"+3(-1)".

. Kamatszamitas, jaradékszamitas
. 1,312-szerese.

. Kb. 2 050 000 Ft.

. 480 000 Ft.

. Néhany sz6 a végtelen sorokrol

20
.a) —.
)7

3
b) —.
)10

. Fiiggvények (valos fiiggvények)
a) 1R SR, f’l(x)=%x+%.

b) gt i R\L} > R\[-1}, g’l(x):i—:.

PL: F:RSR, f(x)=x"és

g:R > R, g(x)=2x+1 esetén
(go f)(x)=2x*+1és
(fog)(x)=(2x+1)" =4x* +4x+1.

. D, =[-11]. R, =[0:1].
=1+;/1—7 s x, = —1—2\/3

. Egy megfelel6 fiiggvény grafikonjanak rész-

lete lathat6 az abran:

Flggelék 1. dbra A fliggvény grafikonrészlete

... | ...
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11.
. A fiiggvény mindentitt folytonos.
.Ha x, #0, akkor a fiiggvény folytonos, a

N —

14.

P f(x)=2

. A valés fiiggvények nevezetes

tulajdonséagai

. Példaul: xm tg X, X ctg x.
. A fuggvény alulrél nem korlatos. A fiigg-

vény feliilrdl korlatos és sup f (x)=1.

+ Rinax =1 fmax =1
Xinin =-1 fmin =-1
. A négyzeté.
) Xmax =L fmax = 4’ Xmin =-3 Vagy Xmin = 57
fin = 232,
o Xiax =2, frax =£.
3 27

. a) A fliggvény szigorian monoton névekvo

R-en, sem alulrdl, sem pedig feliilrol
nem Kkorlétos.

b) A fiiggvény alulrol korlatos, —% a legna-
gyobb alsod korlatja. A fiiggvény feliilrél

, 3. )
nem korlatos. ]_OO;E] intervallumon szi-

, . Y 3 .
goruan monoton csokkend, a E;oo inter-

vallumon szigorian monoton névekvao.

c) A fiiggvény az adott értelmezési tartoma-
nyon alulrol és feliilrdl is korlatos, tehat
korlatos, tovabba szigorian monoton no-
vekvo.

d) A fliggvény korlatos. A [—1;%] interval-
lumon szigorian monoton ndvekvd, az

1 . —
I:E ; 2:| intervallumon szigoruan monoton

csokkend.

A fiiggvények folytonossaga

0-ban pedig nem folytonos.

. Egész helyeken a tortrész-fiiggvény nem

folytonos, minden mas helyen folytonos.

A trigonometrikus fiiggvények

. T
SIN| X+ —
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15.
1.

16.

17.

3.

A fiiggvények hatarértéke
a) x # a esetén 3a’.

b) x>0, x#1esetén %
1
c) Xx#1, x#3 esetén E'
1
d) x#1esetén >
1
e) x #zxlesetén >

f) x=1 x¢%+kn, k e Z esetén 1.

2
.a) —.
)5

b) A fiiggvény a o -be divergal.
3
c) —.
) 4
d) 0.

A differencialszamitas
1

sin? x

.a) 10x* —3x°.

b) 2x—2cos 2x.
—2x* —2X+6
(x° +3)2

d) cos(x* +x)-(2x+1).

. P(2;4).

Az f grafikonjanak a P ponthoz tartoz6
érintdjének az egyenlete: y =8x—12.

A g grafikonjanak a P ponthoz tartozé érin-
tojének az egyenlete: y = 2x.

A differencialszamitas alkalmazasai

f7(x)==3x*+2x+3,
f7(x)=—-6x+2.
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. T 1-v10[ 1-vio [1-+A0
3 3 3

/(%) - - 0 +

f”(x) + + + +

helyi

f(x) N min.

konvex
4. t/(x)=-4x +4=—-4(x’ -1),
f7(x)=-12x%.

x -1 ]-Lo[ 0 Joa 1 JL2[ 2
f'(x) + i T ¥ 0 - -
fr(x) - - 0o - - - -
(%) =3 4 max..5 \, min.:—6

konkav

18. Integralszamitas: a hatarozatlan integral
6

1. a) X——Esina’x+c.
3 3

b) —icos 2X+C.
4

c) tg x+c.
d) L(3x—2)2°11+c.
6033
o-tel
x x* 3%
2. Nincsen.

19. Integralszamitas: a hatirozott integral

1.a)0.

1 |t eV10] 14410 eI [
3 33| 3 | 37
+ + 0 = =
0 _ _ _ _
helyi
7 s N
inf. pont konkav
1
b) =.
) 4
c) 4.
2.a) 1l b) -1.
¢) 0. d) -
3.2
20. A hatarozott integral és a miiveletek

21.

. a) §+cos3—cosl. b) 2
3 6
¢) Nem létezik. d) —6—23.
11
e) e f) Nem létezik.
O
2 \n 4]
A hatarozott integral alkalmazasai

. 21% tertiletegység.

2. Kb. 1,33 terliletegység.

. Kb. 258,37 térfogategység.

IX. Halmazok és logika

1. Halmazok szdmossaga
1.
2

1+

% % L

0
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% Szakkifejezések listaja
s b g b b b L |

abszcissza 87
addicios tétel 65
alapél 216
alapkor 221
alaplap 216
alkoto 218
alsé hatar 206
also integral 359
alsé korlat 259
alsé dsszeg 257
alulrdl korlatos sorozat 265

alulrol korlatos szamhalmaz 259
analitikus geometria 86
annuitas 294
Arkhimédész-féle axioma 206

asszociativ milvelet 162
axioma 206
Bayes-tétel 180
bazis 36
beirt gémb 241
belsé fiiggvény 300
bennfoglalé paralelepipedon
248
beosztas 356
beosztés finomitasa 358
bijekcio 374
binomialis egyiitthaté 141

binomialis eloszlasu
valoszintiségi valtozo 192

binomialis tétel 141
biztos esemény 161
Buffon-féle tiiprobléma 174
Cauchy-féle definicio 314
Cayley-tétel 155

Csebisev-egyenlétlenség 197

csonka gula 216
csonka gula felszine 230
csonka gula térfogata 239
csonka kup 222
csonka kup térfogata 245

De Morgan-azonossagok

162, 386
derékszogii tetraéder 209
derivalt 335
derivaltfiiggvény 337
differencia 283

differencialasi szabalyok 352
differencialhanyados 335
differencialhato fiiggvény 337

Dirichlet-fiiggvény 299
diszjunkcio 384
divergens sorozat 275
dodekaéder 219
e szam 22
egész szam 12
egyenes 93
egyenes csonka gula 217

egyenes és sik hajlasszoge209
egyenes glla 216
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egyenes hasab 218
egyenes henger 222
egyenesek hajlasszége 208
egységkor 71
egyszerii graf 147
ekvivalencia 385
elegendd feltétel 99
elemi esemény 161
életjaradék 295
ellipszis 123
eloszlas 186
eldjelfiiggvény 314
elsdfokui csics 153
élszog 219
eltolas 321
& sugaru kérnyezet 273
értékkészlet 186, 299
értelmezési tartomany 299
esemény 161
események kiilonbsége 162
események dsszege 162
események szorzata 162
eseménytér 161
Euler-egyenes 36
Euler-séta 156
exponencialis egyenlet,
egyenletrendszer 25

exponencidlis egyenldtlenség 27
exponencialis fliggvény 16, 321

exponencialis fliggvény
monotonitéasa 17
fa 155
faktorialis 135
feddkor 222
félegyenes 206
felezémerdleges sik 213
félsik 206
felsé hatar 260
felsé integral 359
felsd korlat 259
felsd dsszeg 357
felszin 228
féltér 206
feltételes valoszintiség 176
feliilrél korlatos sorozat 264

feliilrél korlatos szamhalmaz

259
ferde hasab 218
ferde henger 222
Sfeszitd fa 155
Feuerbach-kor 112
Fibonacci-sorozat 290

Jfokozatos valtozas tulajdonsag

316
fokszam 145
fokszamosszeg 153
fokusz 113

Jfolytonossa tehet6 fliggvény 329
forgashenger 222

forgashenger felszine 231
forgashenger térfogata 243
forgasi csonka kup felszine 232

forgéskup 221
forgaskup felszine 231
forgaskup térfogata 244

forgastestek térfogatképlete 368

fraktal 289
fliggetlen események 183
figgvény 299
fiiggvény abszolut maximuma
309
Sfliggvény abszolut minimuma
309
fiiggvény folytonossaga 314
fliggvény hatarértéke 328
Sfliggvény hatarértéke
végtelenben 331

fiiggvény helyi maximuma 309
fiiggvény helyi minimuma 309

Sfiiggvény inverze 302
fliggvény kibévitése 301
fiiggveény lesziikitése 301
fliggvény monotonitasa 311
Siiggvénykompozicio 300
fliggvényvizsgalat 348
geometriai valoszintiségi mezd

172
gomb felszine 232
gomb térfogata 248, 369

g6mb térfogatképlete 248, 369

gombfeliilet 213
gombtest 213
graf 145
graf cstcsa 145
graf éle 145
grafikon alatti teriilet 355
grafikon egyenlete 299
grafikon érintdje 334
grafikon hurja 318
grafikonok altal

kozrefogott teriilet 366
gula 216
gula térfogata 238
gyakorisag 158

gyengén konvex fiiggvény 319
harmonikus kozép 30
haromszog alapd hasab

térfogata 236
haromszog koré irt kér
kdzéppontja 104

haromszog magassagpontja 33
haromszog sulypontja 32, 90
haromszog teriilete 50, 225
haromszog-egyenlétlenség 278
haromszogekre felbontas 226
haséab 217
hatarérték-szamitasi tételek 278

hatarozatlan integral 352
hatérozott integréal 359
hatvany 12
hatvanyalap 12

hatvanyfiiggvény derivaltja 341

Heine-féle definicio 329
helyvektor 88
henger 222
Héron-képlet 62
hiperbola 122

hipergeometriai eloszlasu
valésziniiségi valtozo 194

hitel 295
har 318
hurokél 146
igazsagtablazat 384
ikozaéder 219
illeszkedés 93,206
implikacio 385
index 263
indukcios feltevés 130
indukcios lépés 130
infimum 260
inflexios pont 348
injekcio 374
inverz fiiggvény 302
iranyszog 93
iranytangens 93
iranyvektor 93
irracionalis kitevdji hatvany
17,261
ismeretségi graf 147

ismétlés nélkiili kombindcio 134
ismétlés nélkiili permutdcio 126

ismétléses permutdcio 136
itélet 384
itéletkalkulus 383
izol&lt pont 145
Jensen-egyenldtlenség 320
Jensen-konvex fiiggvény 319
k elemii részhalmaz 134
kamat 293
kamatlab 293
kamatos kamat 239
képhalmaz 186
két egyenes tavolsaga 211
két pont tavolsaga 210
kétoldali kozelités 356
kettds tagadas 384
kitérd egyenesek 211

kitérd egyenesek tavolsaga 211
kiteve 12
kizaro események 162
klasszikus valosziniiségi mezé

165
Koch-féle hopehely 289
kocka feldarabolasa 207
Kolmogorov-axiomak 162
kommutativ miivelet 162
komplementer esemény 162
komplementer graf 149
konjukcio 384
konkav fiiggvény 318

konstans fiiggvény derivaltia 337
kontinuum szdmossagu halmaz
382
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konvergens sorozat 274 merdleges vetiilet 209 poliéder 215  teljes indukcio 129
konvex alakzat 317 mértani hely 213 poliéder térfogata 234 teljes valosziniiség tétele 180
konvex fuggvény 318 mértani kdzép 80  polinomfiiggvény folytonossiga  teljességi axioma 259
konvex sokszog 131,226 mértani sor 297 314 tengely 87
korlatos fliggvény 306 mértani sorozat 286 pont 86 tengelymetszet 93
korlatos sikidom 227 metszd sik 210 pont és egyenes tavolsaga 211  tengelypont 114
korlatos sorozat 265  mindeniitt siirii 258 pont koordinatai 87 térelemek 206
korlatos szamhalmaz 258 minimumbhely 309 ponthalmaz egyenlete 112 térelemek hajlasszoge 208
koszinusz 40 monoton sorozat 269  primitiv fiiggvény 351 térelemek tavolsaga 210
koszinuszfiiggvény 305 nalattak 134 racionalis kitevOs hatvany 12  természtes alapu logaritmus 22
koszinuszfiiggvény nagy szamok torvénye 201 racionalis szam 258 teriilet 227,365
folytonossaga 326 n-edik gyok 14 réacsegyenes 137 testatlo 218
koszinusztétel 60 n-edik részletosszeg 297  reflexiv 376 testek térfogata 234,368
kotangens 45  n-edik tag 263 rekurziv sorozat 263 tetraéder 216
kolcsondsen egyértelmii negacio 384 relativ gyakorisag 159  tetraéder sulypontja 215
fiiggvény 374 négyzetes kdzép 80 rendezett polinom alak 141 tetraéder stlyvonala 214
kor 104 négyzetgydk 30 részgraf 153 Thalész-kor 106
kor érintéje 110  négyzetracs 137  részhalmaz 133 Thalész-tétel 106, 127, 252
kor hossza 152  Newton—Leibniz-formula 362  részhalmazok szama 133 tizedes tort alak 257
kor kozéppontja 104 normaltranszverzalis 211  Riemann-integral 360 tobbszoros él 146
kor sugara 104 normalvektor 93 sik 87,206  tbke 293
kor teriilete 368 nullvektor 32 sikidomok teriilete 227  tBkésités 293
kor teriiletképlete 368 nyilasszog 222 sikmetszet 241 torlesztérészlet 295
koré irt gémb 250  nyilt bejards 156  sikok hajlasszoge 210 tranzitiv 376
korhenger felszine 231 nyilt intervallum 315 skaléris szorzat 56 trapéz teriilete 226
korhenger térfogata 244 nyugdij 295 skatulyaelv 126  trigonometrikus egyenlet 71
korkap 221 oktaéder 219 sorba rakas 126  trigonometrikus egyenldtlenség
korlap 213 oldalél 216 sorozat hatarértéke 273 75
kormérkézés 149 oldallap 216 szabadvektor 88  trigonometrikus fiiggvények
kornyezet sugara 342 oldallapmagassag 216 szabalyos gula 216 40,71, 305
kap 221 ordinata 87 szabalyos poliéder 220 trigonometrikus
kiilonbségihanyados-fiiggvény — origo 87 szabalyos tetraéder 219 Pitagorasz-tétel 43
336 ortonormalt bazis 37 szamossag 383  trigonometrikus teriiletképlet 50
kiilsd fiiggvény 301 osztdpont 89 szamsorozat 263 (t 152
kiisz6bszam 273 dsszefiiggd graf 152 szamsorozat tagja 263 valos fliggvény 299
kvociens 286  dsszetett fiiggvény 300 szamtani kozép 80  valds kitevds hatvdany 16
Lagrange tétele 343 osszetett fiiggvény szdmtani sorozat 283  valos szam 257
lancszabaly 340 differencialasa 354 szélsérték-vizsgalat 309 valésziniiség 162
lapatld 218 palést 221,222,231  szigorian konvex fiiggvény 318  valdsziniiségek szorzdsi
lapszog 214 parabola 113 szigoran monoton sorozat 269 szabalya 178
legkisebb felsd korlat 227,259  parabola belsé pontja 113 szimmetrikus 149, 302,376  valosziniiségi kisérlet 160
legnagyobb alsé korlat 260  parabola érintdje 118  szintetikus geometria 86  valdsziniiségi valtozo 186
lehetelen esemény 161 parabola grafikonja szinusz 40  vdrhato érték 188
limesz 273 alatti teriilet 356  szinuszfiiggvény 305 véges graf 145
logaritmus 19 parabola kiilsé pontja 113 szinuszfiiggvény derivdltja 338  véges halmaz 380
logaritmus alapja 19 parabola paramétere 113 szinuszfiiggvény folytonossaga  végtelen halmaz 380
logaritmus numerusza 19 parabolaszelet teriilete 356 305 végtelen dsszeg 296
logaritmusfiiggvény 322 paradoxon 292,376 szinusztétel 51 végtelen sor 297
logaritmusos egyenlet, paralelepipedon 218  szitaformula 163  végtelen sor 6sszege 297
egyenletrendszer 28 paralelepipedon térfogata 235  szords 190 végtelenhez divergdlo sorozat
logaritmusos egyenldtlenség 30  paralelogramma teriilete 225  szuprémum 260 275
logikai érték 384 paratlan fliggvény 304 sziikséges feltétel 105, 156,276  vektor 32
logikai miivelet 384 parba allitas elve 133 sziirjekcio 374  vektor abszolut értéke 30
lokalis maximum 309 péarhuzamos él 146 tagadas 384 vektor koordinatai 36, 88
lokalis minimum 309 paros fiiggvény 304 tangens 45 véletlen jelenség 158
magassag 216, 218,221,222  Pascal-hdromszog 143 téglalap teriilete 223 vezéregyenes 113
mésodik derivalt 345  periodikus fiiggvény 305 téglatest felszine 228  visszatevés nélkiili mintavétel 196
matematikai logika 383  periodus 305 téglatest térfogata 234 visszatevéses mintavétel 196
maximalis teriilet 83 permanenciaelv 12 téglatest testatloja 218  Weierstrass-fiiggvény 336
megszdamldlhatoan végtelen piramis 216 teleszkopikus szorzat 23 zart bejards 156
halmaz 382 piramis felszine 229 feljes eseményrendszer 162  zart intervallum 281
meredekség 93  Pitagorasz-tétel 38,127  teljes graf 148  zérushely 324 o0%%%e,
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