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rt tanuljuk? Miért szeressiik (meg)?,

. oo oo oo oo oo . . . ececcccocccs

Bizonyara minden kedves olvasonk talalkozott mar azzal az 6rommel, amelyet egy rejtvény megoldasa
vagy egy osszefliggés onallo felfedezése okozott. Konyviinket annak reményében irtuk, hogy ezt az
élményt minél tébben atélik a matematika tanulasa kdzben is. Napjainkban a matematika mar lassan
nemcsak a természettudomanyok nyelve, hiszen a tarsadalomtudomanyok tdbb aga is matematikai mo-
dellek segitségével dolgozik.

Egy-egy anyagrész kapcsan olykor folvetddik a kérdés, miért kell ezt tanulni, hol fordul ez el6 a
mindennapokban. Elsé ranézésre a matematikanak valdoban csak néhany olyan fejezetével foglalko-
zunk, amelynek tanulsagai kdzvetleniil is alkalmazhatok a hétkoznapi életben. A mélyebben meghtzé-
do igazsag viszont az, hogy minden matematikai probléma megoldéasa, az egyes fejezetek feldolgozasa,
befogadasa a legvaltozatosabb modokon fejleszti gondolkodasunkat. Eszrevétleniil megtanulunk ossze-
fuggeéseket keresni, tavoli dolgokat dsszekapcsolni, hasonl6 szituaciokat felismerni, gyakorlati problé-
maékat elvontan megfogalmazni és kezelni. Ha pontosan meg tudunk fogalmazni egy kérdést, gyakran
mar a megoldas kulcsa is a kezlinkben van. Ne sajnaljuk hat a befektetett munkat!

A kdnyv gyakran parhuzamosan targyalja a jeldlések hasznalataval leirt sszefiiggéseket és ugyan-
ezen Osszefliggések szavakban valé megfogalmazasat, hogy segitsen hidat épiteni a hétk6znapi kommu-
nikacio és a matematikai nyelvezet koz¢é. Egy-egy leckén beliil fokozatosan egymasra épiild, kidolgo-
zott példakon keresztiil jutunk el a gyakorlatban felvetett kérdésektdl az elvont matematikai modellben
valo biztonsagos tajékozodasig. A leckék végén egy-két emelt szintii feladaton kiviil csak olyan feladat-
tipusokat gyakoroltatunk, amelyek a leckében kidolgozva megjelentek.

Kivanjuk, hogy a gondolkodas dréme érintse meg minden olvasonkat!

A Szerzok

Hogyan hasznaljuk?
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Jelmagyarazat

Tankdnyviink a kétszintli érettségi kdvetelményrendszer alapjan késziilt. A leckék felépitése, szerkezete
egyszert, jol attekinthetd. Igyekeztiink az 1j fogalmakat, tételeket, ismereteket minden esetben egy-egy
matematikai, illetve hétkoznapi életbdl vett probléman keresztiil bevezetni, ezért a leckék tobbsége
feladatokkal kezdddik.
'.'j{ ), vdlda A tananyagban szerepld kidolgozott kozépszintii
i peldakat zold hattérszinii keretbe foglaltuk. Ha a kozépszintii példa-
: nak az egyik része emelt szintli, azt kék hattérrel jeldltiik. '

gz A tananyagban szerepld kidolgozott emelt szintii
példakat zold hattérszinti keretbe foglaltuk, amelyben a példat jelolé
i ikont és a példa sorszamat is kék szinnel jeldltiik.

Kdozvetlenl a kidolgozott példak alatt szerepel azok részletes megoldasa, melynek soran félkdvér ki-
emelésekkel hivtuk fel a figyelmet az Gjonnan megjelené fogalmakra, megallapitasokra, modszerekre.
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Dafinidd Az 0) kozépszintli fogalmakat Definicio cimszo
Talatt sarga hattérszinii keretbe foglaltuk. Ttt irtuk le a fogalmakkal :

kapcsolathan hasznalt matematikai jeloléseket is. Ezeknek a pontos : :
: ismerete mindkét szint{i érettségi esetén alapkovetelmény. :

Talatt sarga hattérszinii keretbe foglaltuk, amelyben a definiciot jelold : :
: ikont €s a Definicio szot kek szinnel jeldltiik. :

...................................................................................................

I A kozépszintii tételeket, azonossagokat, tulajdon-
i sagokat narancssarga hattérszinii keretben fogalmaztuk meg. A téte- : :
i lek ismerete mind kdzép-, mind emelt szintii érettségi esetén elen- : :
: gedhetetlenl fontos. ]

Az emelt szintii tételeket narancssarga hattérszinti
: keretben fogalmaztuk meg, amelyben a tételt jelol6 ikont és a Tétel : :
i sz6t kek szinnel jeloltik. ]

A tételek tobbsége utan azok bizonyitasa is megtalalhato. Ezeknek
az ismerete minden esetben emelt szintli kovetelmény. Minden emelt
szintll anyagrészre, illetve az ,,Oldjuk meg!” emelt szintii feladataira
is vilagoskek hattérrel hivjuk fel a figyelmet.

* A matematikai miiveltség fontos részét képezi a matematika-

torténet ismerete, emellett ez a teriilet sok érdekességet isrejt ¢
magaban. Ezért egy-egy anyagrészhez kapcsolodéan matematikator- — :
téneti érdekességek jelennek meg krémszinii hattérrel.

&
~ « | \Vegyiik észre! Ezek a részek bizonyos fogalmak hasznélatara
hivjak fel a figyelmet, mikdzben hasznos tanacsokat nyujtanak ¢
a feladatok megoldasahoz, az dsszefiiggések megértéseéhez. A fontos
észrevételeket sziirke hattérszinii keretben fogalmaztuk meg.

A matematikai ismeretek elmélyitésének leghatékonyabb mddja az 6nallé problémamegoldas. Erre
is nyilik lehetdség, hiszen minden lecke végén nagy mennyiségii feladatanyagot talalhat az olvasé ,,01d-
juk meg!” cimszo6 alatt. Egy résziik megoldasahoz az internet hasznélata sok segitséget nyUjthat. A tobb-
ségiik viszont olyan, mely a szamolasi készséget, a kommunikacids, a tudasszerz6 és a gondolkodasi
képességet fejleszti. Ezek végeredménye megtalalhat6 a kiadé www.olvas.hu honlapjéan.

A tankdnyvben szerepld szakkifejezések jegyzéke a konnyebb attekinthetdség, kereshetdség ked-
véért a kotet végén a Fuggelékben talalhaté meg, amelyben csillaggal* jel6ltik az érettségi kovetel-
ményrendszerben is szerepld tartalmakat, és ddlt betiivel az Gij szakkifejezéseket. Ujnak tekintjiik azokat
a szakkifejezéseket, amelyek az altalanos iskolaban a tanitasi gyakorlatban nem fordulnak eld, vagy
megjelennek ugyan, de a kdzépiskolai matematikai oktatasban mélyebb értelmet nyernek.
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1. A halmazokkal kapcsolatos fogalmakEIGIESEY

oo oo oo oo oo oo oo YYTYYYYTYY
.

1.1. abra Csillagok sokasaga

1.2. abra Autok tdmege

1.3. abra Kaolibri

1.4. abra Diékok csoportja

o0°%%, 1.5. abra Madarak serege

12
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A hétkoznapi életben sokszor eléfordulnak a ,,sokasag”, ,,csoport”, ,,t6-
meg”, ,,sereg” stb. szavak.

Valamennyi kifejezés helyett hasznalhatjuk a halmaz sz6t, azaz
csillagok halmaza, didkok halmaza, autok halmaza, madarak halmaza.
A halmaz bizonyos meghatarozott, kiilonb6zé dolgok Osszességét je-
lenti. Ezzel csak kordlirtuk a halmaz fogalmat, mert nem tudjuk nala
egyszeriibb fogalmakra visszavezetve értelmezni. Minden erre iranyuld
probalkozas oda vezet, hogy a ,,halmaz” szdval rokon értelmii szavak
valamelyikének felhasznalasaval érzékeltetjik a fogalmat. A minden-
napi életben szerzett tapasztalataink alapjan szemléletes képet alkotha-
tunk a halmazrol.

A matematikaban az olyan fogalmakat, amelyekrdl csak érezziik,
hogy mit jelentenek, illetve amelyekkel kapcsolatban van ugyan elkép-
zelésiink arrdl, hogy milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek, de egysze-
ribb fogalmakkal nem tudjuk meghatarozni, alapfogalmaknak nevez-
zUk. Léteznek azonban olyanok is, amelyeket mar korabban megismert,
naluk egyszerlibb fogalmak segitségével értelmeziink. Ekkor azt mond-
juk, hogy definialjuk a fogalmat.

Ahogy a példékban is lattuk, halmazokat képezhetiink csillagokbdl,
emberekbdl, autokbol, madarakbol stb., azaz a legkiilonfélébb dolgok-
bol. Ezeket nevezziik a halmaz elemeinek. Példaul az 1.3. abrén latha-
t6 kolibri a F6lddn valaha élt madarak halmazénak az eleme. A halmaz
elemét nem definialjuk, azaz alapfogalomnak tekintjiik.

Egy halmaz megadéasa azt jelenti, hogy elemeit egyértelmiien

meghatarozzuk. Ez az alabbi modok valamelyikével térténhet:
a) a halmaz elemeinek a felsorolasaval, amelyeket kapcsos zardjel-
be tesziink. Egy elem csak egyszer szerepelhet a felsorolasban. Példa-
ul: {2; 3; 5; 7}, {Budapest, Debrecen, Gyor, Miskolc, Nyiregyhaza,
Pécs, Szeged, Székesfehérvar}, {hélium, neon, argon, kripton, xenon,
radon}.

Sokszor eléfordul, hogy egy halmaz tul sok elemet tartalmaz ah-

hoz, hogy mindet felsoroljuk. llyen esetben elég annyit megadni, amely
alapjan egyértelmiien meg tudjuk mondani, hogy mik a halmaz elemei.
Példaul: {3; 6;9; 12; ...; 99}.
b) olyan utasitassal, amely alapjan egyértelmiien el lehet donte-
ni, hogy valamely elem eleme-e a halmaznak vagy sem. Az egyér-
telm{ utasitast is kapcsos zardjelbe irjuk. Példaul: {egyjegyl, pozitiv
primszamok}, {szazezer fénél nagyobb Iélekszamlii magyarorszagi
varosok}, {nemesgazok}, {a harommal oszthato, legfeljebb kétjegy,
nemnegativ egész szamok}.

A halmazokat altalaban nagybetiivel jeloljiik, de a geometriaban pl.
a kor, az egyenes mint ponthalmaz jeldlésére kisbetiiket hasznalunk.

Példaul: az A halmaz a 2, 3, 5, 7 elemek halmaza: A= {2; 3; 5; 7}.
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b 1o o2l Olvassuk ki az alabbi jelGléseket! _
B = {Budapest, Debrecen, Gyor, Miskolc, Nyiregyhaza, Pécs, Sze-
: ged, Székesfehérvar} '
i C = {hélium, neon, argon, kripton, xenon, radon}

iD= {3;6; 9; 12; ... ;99}

/Székesfehérva’r

Szeged

. Pécs
-

¢ 1.6. dbra Hazénk vérosai sokfé-

Megoldas: . : leképpen sorolhaték csoportokba,
B = {Budapest, Debrecen, Gydr, Miskolc, Nyiregyhaza, Pécs, Szeged, : halmazokba

Székesfehérvar} — a B halmaz a Budapest, Debrecen, Gy6r, Miskolc,
Nyiregyhéza, Pécs, Szeged, Székesfehérvar varosok halmaza

C = {hélium, neon, argon, kripton, xenon, radon} — a C halmaz a héli-
um, neon, argon, kripton, xenon, radon gazok halmaza :
D={3;6;9;12; ...; 99} —a D halmaz a 3; 6; 9; 12; ...; 99 szamok §

“ a\
!

Arra, hogy valamely elem a halmaznak eleme-e vagy sem, ugyancsak
hasznalunk jeldlést. A 2 eleme az A halmaznak, ezt az alabbi mé-
don jeloljiik: 2 € A. Azt, hogy példaul a 6 nem eleme az A halmaz-
nak, igy jeloljiik: 6 € A.

NG T
e 2, palda Adjuk meg az alabbi halmazokat az elemeik fel- : ¢
 sorolasaval!

{E= {egyjegyli primszamok}

i F = {szazezer fonél nagyobb lélekszami magyarorszagi varosok}

i G = {nemesgazok}

i H= {a harommal oszthato, legfeljebb kétjegyli, nemnegativ egész
szamok} :

Megoldas:

Az altalanos iskolaban mar volt sz6 a primszamokrol. Erre a szamelmé-
lettel foglalkozé fejezetben még visszatériink, de nem art a fogalmat itt
is feleleveniteni.

1.7. &bra Nemesgazzal toltott
fénycsdvek

W Usilnfadd Az olyan pozitiv egész szamot, amelynek ponto-
san két pozitiv osztoja van, primszamnak nevezzik. :

...................................................................................................

)

Ez a két szam az 1 és 6onmaga. A definiciobol kideriil, hogy az 1 nem
primszam, mert az 1-nek csak egy pozitiv osztéja van, az 1. Ez alap-
janE={2; 3;5; 7}.

Az F halmaz elemeinek megallapitdsahoz a foldrajzi atlaszban ta-
lalhaté Magyarorszag-térképet hasznalhatjuk fel. Ez alapjan F = {Bu-
dapest, Debrecen, Gyor, Miskole, Nyiregyhdza, Pécs, Szeged, Székes-
fehérvar}.

Y 13
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1.8. &bra A kémiai elemek tébbfé-
le csoportba, halmazba sorolhaték

1.10. dbra Kékestetd

1.11. abra Ez egy ures halmaz: 3

se0e, SEMMIsincs az Ures zsebben...
L] °

14
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A nemesgazokat az altalanos iskolai kémia tanulmanyainkbdl is-
merjik. Ez alapjan G = {hélium, neon, argon, kripton, xenon, radon}.

Végil a H halmaz elemei, a hdrom 100-nal kisebb nemnegativ
tobbszorosei, tehat a 0 is eleme a H halmaznak. igy

H={0;3;6;9;12; ...; 99}.

&
-+ Vegyiik észre, hogy az 1. és a 2. példaban szerepl halma-
i zok kozétt vannak olyanok, amelyek elemei megegyeznek!
llyen az A és E, a B és F, illetve a C és G halmazok. Ha két halmaz
kozott ilyen kapcsolat all fenn, akkor azt mondjuk, hogy a két hal-
maz egyenld egymassal. Ennek jel6lésére a szamok korébdl mar jol
ismert ,,.=" jelet hasznaljuk. Ez alapjan A=E,B=F ésC=G. AH és
D halmaz abban tér el egymastdl, hogy 0 € H, de 0 ¢ D. A két halmaz
elemei nem egyeznek meg, igy H= D, azaz H nem egyenld D-vel.

w Ugilni<dd Az A és B halmaz akkor és csak akkor egyenld, ha

+az A halmaz elemei azonosak a B halmaz elemeivel, azaz ha x €A, :
: akkor x€ B, és hay € B, akkor y €A. 3
: Jelolés: A =B.

ES
...................................................................................................

Megoldas:

5 ¢ A B halmaz a Magyarorszagon talalhaté 1050 m-nél magasabb hegyek

halmaza.

Foldrajzbdl mar altalanos iskolaban is tanultuk, hogy Magyaror-
¢ szag legmagasabb pontja a Kékesteté, amelynek a tengerszint feletti
magassaga 1014 m. Igy a B halmaznak nincs egyetlen eleme sem. Az
¢ ilyen halmazt ures halmaznak nevezzuk.

W Usilfdd Az olyan halmazt, amelynek nincs eleme, iires :
almaznak nevezziik. Jeldlése: @, vagy {}. 5

...................................................................................................

: Nagyon fontos, hogy a két jelolés nem alkalmazhaté egyszerre,
mert a { @ } szimbolum egy olyan halmazt jelent, amelynek egy ele-
me van, az iires halmaz.

Az A={2; 3; 5; 7} halmaznak négy eleme van, mig C = {Buda-
pest, Debrecen, Gyor, Miskole, Nyiregyhaza, Pécs, Szeged, Székesfe-
¢ hérvar} halmaz nyolc elemet tartalmaz. Ezzel megkaptuk az A, illetve a
C halmaz elemszamat, amit ugy jel6liink, hogy:

W |A| = 4, azaz az A halmaz elemszdma 4;
¢ w |C| = 8, azaz a C halmaz elemszama 8.
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A halmaz elemszamat gy jeloljiik, hogy a halmaz betiijelét abszo- :

lut értékbe tessziik.

Nagyon fontos szerepet toltenek be a halmazok korében a szamhalma- :

zok, melyekkel behatobban a kovetkezd leckében foglalkozunk. A jelo-
Iéstikre kilon szimb6lumot hasznalunk:

W természetes szamok halmaza: N (natura, természet szobol)
W egész szdmok halmaza: 7Z ( Zahl (német) szam sz6bol)

# racionalis szamok halmaza: @ (kvociens, hanyados sz6bol)
# val6s szdmok halamaza: R (redlis, valds sz6bal)

Tovabbi jeldlések példaul:

W pozitv egész szdmok halmaza: N* vagy 7Z*

W negativ valds szamok halmaza: R~

.-E 4 04lds Hatarozzuk meg azon pontok halmazat a sikon, : ¢
i amelyek egy adott O ponttdl ;
i a)3cm,

: b) 3 cm-nél nem nagyobb,
i ¢) 3 cm-nél nagyobb, de 5 cm-nél nem nagyobb tavolsagra vannak!

Megoldas:

a) Vegyiik fel a sikon az O pontot! Az att6l 3 cm-re levé pontok halmaza :

a sikon egy olyan kor vonala, amelynek a sugara 3 cm, a kdzéppontja
pedig O. (1.13. &bra)

..............................................................................................

Dailni<lo Egy adott ponttdl adott, egyenld tavolsigra levo : :

ontok halmaza a sikon a kdrvonal. Az adott pont a kor kozep— :

: pontja, az adott tdvolsag a kor sugara, jele: r (radius).

...................................................................................................

b) Az a) részbdl kiindulva a keresett ponthalmaz a kdrvonal és az azon :
beluli pontok halmaza, amit igy egyutt korlapnak nevezink. (1.14. abra)

@ Dafinf<dd  Egy adott ponttdl adott tavolsagnal nem nagyobb
IV P

olsagra levd pontok halmaza a sikon a korlap.

...................................................................................................

A korvonal ¢s a korlap kiilonboz6 fogalmak, mégis szokas mindkett6t :
kornek nevezni. Azt, hogy a kettd koziil melyikre gondolunk, az adott ¢

feladat, probléma sz6vege alapjan tudjuk eldonteni.

c) Az eléz6 két pont alapjan egy olyan sikrészt kapunk, amelyet két ¢

kiilonboz6 sugart koncentrikus (egykozepti) kor hatarol. Ezt a sikrészt
korgytriinek nevezziik. A feladatbeli ponthalmazhoz a korgytirt kiilsé

kore hozzatartozik, a belsé nem, ezért a kiils6 kort folytonos, a belsot ¢

szaggatott vonallal jeldljik. (1.15. &bra)

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 15

: 112 abra N*

1.13. dbra Korvonal

1.14. dbra Korlap

: 1.15. dbra Korgyiirii
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1.16. dbra Minden péaros szam
elballithato egy egész szam (n)
kétszeresekent

1.17. 4bra 3*=

16
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5, valdz Fogalmazzuk meg szavakkal, hogy milyen ele- :
: mekbol allnak az aldbbi halmazok! Soroljuk fel az elemeiket! Me- :
i lyek egyenl6k az alabbi halmazok koziil? ;
fa)A={2n|3<n<9ésneN}

i b)B={k|-2<k<3éskeZ}

ic)C={8m+2|m<8ésme Z"}

i d)D={3x-1]2<x<9ésxeN}

XYTTYY

Megoldas:

A megadott utasitadsok mindegyike két részbél all. Az elsé rész, amely
a fiiggdleges vonal eldtt talalhatod, a halmaz elemeit bemutaté kifeje-
¢ z6s, a reprezentans. A mésodik rész, amely a fliggbleges vonal mogott
lathatd, azt a szamhalmazt adja meg, amelybdl vessziik a kifejezés-
ben szereplé betii vagy betiik értékeit. Most nézziik az A halmaz ele-
meit!

a) Mivel az n értékei haromnal nagyobb, kilencnél nem nagyobb termé-
szetes szamok, ezért az n lehet 4, 5, 6, 7, 8, 9. A kifejezés szerint ezen
szamoknak kell venni a kétszeresét. Tehat: A = {8; 10 ; 12; 14; 16; 18},
: szavakkal A = {a hatnal nagyobb, hisznal kisebb paros szamok}. Az
A halmazbeli jel6lést hasznalva kdnnyen megadhatjuk a paros szamok
altalanos alakjat: 2n, ahol n egész szam, azaz n€ Z.

b) Ak értékei: -2, -1, 0, 1, 2, 3. Az &ltalanos iskolai tanulmanyainkbol
tudjuk, hogy &° = k- k- k. Ez alapjan B = {-8; -1; 0; 1; 8; 27}, azaz B =
= {a —8-nal nem kisebb, 27-nél nem nagyobb kdbszamok}. (1.17. abra)
¢) Mivel az m pozitiv egész, és nem nagyobb nyolcnal, igy m értékei: 1,
2,3,4,5,6,7,8. Tehat C = {5; 8; 11, 14; 17; 20; 23; 26}. A C halmaz
minden eleme egy egész szam haromszorosanal, azaz egy harommal
oszthat6é szamnal 2-vel nagyobb szam. Az ilyen szamokra azt mondjuk,
hogy harommal osztva kettét adnak maradékul, vagy roviden a harmas
maradékuk kettd. Ez alapjan a C halmaz megadasa szavakkal megfo-
galmazva C = {26-nal nem nagyobb, 6tnél nem kisebb egész szamok,
melyek harmas maradéka kettd}.

d) Az el6z6ek alapjan D = {5; 8; 11; 14; 17; 20; 23; 26}. A D halmaz
elemeit Ugy képezziik, hogy egy harommal oszthaté szambél kivonunk
1-et. Ezen szamok harmas maradéka —1, de erre azt is mondhatjuk,
hogy a harmas maradékuk 2. Tehat D = {26-nal nem nagyobb, 6tnél
nem kisebb egész szdmok, melyek harmas maradéka —1} = {26-nél
nem nagyobb, 6tnél nem kisebb egész szamok, melyek harmas maradé-
ka 2} =C. Tehat D = C.

ai Jelekkel az alabbl halmazokat, és soroljuk fel az elemeiket!
a) D = {-5-nél nagyobb, 7-nél kisebb paratlan szamok}

: b) E = {az 1-nél nem kisebb, 100-nal kisebb négyzetszdmok}

i ¢) F = {azok a kétjegyii pozitiv szamok, melyek 6tos maradéka 2}

e000c00c00000000000 s
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Megoldas:

a) Ha egy paros szamhoz egyet hozzaadunk, paratlan szamot kapunk.
Az is igaz, hogy barmely paratlan szam eldallithato igy. Mivel a pa- :
ros szamok 2n, n€ Z d&sszefiiggéssel adhatok meg, ezért a paratlan
szamok a 2n+ 1, ne Z Kkifejezéssel irhatdk fel. A D halmaz elemei
—5-nél nagyobb, de hétnél kisebb paratlan szamok, ezért az n értékét :
gy kell megadni, hogy a—5 < 2n + 1 < 7 fennalljon. Ebb61 -6 < 2n < 6
kovetkezik, amit elosztva kettével kapjuk, hogy —3 <n<3. Tehét :
D={2n+1-3<n<3ésne Z}={-3;-1;1;3;5}
b) A négyzetszamokat Ugy kapjuk, hogy egy egész szamot megszor- : 1.18. abra Egy paros szdmhoz
zunk 6nmagaval, ezért a négyzetszamok éltalanos alakja: m-m=m?, : egyet hozzaadva paratlant kapunk
ahol me Z . A negativ szamok négyzete pozitiv, ezért elég, ha me N.
Ezt figyelembe véve az E = {m*|m <10 ésme N*} = {1; 4; 9; 16; 25; :
36; 49; 64; 81}.
c) A keresett szamok 6t6s maradéka 2, ezért ezek mindegyike egy egész :
szam Otszorosénél kettével nagyobb szam. Az ilyen szamok altalanos
alakja: 5k + 2, ahol k€ Z . A legkisebb ilyen szam a 12, ekkor k=2, a
legnagyobb a 97, ekkor k=19. igy F={5k+2|2<k<19éskc N} :
={12; 17; 22; ...; 92; 97}. Vegylk észre, hogy az F halmaz elemei a
2-re, illetve 7-re végzddo kétjegyli pozitiv egész szamok! Ez alapjan :
mas jelolés segitségével is megadhatjuk az F halmazt. Mint tudjuk, a $
35, @ 3-10 + 5 osszeget jelenti. Tehat ha egy kétjegyli szamban balrol
az els6 jegy x, a masodik y (szokasos jeldlése: Xy ), akkor a szamot :
a 10-x +y kifejezéssel adhatjuk meg, ahol x € {1;2;3;4;5;6;7;8;9} és
y€{0;1;,2;3,4;5,6,7;8;,9} .

lgy F={10x+y|x<9,xe N" ésyc{2; 7}}.

N Oldi 1
>, Oldjuk meg! 1.19. 4bra Radn6ti Miklés

1. Olvassuk ki az alabbi jeloléseket, és adjuk meg a halmazok elemeit!
(A feladat megoldasahoz, ahol sziikséges, hasznaljuk az internetet!)
a) A={a2007 szamjegyei}

b) B = {a MATEMATIKA sz0 betfii}

c) C={a Déli-Karpatok 2500 m-nél magasabb cslcsai}
d) D = {a Naprendszer bolygoi}

e) E = {alkalifémek}

f) F={Radndti Miklds verseskotetei}

g) G = {az osztaly Gabor keresztnevii diakjai}

2. Adjuk meg egyértelmii utasitassal az alabbi halmazokat!
(A feladat megoldasahoz, ahol sziikséges, hasznald az internetet!)
a) A={3;7;11; 15; 19}
b) B ={Julius Caesar; Pompeius; Marcus Licinius Crassus}
c) C={Szépség koldusai; Nem én kialtok; Tiszta szivvel; Dontsd a
tokét, ne sirankozz; Kiilvarosi ¢j; Medvetanc; Nagyon f3j}
d) D={11;13; 17; 19; 23; 29}
e) E={o, {1}} Fi

f) F={berillium; magnézium; kalcium; stroncium; barium; radium}  1.20. 4bra Julius Caesar
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3. Adott a sikon egy O és egy K pont, amelyek tavolsaga 6 cm. Hatarozzuk meg azon pontok halmazat

a sikon, amelyek

a) a K-tol 3 cm-re és az O-t61 5 cm-re.

b) a K-tdl 3 cm-nél kisebb és az O-t6l 5 cm-nél kisebb tavolsagra.

c) a K-tol 3 cm-nél nagyobb és az O-t6l 5 cm-nél nem nagyobb tavolséagra.
d) a K-tdl 3 cm-nél kisebb vagy az O-t6l 5 cm-nél kisebb tavolsagra vannak.

4. Fogalmazzuk meg szavakkal az alabbi halmazok megadasi utasitasait!

a) A={2n-1|n<13ésne Z"}
by B={k*-2|k<7éskeN}
c) C={4j+3|-2<j< 3ésjecZ}
d) D={100a+5|a<9,ac N"}
5. Adjuk meg matematikai jelekkel az alabbi halmazokat!
a) A ={a 30-nél kisebb nemnegativ kobszamok kétszerese}
b) B ={a 10-nél nem kisebb, 120-nal kisebb, 7-tel oszthaté szdmok}
c) C= {a7-re végz6d6 haromjegyli szamok}
d) D = {a 100-nal kisebb négyzetszdmoknal eggyel nagyobb szdmok}

2. Szamhalmazok

oo . . . ececcccoce

2.2. dbra Halmazok elemszama-
.0°%%, nak 0sszehasonlitasa
[ )

18
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= A legegyszertibb matematikai fogalmak, pl. a szam kialaku-
lasa nagyon hosszU térténelmi folyamat eredménye. Eletiink-
ben talan az els6 matematikai tevékenység a szamlalas, amely soran
megallapitjuk, hogy egy adott halmaznak ugyanannyi, tébb vagy
kevesebb eleme van-e, mint egy masiknak. Elég, ha csak arra gon-
dolunk, hogy kisgyermekkorban, mikor az ujjaink felhasznéalasaval
szamoltunk meg valamit, akkor az ujjainkat és a megszamlalando
targyakat valamilyen médon parba allitottuk, és ez alapjan megalla-
pitottuk, hogy az adott targybdl hany darab van.
Ugyanilyen tevékenységet végeztek az 6kori Mezopotamiaban
a juhok, kecskék és egyéb allatok Orzésével megbizott emberek €s a
megbizoik. Az Orzésre atadott allatok szamat reprezentalo kavicsokat
gomb alaku agyagtartalyba raktak, melyet kiszéritottak, és hivatalosan
lezartak. Az elszdmolasnal az edénykét feltdrték, majd a kavicsok és az
allatok parba allitasaval megnézték, hogy ugyanannyi allatot hoztak-e
vissza, mint amennyit 6rzésre atadtak. A két halmaz kozott ily modon
kialakitott kapcsolat nagyon fontos szerepet tolt be a matematikaban.
Errél még lesz szo6 a Fiiggvények cimi fejezetben, valamint késobbi
tanulmanyok soran, mikor a halmazok szdmossagaval foglalkozunk.
A beszéd kialakulasaval megjelentek a szamnevek. Kezdetben
csak az egy, kettd és a sok kdzott tettek kiilonbséget.

A kettének mindig is fontos szerepe volt, ami az emberi testen
is fellelhetd parossagra, paros testrészekre vezethetd vissza. Ezeket
a testrészeket egyiitt tekintjiik egységnek. Elég, ha a ,,félkart em-
ber”, ,,fél szemére vak” kifejezésekre gondolunk. Késobb jelent meg
a harom, négy stb. Eleinte a szamnév még szorosan ko6tddott ahhoz
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a targyhoz, amelyet megszamlaltak, tehat beszéltek hat borrdl, nyolc
halrol. Csak késébb, az emberi fejlodés egy magasabb fokéan alakult
ki az az absztrakcios készség, amellyel levélasztottdk a szamokat a
megszamlalandé targyakrol, igy pl. a kilencet mint szdmnevet béar-
mely kilencelemti halmaz megszamlalasara felhasznaltdk. A meg-
szamlalas tehat nem mas, mint az 1, 2, 3, ... szdmokat tartalmazd
rendezett halmaz és a megszamolni kivant halmaz elemeinek a pér-
ba allitasa. A nulla az tires helyi érték jel6lésére a hinduknal jelenik :
meg, bizonyos forrasok szerint a IV. szézadtdl. A mai nulla jelet a
gorog csillagaszok mar hasznalték. A nulla sz6 eredete a latin nullus
(egy sem, semmi) melléknév. A nulla elnevezésére a zérus sz6t is
hasznaljuk, amely az arab zifr (semmi, Uresség) szobol szarmazik.

Akinek felkeltettiik az érdeklodését a téma irant, az interneten
a ,,szamfogalom kialakulasa” cimsz6 alatt sok érdekességet talal.
llyen cim példaul: http://hu.wikipedia.org/wiki/Szam

2.3. dbra Két lab, két kéz

2.1. Természetes szamok

A0, 1, 2, 3, ... szamokat természetes szamoknak nevezzik.

= Atermészetes szamok egy targyalasi modja az Gn. axiomatikus
targyalasi mod, amely G. Peano (1858-1932) olasz matemati-
kustol szdrmazik. Az axiéma olyan kijelentés, amelyet nem bizonyi-
tunk, igazként fogadunk el. Eszerint a természetes szam, a zérus és a ra-
kovetkezés fogalma alapfogalom. Az 6t axioma koziil nézzlink négyet:
. AQtermészetes szam.
Il.  Minden n természetes szamhoz van egyértelmiien meghataro-
zott rakovetkez6 n' természetes szam.

I1l.  Nincs olyan n természetes szam, amelyre n’ = 0.
IV. Han'=m', akkorn=m.

Ha a, b és c tetszbleges természetes szamok, akkor fennallnak az alabbi :
miiveleti tulajdonsdgok: a é

wa+b=b+a,illetve a-b=b-a, tehat az 6sszeadas, illetve a szorzas
kommutativ, azaz az §sszeadas esetén a két tag, szorzas esetén a :

két tényezd felcserélhetd.
wa+((b+c)=(a+h)+c, illetve a-(b-c)=(a-h)-c, tehat az Ossze-

adas, illetve a szorzés asszociativ, azaz dsszeadas esetén a tagok,

Béarmely két természetes szam 6sszege és szorzata is természetes szam. w

szorzas esetén a tényezok tetszblegesen csoportosithatok.
w(a+b)-c=a-c+b-c, azaz a szorzas az 6sszeadasra nézve disztri-

butiv, a szorz6 tényez6 szétoszthatd a két tag kozott. & a
A természetes szamok korében végezhetlink kivonast is, pl. 15-8=7, de : a 6

az mar nem teljesiil, hogy barmely két természetes szam kiilénbsége termé- :

szetes szam, pl. a 3— 10 kulénbségnek nincs értelme a természetes szamok : | J
korében. Ez a gondolat vezet el minket az egész szamok halmazahoz. :24.abra23=32 Jeo0ce,
LJ L)
. 19 %
: [
L] [
° e
L] L]
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,—3,-2,-1,0,1, 2,3, ... szamokat egész szamoknak nevezziik.
Barmely két egész szam 0sszege, szorzata, killénbsége is egész szam.

‘ 4 ; ,»Kinaban a Kr. e. II-1. szazadban az els6fokt egyenletrend-
szerek egyttthatoi kdzott mar talalunk negativ szamokat is.
Az indiai matematikusok 500-900 tajan mar figyelembe vették a
negativ megoldasokat is. Eurdpaban aranylag késon jelentkeztek a
negativ szamok. A X11-XV. szdzadbeli italiai matematikusok a hiany
jelolésére kezdték hasznalni. Ebben az idében a viragzo kereskede-
lem és az egyenletek elméletének fejlodése siirgette az ,,0j” szamok
bevezetését. Cardano (1501-1576) olasz matematikus mar tekin-
tetbe vette, de fiktiv szamoknak nevezte éket. Stifel (14877—1567)
német matematikus, aki a masodfok( egyenletek megoldasat egy-
szerUsitette, a negativ szdmokat abszurd szamoknak nevezte. Még a
francia Viete (1540-1603) is elvetette a negativ szamokat, Descartes
(1596-1650) 1637-ben megjelent Geometria ciml konyvében még
hamis szamoknak hivta, de mar minden elGitélet nélkiil hasznalta
6ket.” (Sain Marton: Matematikatorténeti ABC)

2.5. dbra Adoslevél

l1.-.I.--rr-'=_j- ‘-:}
u .

zetése

Az Osszeadas és a szorzas — korabban mar emlitett — miiveleti tulajdon-
s&gai az egész szamok korében is érvényben maradnak.

9 900000000000000000000000000000000000000000000000000000000000700000000000000

1, 04l Végezziik el az alabbi miiveleteket! Figyeljiink a '
miveleti sorrendre! E
a)3—(-6)+7
b)5-7+8-12:6
€)8-(23-31)-5-3+(-16):(-4)

Megoldas:

a)3—-(6)+7=3+6+7=16
b)5-7+8-12-6=35+8-72=-29
c)8-(23-31)-5-3+(-16)-(-4)=8-(-8) - 15+ 64 =

=-64-15+64=-15
=)

‘ﬂ

) . i , , , 24

z egesz szamok korében végezhetiink osztast, pl. 24:3 = 3= 8.

zt is tudjuk, hogy ez nem minden esetben tehetd meg, mert pl. a
10 . .

10:23 =33 mar nem egész szam. Ahhoz, hogy ezt az osztast is elve-

gezhessuk, bdviteniink kell a szamfogalmat.

2.8. bra Viete
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2.3. Racionalis szamok

Az olyan szamokat, amelyek felirhatok % alakban, ahola, b€ Z és ;

b = 0, racionalis szamoknak nevezziik. Az E alakot tortszamnak

hivjuk, ahol a a tort szamlaloja, b a tort nevezéje.
Azt mar altalanos iskolaban is tanultuk, hogy a tortek nevezdjét és

szamlalojat is szorozhatjuk ugyanazzal a nullatol kiilonb6z6 szammal, 3

R . s 5 20
a tort értéke attol nem véltozik. Ez a tort bévitése, pl. 7= %8

Ha a tort szamlalojat és nevezdjét ugyanazzal a nullatol kiillonbozo

egész szammal osztjuk, feltéve, hogy mindkettének osztoja, akkor sem

véltozik a tort értéke. Ez a tort egyszeriisitése, pl. 120 _6 .

140 7

Atortek Gsszeadasanal es kivonasanal nagyon fontos a kozos ne- :

vezOre hozas. Megkeressiik azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely
mindegyik nevezdnek tobbszordse (azaz legkisebb k6zos tobbszordsét),

ez lesz a k6z0s nevezd, és ugy bovitjiik a torteket, hogy mindegyiknél ¢

megjelenjen ez a szdm. Az igy kapott torteknél 6sszevonjuk a szamléa-

16kat, és a kapott eredményt, ha lehet, egyszertsitjiikk. Lassunk erre egy ¢

példat!
5 7 3 25 28 9 25+28-9 44 11
12°15 20 60 60 60 60 60 15
A tortek szorzasanal a szamlalok szorzatat osztjuk a nevezdék szorza-
taval, ha lehet, egyszerisitiink.
12 7 127 14
518 518 15

Tortnek 0-tél kiillonboz6 torttel valé osztasanal pedig az osztandot :

megszorozzuk az 0szto reciprokaval.
113 114 1
8 4 813 26

A racionalis szamok tizedes tort alakban is felirhatok, példaul :

gz 0,625(), 171=1,57142é, %:1,16. A tizedes tort lehet véges,

mint példaul a 0,625, és lehet szakaszos végtelen tizedes tort, mint a §

1,571428 ésaz 1,16. Az utobbi kett6ébol az elso, tiszta szakaszos vég-

telen tizedes tort, a masik vegyes szakaszos végtelen tizedes tort. Ha a :

véges tizedes tortet ugy irjuk fel, hogy 0,6250, azaz a 0 ismétlodik, :
akkor azt is tekinthetjlik szakaszos végtelen tizedes tortnek. Ezek utan

nem meglepd, hogy be lehet bizonyitani az alabbi tételt.
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2.11. abra Fibonacci

2.12. &bra Simon Stevin

2.13. &bra Johannes Kepler

&
b

i T T T P T P T PP PP PP PP T PP rr ey

Tiétel Barmely racionalis szam felirhatd szakaszos vég- :
: telen tizedes tort alakban. ;

...................................................................................................

Az el6z6 fejezetben szoltunk arrdl, hogy a matematikaban vannak alap-
fogalmak, illetve definidlando fogalmak. Ezek mellett 1éteznek allita-
sok, melyeket ugyancsak két csoportra oszthatunk. Az egyikbe azok
tartoznak, amelyeket a tapasztalataink alapjan természetesnek vesziink,
elfogadunk, ezek az Ugynevezett alaptételek, vagy idegen széval axi-
omak. A mésikba tartoznak azok az allitdsok — az Ugynevezett tételek
— melyeket bizonyitunk, azaz mar ismert tételekre, fogalmakra, axio-
maékra vezetiink vissza, és azokbdl kiindulva helyes kdvetkeztetésekkel
megmutatjuk igaz voltukat. A tételek és azok bizonyitasa a matematika
fontos részét képezik.

Igaz az el6z6 allitas forditottja is.

............................................................................................

Tétel Barmely szakaszos végtelen tizedes tort alakban :
: felirt szam racionalis. 3

...................................................................................................

‘,"5"“, A tortek elsé nyomait a suméroknal és az egyiptomiaknal
taldljuk meg. Keletkezésiik nem az egész szdmok osztasara
vezethetd vissza, hiszen akkor még nem ismerték a mai értelemben
vett osztast, illetve szorzast. Torteket elészor a mérések soran kezd-
tek el haszndlni, igy jelent meg az egésznek a fele, az %. Az erre
hasznalt szavak a kiilonb6z6 nyelvekben a fél, half, halb, demi stb.
nem hozhatok kapcsolatba a kettd, two, zwei, deux szavakkal, tehat
nem a kettébdl szarmaztattak osztassal.

Hasonloéan alakultak ki az egy¢éb, tetszéleges nevezdjl, egy-
ségnyi szamlaloju tortek. Az ilyen, Ggynevezett torzstortekkel sza-
moltak az egyiptomiak. A tetszéleges szamlaloju tortek valoszinileg
elészor Babilonban jelentek meg. A gorogok is hasznaltak torteket,
de a jelélésmodjuk egy kicsit bonyolult volt. A mai formajuk (szam-
1alo, nevezd) a hinduktol szarmazik, de 6k még nem hasznaltak
tértvonalat, melynek megjelenése Leonard Pisano (ismertebb nevén
Fibonacci) nevéhez kothetd. A tizedes tortek a XVI. szazadtol valtak
altalanossa Simon Stevin (1548-1620) flamand mérndk munkassaga
nyoman. A tizedes vessz6t bizonyos forrasok szerint Johannes Kep-
ler (1571-1630) vezette be, mashol John Napier (1550-1617) skt
matematikusnak tulajdonitjak azt.

oo oo oo oo ececc0ceccccccccccs

2.4. Irraciondlis szamok, valés szamok

22
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Mar altalanos iskolaban is talalkoztunk a kor keriletének és terileté-
nek kiszamitasa kapcsan a 7 -vel. Ugyancsak el6keriilt a négyzetgyok-
vonas, és ennek kapcsan talalkozhattunk pl. a 2 négyzetgyokével is,
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a V2-vel. A 718l és a /2 -6l be lehet bizonyitani, hogy nem ra-

cionalis szamok. A nem racionalis szamokat irracionalis szamoknak :
nevezzilk. Az irraciondlis szamok halmazanak a jele: Q" (szokas :

még az | hasznélata is). Az irracionalis szamokrél meg lehet mutatni,

hogy felirhatok végtelen tizedes tort alakban. Ez a tizedes tort viszont :

mar nem lehet szakaszos tizedes tort, ezért az irracionalis szamok a
nem szakaszos végtelen tizedes tért alakban felirt szamok. A racio-

nalis és irracionalis szamokat egyiitt valds szamoknak nevezzilk, azaz :

a végtelen tizedes tort alakban felirhaté szamok a val6és szamok.
Irraciondlis szdmot mi is eldallithatunk konnyedén, csak arra kell to-
rekedni, hogy a felirt szam tizedes tort alakja ne legyen periodikus, pl.
0,208200820008200008... .

te: K= 2.r-, terillete: T=r%m

A val6s szamokat mar altalanos iskolaban is szamegyenesen szem- ¢

1¢ltettiik. Elkészitésénél az elsd 1épés, hogy egy egyenesen felvesziink
két pontot, ez a 0 és az 1, ezzel kijeldllnk egy iranyt is.

A szamegyenes pontjait és a val6s szamokat a lecke elején em- ¢

litett modon parba allithatjuk, azaz barmely val6s szamnak megfelel

egy pont a szdmegyenesen, valamint barmely pontnak megfelel egy :

valds szam, ¢és kiilonbozoknek kiilonbozdk felelnek meg. A 0 és az 1

felvételével egyértelmilen meghatarozzuk minden valos szam helyét a :
szamegyenesen. Az ezekkel kapcsolatos megfontolasok tdlmutatnak a :

kodzépiskolai tananyagon, ezért itt nem foglalkozunk velik.

@ J, p4l Az aldbbiakban az elsé leckében megismert jelo- :
: Tesekkel megadunk néhany halmazt. Fogalmazzuk meg szavakkal a i
i megadasi utasitast! Abrazoljuk szamegyenesen ezeket a halmazokat! : :

fa)A={x|-1<x<4ésxeR}b)B={x|2<x< 1ésxeR}
ic)C={x]0< x<3ésxeR} d)D={x|-3<x<lésxeR}

Megoldas:

a) A ={-1-nél nem Kkisebb, négynél nem nagyobb valés szamok} :

A szamegyenesen gy abrazoljuk, hogy a —1 és a 4 pontokhoz egy-egy
teli karikat tesziink, mig a kozottiik levo részt megvastagitjuk.

Az ily médon megadott szamok halmazat intervallumnak ne- :

vezziik. Mivel a —1 és a 4 is hozzatartozik a halmazhoz, ezért ennek a

halmaznak a pontos elnevezése: minusz egy, négy, mindkét oldalrdl :

zart intervallum, jelolése: [-1;4].
b) B = {-2-nél nagyobb, 1-nél nem nagyobb val6s szamok}

A szamegyenesen Ugy abrazoljuk, hogy a —2-hoz lres, az 1-hez teli :

karikat tesziink, ¢és a kdzottiik levd részt megvastagitjuk.

Az elnevezés: minusz kettd, egy balrél nyitott, jobbrdl zart inter- :

vallum, jel6lés: ]-2;1].
c¢) C ={0-nal nem Kisebb, 3-néal kisebb valds szamok}

A szdmegyenesen gy abrazoljuk, hogy a 0-hoz teli, a 3-hoz lres kari- :

kat tesziink, ¢és a kozottiik levd részt megvastagitjuk.

Az elnevezés: nulla, harom, balrél zart, jobbrol nyitott interval- :

lum, jel6lés: [0;3[.
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2.15. dbra Szamegyenes

— Pe———
-1 0 1 4

2.16. a) &bra [-1;4]

—_—
=2 0 1

¢ 2.16. b) abra]-2:1]

_——
0 1 3

¢ 2.16.c) abra [0;3[
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¢ d) D = {-3-nal nagyobb, 1-nél kisebb val6s szamok}
¢ Aszamegyenesen Ugy abrazoljuk, hogy a—3 és az 1 pontokhoz egy-egy
-3 U iires karikat tesziink, a kozottiik levo részt megvastagitjuk.

Az elnevezés: minusz harom, egy, mindkét oldalrol nyitott inter-
vallum, jelolés: ]-3;1][.

2.16.d) abra 1-3;1[

Q) Oldjuk meg!

1. Végezziik el az alabbi miiveleteket!
a) —12 + (-21) - (-3) +24:(-8)
b) [35—(-23) + (-45)]-[36 — 32 + 8 + (-2)- 6]
c) (—42)-[-12+ 31— (-6)]:[21 + (-6)]
2. Ot darab kettes szamjegy, a négy miiveleti jel és esetleg zardjelek felhaszndlasaval allitsuk eld az
els6 hat természetes szamot! (P1. ha —1-et szeretnénk eléallitani, akkor -1 =2:2-2+2-2))

3. Az alabbi miveletsorba zarojeleket irunk. Hanyféle kiilonb6z6 végeredményt kaphatunk?
2-4-6-8-10

4. Olvassuk ki az alabbi intervallumokat, és abrazoljuk azokat szamegyenesen!
A FL53] DILel 011235 904 O[S Hl-cod

5. Adjuk meg az intervallumra hasznalt jelélés felhasznalasaval az alabbi halmazokat! Abrazoljuk
azokat a szamegyenesen!
a) A = {ketténél nagyobb, nyolcnal nem nagyobb valos szamok }
b) B = {minusz haromnal nagyobb, hatnal kisebb val6s szamok}
¢) C = {nullanal nem kisebb, hétnél nem nagyobb val6s szdmok}
d) D = {minusz 6tnél nem kisebb, egynél kisebb valés szamok}

6. Egy szamsorozatban a masodik tagtol kezdve barmely szam kettdvel nagyobb, mint az eldtte allo
szam Otszordse. Hatarozzuk meg a sorozat elsé ot tagjat, ha a harmadik a 12!

7. Egy szamsorozatban a harmadik tagtol kezdve barmely szam harommal nagyobb, mint az elbtte
levé két szam szorzata. Mekkora az elso hat tag, ha a harmadik 9, a negyedik 30?

. . . oo . . . . ececcccccce

3. Muveletek racionalisiszamok&al

1, w3l Hatarozzuk meg az alabbi kifejezesek értéket, es
Tallitsuk novekvé sorrendbe!

ececoveoy,

1 E 1 51
11 5)(7 5] 2 4 g9 2
a)A [ +—] [———]—_;_ byp=18 12 9 2
4 8)(3 9) 3 15 11
: 4 9
17 17
: 5 4 1 5 4
6)C= === ) D=|l==—=
2 , 223 2, 233
! 10 10 .
Jeeoee, 31 abra Mi a koz6s nevezd? L P PSOS:
24 %
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Megoldas:
a) Eldszor végezziik el a kijelolt miiveleteket a zardjeleken beliil, a "5. %
tortek Osszevondsanak szabalyai alapjan! Ezutan vegyiik figyelembe, :
hogy az osztas és a szorzas magasabb rendli mtivelet, mint a kivonas €s
az Gsszeadas! Igy A-ra kapjuk, hogy

A=( 5 (7.5) 2.4 _(22,5)(2L 5) 215 _
4 8)13 9) 315 8 8J1L9 9) 3 4
2165 5 7
8 9 2 2 2
b) Végezziik el kiilon a szamlaloban és kiilon a nevezdben a kijeldlt
miveleteket!
Aszamlalo: 3
1,151 2 3 5 2 3 10_5 10_ 5 3.2. dbra Tortetés

+ .
18 12 92 36 36 18 36 36 36 36 36 36
11 9 4 5

A nevez0: ———=———
4 9 36 36 36
1,151 5
1 _18 12 9 2_ 36 __
lgy B= 7 ==L

4 9 36
c) A C kifejezés két tagbol all. Mivel az osztas magasabb rend(i miive-
let, mint a kivonas, ezért el6szor a masodik tagot hozzuk egyszer{ibb
alakra az alabbi modon!
17 17 17

5 .4 5 4 54171033

233 40 23'3 1773 517 4 2

10 10 10 10

v
c-1l__5 4. 1.3
2 , 2873 2 2
10

d) A D kifejezésben elészor a zarojelen beliili miiveleteket végezziik el,
utana az osztast! :

17 17 17
1 5 1 5 _1 5 117101 , 3
2 , 28 2 40 23 2 17 2 517 2 ° 2
10 10 10 10
igy D=—§:£=—§-§=—g,tehétD<C:B<A 3.3. dbra Melyik nagyobb? Talan
23 2 4 8 egyenlok?

: 7, valds Melyik nagyobb, az x vagy az y, ha tudjuk, hogy az
i Xxa 12-nek a 0,7 része, mig az y 0,7 része 5,882 1
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3.4. &bra Ebbdl kovetkezik. ..

pecee

©000000000000000000000000000000,

Je000e, 3O abra Nyari véasar
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Megoldas:

Mivel x a 12-nek a 0,7 része, ezért az x-et megkapjuk, ha a 12-t megszo-

rozzuk 0,7-del, igy x =12-0,7 = 8,4. Mivel az y-nak a 0,7 része 5,88, igy

azt a szdmot keressiik, amelyet 0,7-del megszorozva 5,88-at kapunk. Ez

aszam az 5,88 és a 0,7 hanyadosa. igy y = 5,88:0,7 = 8,4. Tehat x = y.
04l Hany szazaléka a k az x-nek, ha az alabbi harom :

allitas teljestil az x, y, « szamokra? :

i — Az x a 240-nek a 45%-a.

{ — Az y-nak a 125%-a 95.

—Aka %-nek az y%-a

Megoldas:

A szazalékszamitas nem mas, mint szazadrészekkel torténo szamo-
las. Az a szam, amelyet 100%-nak tekintiink az alap, ez az els6 esetben
a 240. Az a szam, amelyrél megnézziik, hogy az alapnak hany %-a,
azaz amelyet az alappal hasonlitunk 0ssze, a szazalékérték. Ez az elsd
esetben az x. Az a szam, amely megmondja, hogy a szazalékérték hany
szazaléka az alapnak, a sz&zaléklab. Ez itt a 45. Az alap, a szazalékér-
ték, a szazaléklab és a 100 kozott egy egyszer(i 6sszefliggés all fenn.
Ahényszorosa az alap a szazalékértéknek, annyiszorosa a 100 a szaza-
1éklabnak, vagyis hanyadosuk egyenld, azaz

alap : szazalékérték = 100 : szazaléklab.

Az x a 240-nek a 45%-a, igy 240:x = 100:45. Ebbdl x = 240-45:100
=240-0,45 = 108. Tehat egyszeriien X = 240-0,45 = 108.

A masodik allitds kapcsan a kovetkezd 0Osszefiiggést irhatjuk fel:
y:95=100:125.

Ebbély = 95-100:125 = 76.

A harmadik allitas alapjan a k a %:5 -nek az y%-a.

Roviden: k= %;5 0,76 = 81.

Jeloljlk a keresett értéket v-vel. Felirhatjuk, hogy 108:81 = 100:v, eb-
b6l v =100-81:108 = 75. Tehat a k az x-nek 75%-a.

21, 04l Egy butikban a nyéri ruhakat 60%-os haszonnal :
i "adjak el. Augusztus masodik felében nyari vésart tartanak, igy a ru- :
i hakra 30%-0s kedvezményt adnak. Hany szézalékos haszna van ek- :
: kor az tizlet tulajdonosanak? Legalabb hany szazal¢kos arleszallitas
i esetén nem lenne haszna az tizletvezetonek?

(&

Megoldas:

Legyen x a ruhdk beszerzési ara! Mivel az (izlet tulajdonosanak a ru-
hakon 60%-0s haszna van, ezért a beszerzési ar 160%-aért értékesiti a
¢ ruhédkat. Legyen az eladési ary! igy y = 1,6x.
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A nyari vasar idején ebbdl az arbol enged 30%-ot, ami azt jelen-
ti, hogy az (j &r az eladasi ar 70%-a. Ezt az arat jeloljuk z-vel. Tehat
z=0,7y. :
Ez alapjan z=0,7y=0,7-1.6-x=1,12-x. A nyari vasar idején az
tizletvezetonek 12%-o0s haszna van.

A masik kérdés egy kicsit nehezebb. Az el6z6 részbdl tudjuk, hogy :
az eladasi ar y = 1,6 x. Akkor nincs haszna az tizletvezetének, ha az ar-
leszallitas utani ar legfeljebb akkora, mint a beszerzési ar, azaz x. Tehat @
keressiik azt a szamot, amivel az eladasi arat megszorozva a beszerzési
arat kapjuk. Mivel y = 1,6x, ezért x = (1:1,6)y = 0,625y. Tehat legalabb
100 — 62,5 = 37,5%-0s arleszallitas estén nem lesz haszna az lzletve- :
zetének.

%ﬁ, 3, ualda Két testvér egy jatékot szeretne vasarolni. Az id6-
: sebbik havi zsebpenze a jaték aranak az = részével egyenld, a fia- : :

 talabbikeé a jaték aranak a 3 reszével. Mikor megveszik, dsszesen : :

1600 forintjuk marad. Mennyibe keriil a jaték? Mennyi pénze marad
i a gyerekeknek fejenként, ha a jaték arat megfelezték?

Megoldas:
Elészor szamoljuk ki, hogy kettdjiik zsebpénze egyiitt hanyszoro- $
sa a jaték aranak! Ezt megkapjuk, ha a megadott torteket dsszead-

. 5 2 15 14 29 .. 29 L8
juki =+—=—=—+4—=—, tehdt — szerese. EbboOl kovetkezik, &
7 3 21 21 21 21

8 -1
hogy a megmaradt 1600 Ft a jaték aranak a 21 része. lgy 2 resz ;

3.6. abra Azt megvehetjik!

200 Ft, azaz a jaték ara 200-21 = 4200 Ft. Ebb6l mar kiszamolhato
a testvérpar zsebpénze. Az idsebb 15-200 = 3000 Ft-ot, a fiatalabb :
14200 = 2800 Ft-ot kap havonta. Mivel ugyanannyit fizetnek a jaték 3
araba, ezért az idésebbnek 900 Ft-ja, a fiatalabbnak 700 Ft-ja marad.

i_"f 9,04l Egy osztaly tanuldinak egyhatod része nem tagja
: egyetlen szakkdrnek sem. A szakkorre jarok mindegyike pontosan : :
5 L ) . 1 . R
i egy szakkdrre iratkozott be, méghozza az E részik a matematika, :

harmaduk a fizika, a maradék 5 pedig a kémia szakkorre. Hany fos :
i az osztaly, és hanyan jarnak matematikdra? :
Megoldas:

Az elsé mondatbol kideriil, hogy szakkorre az osztaly othatod része

jar. Ennek a fele, vagyis az osztély %E :% része jar matematika- :

) .51 5 .
ra; harmada, tehat az osztaly —--=— része fizikara, a maradék; :

63 18 ¢ 3.7. &bra Kémiaszakkér J0%%%,
LJ L)
. 27 %
L[] [
. |
[ ] [
L] -«
.. ..
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azaz1 L 2 5 _36-6-15-10 % része, ami 6t didk, ké-

6 12 18 36

miara. Innen mar kdnnyen kapjuk, hogy az osztalylétszam 36 f6, és

36‘% =15-en jarnak matematika szakkorre.

Q) Oldjuk meg!

1. Végezziik el a kijeldlt miiveleteket!

13_ 9 3 1_; 2 1
o[- a2+ 252 5 0a g2 1354 5
5 3)(3 15 20) 29 3,1 12 4 1 4
4 5 5
2.Me1yik nagyobb?
4
a) = -nak a— része vagy 6,8-nek a 21%-a b) E-neka33°/ b-a vagy i, Q B_511
5 44 3°29°(12 185
3. Egy kert kerlilete 161 m. Mennyi drétkeritést kell venni, ha a vasarolt mennyiség 8%-at szamoljak
hulladékra?

4. A megtakaritott pénzem haromotdd részét 1 évre lekotottem, 25%-at utazasra kdltdm, a maradék
210000 Ft folyoszamlan van. Mennyi a megtakaritott pénzem? Hany forintot ktéttem le?

5. Egy medencét harom csdvon keresztiil toltenek meg vizzel. Az elsé csovon S perc alatt 83 liter viz
folyik a medencébe, a masodik csdvon 6 perc alatt ennek a 120%-a. A harmadik cs6 keresztmetszetén
egy perc alatt annyi viz aramlik at, mint a masik kett6 keresztmetszetén egyiitt ugyanennyi ido alatt.
a) Mennyi viz folyik be a medencébe a harmadik cs6von keresztiil 10 perc alatt?

b) Hany literes a medence, ha 15,5 6ra alatt telik meg?

6. Andras, Béla és Csaba nyaron munkat vallaltak, 6szibarackot sziireteltek. Andras napi teljesitménye
Béla napi teljesitményének a 85%-a. Andras és Csaba napi teljesitménye egyiitt 80%-kal tébb, mint
Béla napi teljesitménye.

a) Mennyi Béla napi teljesitménye, ha Csaba¢ 152 kg?
b) Hany szazalékkal nagyobb Csaba napi teljesitménye, mint Andrasé?

7. Egy szdmsorozatban minden szdm 30%-kal kisebb, mint az el6tte all6 szdm kétszerese. Mennyi a
sorozat els6 6t eleme, ha a harmadik 490?

8. A 30 f6s 9. A osztalyban orvosi vizsgalatot tartottak. Mikor kiszamoltak az osztaly atlagos testma-
gassagat, kideriilt, hogy az egyik fil testmagassagat 176 cm helyett 167 cm-nek irtak. Mennyi lett
modositas utan az osztaly atlagmagassaga, ha eredetileg 168,7 cm-t szamoltak?

9. Elolvastam egy konyv negyedrészét és még 20 oldalt. Hatra van még 8 oldal hijan a kényv kéthar-
mad része. Hany oldalas a konyv?

10. Egy vallalat 01j igazgatot kapott, aki miikodését azzal kezdte, hogy a dolgozok szamat megnovelte az
otodevel, majd felvett 15 embert. Fél év malva elbocsatotta a dolgozok 20%-at. Mivel kaptak egy
komoly megbhizast, ezért felvett 42 munkast. Egy évre ré takarékossagi okok miatt kénytelen volt
elbocsatani a dolgozok harmadat. A végén 100 alkalmazottja maradt. Hanyan dolgoztak a véllalat-
nal az 01j igazgatd megérkezése el6tt?
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4. A részhalmaz fogalma, jelolesek;elneyeZEsEn

A szamhalmazokrol tanultak alapjan nyilvanvalo, hogy a természetes sza-

mok halmazénak barmely eleme eleme az egész szamok halmazanak is, :

de az egész szamok halmazanak nem minden eleme van benne a természe-

tes szamok halmazaban. Ez alapjan egy olyan kép alakulhat ki benniink, ¢
hogy a természetes szamok halmaza része az egész szamok halmazanak. :

Ennek kapcsan bevezetlink egy Uj fogalmat, a részhalmaz fogalmat.

w Dzilnfao Adottaz A és a B halmaz. Ha az A halmaz minden : :
: eleme a B halmaznak is eleme, akkor az A halmazt a B halmaz resz—
halmazanak nevezzik.

: Jel6lés: A C B. (Kiolvasas: A halmaz részhalmaza B halmaznak.)
Jeldlésekkel: Ha minden x € A esetén x € B, akkor A C B.

.
...................................................................................................

Az 1j jelolés segitségével a szamhalmazok kozott a kdvetkezo kapceso- g

latot irhatjuk fel: NCZ CQ CR. Ezt szemléltethetjiik halmazabrak,

ugynevezett Venn-diagramok segitségével. A halmazokat egy-egy kor, ¢

ellipszis, téglalap vagy valamilyen sikbeli ponthalmaz szimbolizalja, és
ezek segitségével jelenitjiik meg a halmazok koz6tti kapcsolatot.

‘, e " 1880. juliusaban jelent meg John Venn-nek az a cikke, amely-
ben eldszor szerepelnek a rola elnevezett diagramok. Késébb

a Szimbolikus logika (1881) cimli miivében tokéletesiti jelolésrend-
szerét, amely fontos szerepet jatszik miiveiben.

1.3k Legyen az A={2k|4<k<10 és keN} és |

Abrazoljuk mindkét halmazt Venn-diagramon! Milyen kapcsolat all
i fenn az A és B halmaz kozott? '

Megoldas:

Az A ={10;12;14;16;18} és B = {10;12;14;16;18}. Tehat a két halmaz- :

nak ugyanazok az elemei, azaz A=B.

?’2\

Természetesen teljesul az is, hogy az A minden eleme eleme a B-nek is, ¢
azaz A C B, és az is, hogy a B minden eleme eleme az A-nak is, azaz

B C A. Be lehet bizonyitani az alabbi tételt.

............................................................................................

= {10 + x | x€ {0;2;4;6;8}}! Adjuk meg a két halmaz elemeit! : :

2 4.1, 4bra John Venn (1834-1923)

42 4braNCZCQCR

A
10 12
14 16
18
4.3. dbra

A={2k|4<k<10éskec N}

Tétel Ha A, B tetszéleges halmazokra teljesiil, hogy
A B, akkor AC BésB C A.

g
...................................................................................................
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B
10 12
14 16
18

4.4, abra

B ={10 + x| x€{0;2;4;6;8}}

29
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Igaz a megforditasa is.

................................................................................

Ha A, B tetszéleges halmazokra teljesiil, hogyé
:ACBésB C A, akkor A =B. :

...................................................................................................

Az el6z6ek alapjan bevezetjiik a valddi részhalmaz fogalmat.

Usilnids Az A halmaz a B halmaz valodi részhalmaza,
i ha az A részhalmaza B-nek, de nem egyenld vele. Jelolés: A C B. :

i (Kiolvasas: A halmaz valddi részhalmaza B halmaznak.) E
i Jelolésekkel: Ha A C B és A = B, akkor A C B.

...................................................................................................

Ezalapjan: NCZCQCR.

¢ Arészhalmaz definiciojabol kovetkezik, hogy barmely halmaz rész-
: halmaza 6nmaganak (A C A), valamint az iires halmaz barmely
halmaznak részhalmaza (o C A).

Mivel a természetes szamok halmazénak minden eleme eleme az egész
¢ szdmok halmazénak, és az egész szamok halmazanak minden eleme
¢ eleme a racionalis szamok halmazanak is, ezért a részhalmaz definicio-

¢ ja alapjan a természetes szamok halmaza részhalmaza a racionalis sza-

4.5. 4bra Gonvill and Caius College
(Cambridge) épuletének egyik ab-
laka. John Venn itt végezte kozép- ¢
iskolai tanulményait 5 mok halmazanak. Ez az 0sszefliggés a részhalmazfogalom egy fontos

: tulajdonsaga, amit altalanosan az alabbi médon fogalmazhatunk meg
: jeldlésekkel.

Tétel Legyen az A, B, C halmaz olyan, hogy A C B és
C, ekkorA C C. :

.................................................................................................

10000000 pgen

. 7,04l Legyen az A= {a harom testér}! Hatdrozzuk meg :
i az A halmaz 0sszes részhalmazat! '

-~

w Miel6tt foglalkoznank a feladat matematikai tartalmaval, te-
gylink egy kis irodalmi kitér6t! A harom testdr cimii regény
Alexandre Dumas (1802-1870) francia iré romantikus kalandregé-
nye, amely a XVII. szazad elején, XIII. Lajos uralkodasa idején jat-
szodik. A harom testdr: Athos, Porthos és Aramis, akikhez negyedik-
ként csatlakozik D’Artagnan. A késébbiekben 6t is testérré avatjak.
A mii annak idején akkora sikert aratott, hogy két folytatas is kovette:
a Husz év malva, majd a Bargelone vicomte, mely utébbi mar XIV.
Lajos, a Napkiraly uralkodasanak elso éveit eleveniti meg. Izgalmas

olvasmanyok, melyet mindenki szamara jo6 szivvel ajanlunk.
Megjegyezziik, hogy ebben a korban élt egy méltan hires fran-
cia matematikus, fizikus Pierre Fermat (1601-1665), akinek a nevé-

vel még tobbszor talalkozunk.

4.6. abra A regénybdl késziilt
filmvaltozat is
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Megoldas:
Eldszor adjuk meg a halmaz elemeit: A = {Athos(At.); Porthos(Po.);

Aramis(Ar.)}. Ha olyan problémat oldunk meg, akar a hétkdznapi élet- ¢

ben is, ahol fel kell sorolnunk adott tulajdonsaggal rendelkezé objek-
tumokat, célszerd olyan modszert kdvetni, amely alapjan kénnyen tud-

juk ellendrizni, hogy kihagytunk-e valamit a felsorolasbdl vagy sem. :

Most célszerii az elemszamok alapjan szamba venni a részhalmazokat.

A korabbiak alapjan az Ures halmaz részhalmaza A-nak. Az egyelem :
részhalmazok: {At.}, {Po.}, {Ar.}. Kételemii részhalmazok: {At.; Po.}, }

{At.; Ar.}, {Po.; Ar.}. Haromelemi részhalmazbdl csak egy van, az A
halmaz. Igy az A halmaz 6sszes részhalmazanak a szdma: 8.

Legyen B = {a négy testér}! Hatarozzuk meg a

'\-\'_.-r- .
\%—i, Sapelda P
i B halmaz 0sszes részhalmazat! Keressiink kapcsolatot egy halmaz :

i elemszama és részhalmazainak a szama kozott!

Megoldas:

A B halmaz elemei: B={Athos(At.); Porthos(Po.); Aramis(Ar); :

D’Artagnan (D.)}. Az nyilvanvald, hogy A C B, ezért a kordbbiak alap-
jan A osszes részhalmaza részhalmaza B-nek is. Ez eddig 8 részhalmaz,

melyeket az el6z0 feladatban mar felsoroltunk. Vegyiik észre, hogy ezek ¢

és csak ezek a részhalmazok nem tartalmazzak D.-t! Most hatarozzuk
meg azon részhalmazokat, amelyeknek eleme D.! Kdvessiik az el6z6

feladatbeli logikat! Egyelem(i halmaz: {D.}. Kételemii halmaz:{D.; :

At.}, {D.; Po.}, {D.; Ar.}, amelyeket megkaphatunk az el6z6 feladat-

beli egyelemii részhalmazokbol, ha mindegyiket kételemtivé egészitjiik :
ki D. hozzavételével. Haromelemii halmazok: {At.; Po.; D.}, {At.; Ar.; $

D.}, {Ar; Po.; D.}, amelyeket az el6z6h6z hasonlé modon kapunk a 2.

példabeli kételemi részhalmazokbol. Négyelemi halmaz: {At.; Po.; Ar.; $

D.}, amelyet az A halmazbdl kapunk D. hozzavételével. Ez Gjabb 8 rész-
halmaz, tehat a B halmaznak 6sszesen 2 -8 = 16 részhalmaza van.

4.

~ & Vegyiik észre!

A 8is, és a 16 is kettShatvany, 8 = 2° és 16 = 2*. Lattuk, hogy
egy haromelemii halmaznak 2%, egy négyelemii halmaznak 2* darab
részhalmaza van. Igy arra gondolhatunk, hogy egy n elemii halmaz

részhalmazainak a szama 2"

Tehat az 0j elem hozzavételével megkétszerezodott a részhalmazok @
szama. A kétszerez6dés ténye fliggetlen attol, hogy hany elemii halmaz-
hoz vettiik hozza az Uj elemet. Felhasznalva ezt a tényt és azt, hogy az
tres halmaznak egy részhalmaza van — 6nmaga —, be lehet bizonyitani :
az alabbi allitast.
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4.7. dbra Pierre Fermat

B azon részhalmazai, melyek
nem tartalmazzak D.-t

1] {At}
{Po.} {Ar.}
{At.; Po.} {At.; Ar.}
{Ar.; Po.} {At.; Po.; Ar.}

B azon részhalmazai, melyek
tartalmazzak D.-t

{D} {D.;At}
{D.; Po.} {D.; Ar.}
{D.;At;Po.} {D.At;Ar}
{D.; Ar.; Po.} {D.; At,; Po.; Ar.}

4.8. dbra Rendszerezés
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Q) Oldjuk meg!

1. Legyen K = {a negyvenotnél kisebb, hisznal nagyobb egész szamok}, L ={10x+y | x—-y=1és
y€{1,2,3}}! Adjuk meg a két halmaz elemeit! Abrazoljuk a két halmazt Venn-diagramon! Milyen
kapcsolat van a két halmaz kdzott?

2. Az alabbi halmazok kozétt vannak olyanok, amelyek kéziil az egyik részhalmaza a masiknak. irjuk
fel ezeket a kapcsolatokat!
a) A = {péaros szamok}, B = {12 pozitiv tébbszorosei}, C = {0}
b) T = {trapézok}, D = {deltoidok}, R = {rombuszok}
¢) T = {trapézok}, P = {paralelogrammak}, Q = {téglalapok}, N = {négyzetek}
d) C = {Csongrad megye varosai}, M = {Magyarorszag telepulései}, L = {Szeged, Mako, Hodmez6-

vasarhely, Oroshaza, Debrecen}

3. Legyen H = {egyjegy pozitiv paratlan szamok}! Hany olyan részhalmaza van, amelynek a 3 és az
5 koziil legalabb az egyik eleme?

4. Legyen A= {5k - 2|2 <k <8és ke N} Fogalmazzuk meg szavakkal az A halmaz megadasi uta-
sitasat! Adjuk meg az A halmaz harom- illetve kételem{i részhalmazait!

5. Az alabbi intervallumok kozott talalunk-e olyat, amely valamelyik masik itt szerepld intervallum-

nak a részhalmaza? Ha igen, irjuk fel azokat részhalmazjel6léssel!
a)[-1;3]  b)]-L4] ) [0623[  d)]-2;3]  e)[0;2008]

5. Muveletek halmazok'kozZott

.J |, 0dlds Legyen az
i U={x|x<20 és xeN}, A={a 20-nal kisebb pimszamok}, :
i B={6k+1|k<4éskeN} Adjuk meg a halmazok elemeit felso- :
 rolassal! Abréazoljuk a halmazokat Venn-diagramon! :

ececcosons,

Megoldas:
Az U halmaz elemei a 20-nal kisebb természetes szamok, azaz U = {0;
¢ 1;2;3; ...;19}. Az A halmaz elemei: A={2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19}.
A B halmaz elemei azok a 19-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok,
: melyek hatos maradéka 1, igy B = {1; 7; 13; 19}. Készitstik el a Venn-
04689 ¢ diagramot!

10 12 14 15 16 18

5.1. dbra Az 1. példa Amikor halmazokkal dolgozunk, akkor a vizsgalt halmazok mind egy
¢ ,nagy” halmaznak a részhalmazai. Ezt a halmazt alaphalmaznak,
¢ vagy univerzumnak nevezziik. Az el6z§ példaban az alaphalmaz az U
halmaz. Az univerzumot éltalaban is U betiivel jeloljiik.

o000, 5.2.abraUniverzum (reszlet) :
.. ..
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5.1. Unidképzés

%‘;—é, 2,03l Az elsé példaban szerepl6é alaphalmaz elemeibdl
i hatarozzuk meg azon elemek halmazat, amelyek primszamok, vagy :
i hatos maradékuk 1! :

Megoldas:

A mondatban szerepld vagy kotészo értelmezése szerint az U elemei @

kozll azon elemek halmazat keressiik, amelyekre a két feltétel kozul

legaldbb az egyik teljestl. A keresett halmaz: {1; 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; ¢
19}. Tehét a keresett szdmok pontosan azok, amelyek az A, ill. a B hal- ¢

maz kozil legalabb az egyiknek elemei. Az igy kapott halmazt az A és

B halmaz uniojanak (egyesitésének) nevezzik, és A U B (olv.: A uni6 :

B) szimbdélummal jel6ljik.

W Dailnfdd  Két halmaz uni6ja vagy egyesitése azon elemek hal-

©maza, amelyek a két halmaz kozl legalabb az egyiknek elemei.
i Jelolés: A U B (A unio B).
: Matematikai jelolésekkel leirva: AUB = {x| X€ A vagy X B}.

...................................................................................................

'ﬂ-'?-' 4, 03l Abrazoljuk szamegyenesen az alabbi halmazokat, :

: €s hatarozzuk meg azok uniojat!

fa)L={x|-1<x<3ésxe R} N=[2;4]

i b) C = {minusz 6tnél nem kisebb negativ valds szamok}, D =]-1;1]
L ¢)F={1},G=]13]

Megoldas:

a) Az L halmaz intervallumos jeléléssel: L=]-1;3]. igy az L és az N $

halmaz a szamegyenesen: 5.4. abra.

Az &brérol konnyen leolvashat6 a két halmaz unigja: LUN=]-1;4][, :

azaz a —1, 4 mindkét oldalrél nyitott intervallum.

b) A C halmaz az intervallumokra tanult jeloléssel: C = [-5; O[. A két :

halmaz a szamegyenesen: 5.5. abra.
Az abrérdl most is leolvashaté a két halmaz unigja: C U D=[-5; 1].

c) A két halmaz unigja: F U G =[1; 3].

‘:;ﬁ
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5.3. dbra Két halmaz unigja

55.4braC UD

&
1

-1 0

56.abraF UG

S
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5.7. abra Harom halmaz unidja

halmaz esetén: harom halmaz lllllO_]a azon elemek halmaza, amelyek
a harom halmaz kéziil legalabb az egyik halmaznak elemei. Jelolés:
AUBUC.

Szemléltetése Venn-diagramon: 5.7. ébra.

Az unié mint halmazmiivelet definiciobol kovetkez6 tulajdonsagai tet-
sz6leges A, B, C halmazokra:

W AU B =B U A (kommutativ miivelet);

% AU (BUC)=(AUB) U C (asszociativ miivelet);

WAUA=A;

wWAUQZ=A

5.2. Metszetképzés

5.8. abra Két halmaz metszete

—_—_

-1 0 1 2 3 4

5.9. &bra 5. a) példa

[c] [2]

S0,

-5 -1 0 1

5.10. &bra 5. b) példa
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Megoldas:

A feladatot ugy is megfogalmazhatnank, hogy az alaphalmazhol azon
szamok halmazat keresstik, melyekre teljestl, hogy primek és a hatos
maradékuk 1. Az és ko6tdszo értelmezése szerint a két tulajdonsagnak
egyszerre kell teljesllnie. A keresett halmaz: {7; 13; 19}. Ennek a hal-
maznak pontosan azok a szdmok az elemei, amelyek az A és a B halmaz
mindegyikének elemei. Ezt a halmazt az A és B halmaz metszetének
nevezziik, és A N B (olvasd: A metszet B) szimbolummal jel6ljik.

.............................................................................................

...................................................................................................

SHpPEIda
Mmetszetét!

Hatarozzuk meg a 3. példaban szereplé halmazok

Megoldas:

a) Az 5.9. &brérdl leolvashatd, hogy L N N =[2;3].

b) Az 5.10. abrardl leolvashatd, hogy C N D =]-1;0[.

c) Az F={1} és G =]1,3], tehat a két halmaznak nincs kdzos eleme.
Ekkor a két halmaz metszete Ures halmaz, azaz F N G = &. Ha két hal-
maz kozott ilyen kapcsolat all fenn, akkor a két halmazt diszjunktnak
nevezzuk.
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W Uzilniadd  Két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemuk
az metszetik res halmaz. Jeldlés: AN B = @. 5 :

...................................................................................................

Ertelmezhetjilk harom, négy, 6t, stb. n do halmaz metszetét is. Példaul :

harom halmaz esetén:

harom halmaz metszete azon elemek halmaza, amelyek mindha- : ) .
¢+ 5.11. abra Diszjunkt halmazok

rom halmaznak elemei. Jelolés: AN B N C.
Szemléltetése Venn-diagramon: 5.12. abra.

A metszet mint halmazmiivelet definiciobol kovetkez6 tulajdonsagai :

tetsz6leges A, B, C halmazokra:
% AN B=BnN A (kommutativ miivelet),
% AN (BN C)=(AnNB)N C (asszociativ miivelet),

wWANA=A,
WANgo=0.
5.3. Kiilonbségképzés

‘%’ 9,04l Az 1. példaban szerepl6 alaphalmazbol hatarozzuk :

: Teg azon primszamok halmazat, amelyek hatos maradéka nem 1!

Megoldas:
A keresett szamok az A halmaznak elemei, de a B-nek nem. Ezt a hal-

mazt A kiildnbség B halmaznak nevezziik és A\ B (olvasd: A killénbség :

B) szimbolummal jel6ljiik. Tehdt A\ B ={2; 3; 5; 11; 17}.

ﬂ Dgilfdd Az A és B halmaz kiilonbsége azon elemek hal- : i
za, amelyek az A halmaznak elemei, de a B-nek nem. Jeloles

A\ B (A kiilonbség B).
3 i Matematikai jelekkel: A\ B ={x|x € Aésx ¢ B}.

...................................................................................................

i halmazok esetén az alabbi miiveletek eredmény¢t!
ia)N\L b)C\D c)F\G

Megoldas:

Hasznéljuk fel a 3. és 5. példa megoldasaban szerepld abrakat és a kii- :

V4

a) N\ L =13:4 b) C\D = [-5:1]

E‘é\

) F\G={1}
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: 5.13. 4bra Az A\ B szemléltetése

Venn-diagramon

3 4

¢ 5.14. dbra]3;4[
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A Kkiilonbség mint halmazmiivelet definiciobol kovetkezo tulajdonsa-

gai tetsz6leges A halmazra:
IWA\A=g,
IMA\G=A,
i wg\A=2.

5.4. Komplementer halmaz

oo oo oo oo . oo oo oo oo eeececcccee

: 9, valdz Az 1. példaban szerepld alaphalmazban adjuk meg
: ‘azon szamok halmazat, melyek nem primszamok! =

: Megoldas:

¢ Mivel az A halmaz az 1. példaban a primszamok halmaza, ezért a meg-
oldas az alaphalmaznak azon részhalmaza, amelynek elemei az A-nak
¢ nem elemei. Ezt 4gy adhatjuk meg, hogy U\ A={0; 1; 2; 4; 6; 8; 9; 10;
12; 14; 15; 16; 18}. Mivel az A halmazt ez a halmaz egésziti ki az U
: halmazza, ezért az A halmaz kiegészité vagy komplementer halmaza-
: nak nevezzik.

..............................................................................................

F Usilnfdd  Adott az U alaphalmaz, amelynek az A halmazE
részhalmaza. Az U \ A halmazt az A halinaz komplementer halma-
: zanak nevezziik. :
i Jeloles: A (A komplementer halmaza).

...................................................................................................

5.15. abra Komplementer halmaz

$90000000000000000000009

Szemléltetése Venn-diagramon: 5.15. abra.

ﬂ 3 .5; 9, ualdzs Hatarozzuk meg az A halmaz komplementerét a
i ‘megadott U alaphalmazra nézve!
i) A=N,U=Z b)A=Q,U=R
i c)A=R,U=R d) A=[-2:1[, U=[-3:2[
¢ Megoldas:
a) Alkalmazzuk a komplementer halmaz definicidjat! Ez alapjan

:{ A=U\A=Z\N. Ez azt jelenti, hogy az egész szamok halmazabdl
¢ elhagyjuk a természetes szamok halmazat. Ezzel a negativ egész szé-

mok halmazat kapjuk. Tehat A=Z\N=7".

: b) Természetesen itt is a definiciét alkalmazzuk. fgy A=U\A=R\Q . Eb-
ben az esetben azt a halmazt keressiik, amely a racionalis szamok hal-
¢ mazat kiegésziti a valds szadmok halmazavd, ez az irracionélis szamok

halmaza. Tehat A =Q".

¢ ¢) Az el6z6 megfontolasokat alkalmazva kapjuk, hogy A=R\R . Ez
a nemnegativ val6s szamok halmaza, amelyet Ugy is jelélhetlink, hogy
R* U{0} vagy R;.

(6]

16. abra Z"=Z\N

R |

o®®%%e, 5.17. abra Q*=R\Q
36
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d) Abréazoljuk szamegyenesen a megadott intervallumokat!
A keresett halmaz az 5.18. abrardl leolvashato.

A=[-3;2[\[-2; 1[ = [-3; -2[ U [1; 2[

.-f{ 10, u2lcl Hatarozzuk meg az alabbi halmazokat, ha az alap- :

i halmaz U, és A részhalmaza U-nak!

Megoldas:
Mindhéarom esetben hasznaljuk a definiciot és a kiilonbségképzés tulaj-
donsagait, ha sziikséges!

a) U=U\U=2,a kiilonbségképzés elsd miiveleti tulajdonsaga alap-

jan.

b) A=U\A=U \(U\A), azaz az U halmazhdl kivonjuk az A hal-

maz komplementer halmazat, vagyis az A-t kapjuk. Tehat az A halmaz
komplementer halmazanak a komplementer halmaza az A halmaz.

c) @ =U\D=U, felhasznaltuk a kiilonbségképzés masodik miiveleti
tulajdonsagat.

5.5. Halmazok Descartes-szorzata (Kiegészité anyag)

usldz Legyenaz A ={1; 2; 3} és B = {4; 5}. Hany darab
olyan kétjegyli szam képezhetd, amelynek az elsé szamjegye az A,

i a masodik szamjegye a B halmazbol val6? Adjuk meg ezeket a sza- : :

: mokat!

Megoldas:
Mivel az els6 szamjegyet harom szam koziil valaszthatjuk, a méasodikat

pedig kettd koziil, igy 6sszesen 6 db ilyen szam képezhetd. Ezek: 14, g

15, 24, 25, 34, 35.

Ezt a problémat felfoghatjuk Ggy is, mintha Ggynevezett rendezett

szdmpdrokat képeznénk, melyeknek az elsé tagjat az A, a masodikat :

a B halmazbol vennénk. A rendezett parokat az alabbi moédon jeléljik:
(1, 4),(1;5),(2:4),(2,5), (3:4), (3; 5).

Az ezekbdl a rendezett parokbol képezett halmazt az A és B hal- :

maz Descartes-szorzatanak vagy direkt szorzatanak nevezzik. Jel6lés:

A x B (olvasd A kereszt B). Tehat A x B ={(1; 4), (1;5), (2; 4), (2;5), :

(3:4), 3;9)}
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5.18.abra A=[-3;-2[U[1; 2[

:5.19.4bra A=U\(U\A)=A

5.20. abra René Descartes

(1596-1650) francia filozofus,
matematikus, fizikus. Bovebben:
¢ http://hu.wikipedia.org
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Az A és B halmazok direkt- vagy Descartes-szor-
fzatan az 0sszes olyan (a; b) rendezett parok halmazat értjiik, me- :
i lyekre ac A és b € B. A rendezettség azt jelenti, hogy a paron beldl :
i az A elemét tekintjiik elsének, a B elemét méasodiknak. ]
i Jeldlés: A x B (olvasd A kereszt B).

: Roviden: A x B={(a; b) |acA, beB}.

...................................................................................................

Q) Oldjuk meg!

1. Hatarozzuk meg az A N B, AU B, A\ B, A halmazokat! (Ha szlkséges, hasznaljunk internetet!)

a) A = {30-nal kisebb kétjegyli pozitiv paros szamok}, B = {3k |3 <k <10éske N} U ={x|x<30
ésxe N}

b) A = {az érettségi sz6 betlii}, B = {a vizsga sz0 betlii}, U = {a magyar 4bécé}

c) A ={a szazezernél nagyobb lélekszdm0 magyar varosok}, B = {a magyar megyeszékhelyek},
U = {megyei jogl magyar varosok}

d) A = {szdmjegyek}, B = {egy dobdkockaval dobhaté szamok}, U ={10-nél kisebb természetes
szamok}

e)A={6j+2]|0<j<10ésje N}, B={aharom hatvannal kisebb pozitiv tébbsztrosei}, U = {az
59-nél nem nagyobb természetes szamok}

f)A=[-4;3],B=]-1;4], U=[-5; 9]

g) A= {Ady Endre sziiletési évszamaban el6forduld szamjegyek}, B = {Vorosmarty Mihaly szi-
letési évszamaban eléforduld szamjegyek}, U = {a XIX. szdzad Osszes évszamaban el6fordulo
szamjegyek}

2. Legyen A={1;2;3;6; 7}, B={2;5;7; 9; 10}, U ={1; 2; 3;...; 10}! Abrézoljuk Venn-diagramon
az A, B és U halmazt! Hatarozzuk meg az alabbi halmazokat!

a)A\B b)BnNB C)(AUB)\A d)AUB\A) e)U(AUB) f)(U\A)NB

g AnB h)y(AnA)B i)AN(A\B) j)(A\U)ynB k)Bnu ) AA\B  m) AUB

3. Legyenaz A={0; 2; 4; 6; 8; 10}, B={2; 3; 4; 7; 8; 10}, C={0; 1; 3; 4; 5; 7; 9}! Hatarozzuk meg
az alabbi halmazokat! Abrazoljuk Venn-diagramon a halmazokat! Melyek egyenlék ezek koziil a
halmazok koziil? (A kapott egyenldségek altalanosan is teljestilnek, ezek a miiveletek disztributiv
tulajdonsagai.)
a)(ANB)UC b)(AUB)NC c¢)(AnC)u(BNC) dy(AUC)N(BUC)

4. Legyen A ={10; 15; 16; 18; 19}, B ={10; 11; 14; 15; 17; 19}, U ={a 10-nél nem kisebb, 20-nal
kisebb pozitiv egész szamok}! Hatarozzuk meg az alabbi halmazokat! Abrazoljuk Venn-diagramon a
halmazokat! Melyek egyenlék ezek koziil a halmazok koziil? (A kapott egyenldségek altalanosan is
teljestilnek, ezek a De Morgan-azonossagok.)

a) AnB b) AUB c) AUB d) AnB

5. Hatarozzuk meg az A és B halmazokat, ha tudjuk, hogy
a)AUB={2;3;4;5;6;7, 10}, A\B={2; 3}, An B={4; 10}!

b) A U B = {10-nél kisebb pozitiv egész szdmok}, (AU B)\ (AN B) ={1; 2; 9}, A\B = {1}

6. Hatarozzuk meg az A, B, C halmazokat, ha az alébbiak teljestlnek: AU B U C = {10-nél ki-
sebb pozitiv egész szdmok}, (ANB)\C={2; 3}, (A\B)nC={4}, (C\A)Nn(B\A)={6},
ANBNC={5;7}|Cl=4,|A =5!

7. Adjuk meg az A x B halmaz elemeit, ha A ={1; 2; 3; 4} és B = {3; 4; 5}!

»
»
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EE 1, 04l Bgy 28 fés osztaly az egyik osztalykirandulas al-
i kalmaval tejivoban vacsorazott. Tizen ettek lekvaros palacsintat, :
i tizenhatan kakaosat, és oten mindkeét fajtabol fogyasztottak. Akik : g
i nem akartak palacsintat vacsorazni, omlettet kértek. Hanyan ettek :
i csak egy fajta palacsintat? Hanyan ettek omlettet? :

Megoldas: Y L

Az alaphalmaz az osztalyba jaro tanuldk halmaza, ennek az elemszé- Ve e b
ma 28. Legyen K azon didkok halmaza, akik ettek kakads palacsintat,
L azon didkok halmaza, akik ettek lekvaros palacsintat! A K halmaz :
elemszdma |K| = 16, az L halmazé |L|=10. Mivel 6ten ettek mindkét faj-
tabol, ezért csak kakads palacsintat 16 —5 = 11 6 vacsorazott, és csak :
lekvarosat 10 — 5 =5 f6. fgy csak egyik fajtat 16-an ettek. Tehat a pa-
lacsintat vacsorazdk szama, azaz akik legalabb az egyik fajtabdl ettek:
5+5+11=21

Ez a KU L elemszdma.

Mivel az osztaly 28 {6s, ezért 28 — 21 = 7 tanuld evett omlettet.

ﬁ

Most adjuk dssze az L és a K halmaz elemszamat! Ekkor kapjuk, hogy :
IK| + |L| = 16 + 10 = 26, ami 6ttel t6bb, mint azok szama, akik legalabb
az egyik fajta palacsintabdl ettek, azaz mint a K U L elemszédma. Vajon
mi ennek az oka? Készitslink egy halmazabrat, ahova beirjuk az egyes ¢
elemszdmokat!

Ha 0sszeadjuk a K és az L elemszamat, akkor a metszetben levé
elemeket kétszer szamoljuk, ezért lesz Gttel tobb a |K|+ [L|, mint a :
|[K U L. Ezt figyelembe véve mar konnyedén felirhatjuk a két halmaz
uni6janak elemszamat, a két halmaz elemszama és a metszet elemsza- :
ma segitségével.

6.1. dbra Vacsora a tejivoban

6.2. abra A Venn-diagramon sze-
IKUL[=[K]+[L| - KL replé szamok az egyes halmazok
Ez a két halmazra felirt logikai szita formula. ¢ elemszamat jelentik

j-?-' 2, 04l Egy osztaly tanuléinak 60%-a kozepesnél nem : :
i Tosszabb dolgozatot irt matematikahol, négyheted része pedig koze- :
i pesnél nem jobbat, és mindenki irt dolgozatot. Hany tanuldja van az :
i osztalynak, ha harmas dolgozatot hatan irtak? Hanyan irtak legalébb : :
i négyes dolgozatot? :

Megoldas:

Ebben a feladatban is az osztaly az alaphalmaz. Elemszama legyen:
|[U]=x! A kozepesnél nem rosszabb dolgozatot irok halmaza legyen :
A, elemszama a feladat sz6vege alapjan |A| = 0,6 x! A kdzepesnél nem

6.3. abra Matematikadolgozat

39 .
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6.4. dbra Szemléltetés Venn-dia-
gramon

6.5. dbra A szimmetrikus diffe-
o®®e, rencia \Venn-diagramon
L) [ )

40
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jobb dolgozatot irdk halmaza B, a halmaz elemszama |B| = ;X' Mivel

¢ mindenki irt dolgozatot, ezért U=A U B, igy az A és B halmaz unié-
janak elemszamat kell meghatarozni. Hasznaljuk fel a szita formulat
¢ és azt, hogy |A N B|=6! Az AN B halmaz a kdzepes tanuldk halmaza.
¢ Ez alapjan irhatjuk, hogy |A U B|=|A| + |B| — |A N B|, azaz x=0,6Xx +

: +fx — 6. Ebbol x = 4 X — 6, vagyis s x =6, x=235. Az osztaly te-
7 35 35

hat 35 £6s. Ennek a 60%-a legalabb kdzepes, ami 35-0,6 = 21 £6. Ebbol
pedig legaldbb négyes dolgozatot 21 — 6 = 15 £6 irt.

.J{ 4, 04l Hany darab 100-nal kisebb pozitiv egész szam
i Van, amely a 3 és az 5 kozil 5
: a) legalabb az egyikkel,

i b) pontosan az egyikkel,

i ¢) egyikkel sem oszthat6?

ececcccocore

Megoldas:

¢ Az univerzum a 100-nal kisebb pozitiv egész szamok halmaza, az A
¢ halmaz a kézulik 3-mal oszthat6, a B halmaz a kézuluk 5-tel oszthaté
szamok halmaza. Legaldbb az egyikkel oszthatdo szamok halmaza az
¢ AU B, az egyikkel sem az AUB=U\ (A U B). A pontosan az egyikkel
oszthaté szamok halmaza azt jelenti, hogy vagy harommal oszthato,
de ottel nem, vagy ottel oszthatd, de harommal nem. Az els6 az A\ B
halmaz, a mésodik a B\ A halmaz. A b) feladatnak megfelel6 halmaz
az (A\B) U (B\A) halmaz. Ezt szokés szimmetrikus differencianak
¢ is nevezni, és az A A B (olvasd: A delta B) szimbolummal jeloljik.
¢ Afent emlitett halmazok elemszama adja meg a keresett értékeket.

a) Hasznaljuk megint a logikai szitat!

¢ El6szor hatarozzuk meg az |A|, a |B| és az |A N B értékeket! Az elsé eset-
ben azt kell megszamolni, hogy hany 3-mal oszthat6 pozitiv egész szam
: van 99-ig. Mivel 1-t6] kezdve minden harmadik szam oszthaté 3-mal,
¢ ezért |A| =99:3 = 33. A |B| meghatarozasanal hasonldképpen jarunk el,
azaz megnézzilk, hogy hany ottel oszthato, 100-nal kisebb pozitiv egész
¢ szam van. Tehét |B| = 19. Az A N B halmaz a hdrommal és ottel, azaz a
tizenottel oszthatd pozitiv egész szamok halmaz 99-ig. Ennek az elem-
szamat az el6z6ekhez hasonloan hatarozhatjuk meg: |A N B| = 6. Tehét
$JAUB|=]Al+|B|-|ANB|=33+19 -6 =46.

b) Ennek meghatarozasahoz készitstink halmazabrat!

: A 6.5. dbran lathatd, hogy az A\B elemszamat megkapjuk, ha az A
elemszdmabol kivonjuk az AN B elemszdmat, azaz |A\B| = |A|-|ANB|
=27.

¢ Hasonldan B\ A| = |B| — |A N B| = 13. Tehat a keresett érték: |A A B| = 40.

¢) Ez mar kénnyen kiszamolhato:
|[AUB|=[U\(AUB)|=|U|-]AUB|=99 — 46 = 43.
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Két halmazra mar ismerjiik a szita formulat. Nyilvanval6 kérdés, hogy
harom halmazra is felirhatunk-e ilyen dsszefiiggést. Gondoljuk végig,
hogyan kaphatjuk meg harom halmaz unidjanak az elemszamat! Ha
Osszeadjuk a harom halmaz elemszamat, akkor a kettés metszetekét
kétszer, a harmas metszetét haromszor szamoljuk, ezért az el6z6 0sz-
szegbdl vonjuk le a kettés metszetek elemszamat! Ekkor viszont kinul-
laztuk a harmas metszetet, mert az mindegyik kettds metszetben benne
van. Annak érdekében, hogy helyre alljon a rend, adjuk hozza ennek az
elemszamat. gy kapjuk, hogy:

JAUBUC|=|A|+B|+|C|-]ANB| -

IBNC|-|CNA/+/ANBNC].

Al
: Saval képezhetd haromjegyti szamok}!

i a) Hany elemi az A halmaz? ]
b) Hany olyan eleme van az A halmaznak, amelynek minden szam- :
i jegye kiilonbdzs?
i ¢) Hany olyan eleme van, amelyben legaldbb két szamjegy egyenld? :

AN
i)

Megoldas:

a) Mivel a felsorolt szamjegyekbdl haromjegyli szamokat kell képez-
niink, ezért az elsé helyen nem szerepelhet a 0, csak a tobbi szamjegy.
Ezért az elsé helyre 3 szamjegy koziil valaszthatunk. A harom koziil
akarmelyiket is irjuk az els6 helyre, a masodikra négy szamjegy koziil
valaszthatunk, mert ott mar szerepelhet a 0. Mivel a harmadik helyen
is lehet 0, igy oda is négy szamjegy koziil véalaszthatunk. Ez dsszesen
3-4.4 =48 szam, igy |A| =

b) Ebben az esetben is harom szamjegy koziil valaszthatunk az elsé
helyre. A masodik helyre mar irhatjuk a nullat, de azt nem, ami az els6
helyen szerepel. igy ide is harom szamjegy koziil valaszthatunk. Az
utolsé helyen mar csak két szamjegy szerepelhet, mert azt a kettét nem
irhatjuk, amit az els6 két helyre irtunk. Ez 6sszesen 3-3-2 = 18 darab
szam. Az Osszeszamlalast az abra teszi szemléletessé. llyen abra az a)
részhez is készithetd, ezt az olvaséra bizzuk. (6.7. abra)

¢) Els6 olvasatra nehéznek tlinik a probléma, de némi gondolkodas utan ra-
johetuink, hogy az A halmazban szerepld szam vagy olyan, amelynek min-
den szamjegye kiilonboz0d, vagy olyan, amelyben van legalabb két egyenld
szamjegy. Igy az utobbiak szamat megkapjuk, ha az A elemszamabol ki-
vonjuk, a b) részben megkapott értéket. igy 48 — 18 = 30 olyan eleme van
az A halmaznak, amelynek legalabb két szamjegye egyenld. (6.8. abra)

C=4{a0,1,2,3 szamokbol
képezhet6, haromjegyd
szamok, melyekben legaldbb
két szamjegy azonos}

B=4{a0,1,2,3 szamokbol
képezhetd, killonb6z6 szam-
jegyekbdl allé haromjegyi
szamok}

6.8.4braA=BUCéBNC= &, ezért C=A\B. |C|=|A| - |B|.
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Legyen A={AQ, 1, 2, 3, szamjegyek felhasznala- :

6.6. abra Egy 30 f6s osztalybol
14-en vettek részt az iskola altal
szervezett romai kirandulason,
10-en a sitdborban és 14-en a go-
rogorszagi nyaralason. Hanyan
voltak az osztalybdl pontosan
két kirandulason, ha mindharom-
ra 3-an mentek el, és csak ketten
voltak olyanok, akik egyiken sem
vettek részt?

TN
m/& A A
ZIADL N

230302130301 120201
3. hely

1. hely

6.7. &bra A b) rész megoldasanak
szemléltetése
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) Oldjuk meg!

2 L2 . i s -
1. Egy 30 f6s osztaly tanuldinak a : része matematika, 3 része fizika szakkorre jar. Hanyan jarnak

mindkét szakkorre?

2. Egy osztaly tanul6inak az 50%-a kdzepesnél nem jobb, mig a E része kdzepesnél nem rosszabb

dolgozatot irt. Hanyan jarnak az osztalyba, ha a dolgozatirasnal senki sem hianyzott, és kdzepesnél
rosszabb dolgozatot hatan irtak? Hanyan irtak koézepes dolgozatot?

3. A strandon a langossiitdnél a sima langos 180 Ft, a tejf616s 220 Ft, a
sajtos 240 Ft, a sajtos-tejfolos 380 Ft. Egy alkalommal az arus 0sz-
szeszamolta, hogy az utolsé két éraban a 30 vasarlobol 8-an kértek
sajtot és tejfolt a langosra, 18 olyan vasarlé volt, aki kért ra tejfolt,
és 15 olyan, aki sajtot. Mennyi bevétele szarmazott a langosokbél
az arusnak ebben a két 6raban?

4. Egy osztaly 35 tanul6jabol mindenki tanul valamilyen nyelvet a va-
laszthat6 angol, német, spanyol nyelvek koziil. Pontosan két nyel-
vet 8 tanulo valasztott. Ebbdl hatan tanulnak angolt, és mindossze
egy valasztotta mellé a spanyolt. Harom nyelvet feleannyian tanul-
nak, mint kett6t. Az angolul tanuldk szama egyenld a legalabb két
nyelvet tanulok szdmanak a kétszeresével. Csak németet feleany-  6.9. abra Iit a finom sajtos langos
nyian tanulnak, mint csak angolt. Melyik nyelvet hanyan tanuljak?

Készits Venn-diagramot, ahova ird be a megfelel6 elemszamokat!

5. Egy 30 f0s osztalyban harom szakkorre jarnak: matematikara, fizikara és kémiara. Minden diak
jar valamelyik szakkorre. Tudjuk, hogy matematikara 14-en, fizikara 15-en, kémiara 11-en jarnak.
A pontosan két szakkorre jarok szama: 6. Hany olyan didk van, aki mindharom szakkorre jar?

6. Hany olyan 1000-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely a 2 és a 7 szamok koziil legalabb az
egyikkel oszthat6? Hany olyan van, amely pontosan az egyikkel oszthat6? Hany olyan van, amely
egyikkel sem?

7. Az els6 6tszaz pozitiv egész szam kozott hany olyan van, amely a 2, 3, 5 szamok koziil
a) pontosan kett6vel,
b) pontosan az egyikkel,
c) legalabb az egyikkel,
d) egyikkel sem oszthat6?

8. Egy szabalyos dobokockaval 6tszér dobunk egymasutén és a dobasok eredményét leirjuk egymas-
mellé. Hany 6tjegyli szamot kaphatunk igy? Ezek kozott hany olyan van, amelyben nem szerepel az
1-es szamjegy? Hany olyan van koztiik, amelyben legalabb egyszer szerepel az 5-0s szamjegy?

9. A 6-nal nem nagyobb szamjegyekbdl hany olyan hatjegyli szam képezhetd, amelyben egy szamjegy
csak egyszer szerepel? Ezek koziil hany oszthato ottel?

10. Egy szdmzéron négy forgathat6 korong van egymas mellett egy tengelyen. Minden korongon 0-9-ig
szerepelnek szdmjegyek. A zér a korongok egy adott allasa esetén nyilik, azaz amikor egy megha-
tarozott szamnégyes jegyei az elsé korong mellett talalhato piros nyillal egy sorban vannak. Mennyi
id6 alatt lehet kiprobalni az 6sszes lehetdséget, ha egynek a beallitdsa 4 masodpercet vesz igénybe?

11. Hany olyan 4 jegyli pozitiv egész szam van, amelyben a 4-es ¢és az 5-0s szamjegyek koziil
a) legalabb az egyik, b) mindkettd szerepel?
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gozasa, a betls kifejezések hasznalata. Ezek segitségével egyszertibben

egfogalmazhatdk a problémak, és kénnyebben leirhatok a megolda-
sok. A halmazok kapcsan szdmos példat lathattunk erre. Ezen a téren to-
abb bovitjiik kelléktarunkat. Az Algebra, szamelmélet cimii fejezetben
: megismerkediink betiis kifejezések kozotti miiveletekkel, a matemati-
1.1. 4bra A matematikai jelolés- ka szinte minden tertilletén nélkildzhetetlen azonossagokkal, szorzatta
rendszer egy része egyszerli és alakitasi modszerekkel és ezek legkiilonfélébb alkalmazasaival. Elsd
kozismert ¢ 1épésként nézzlink néhany példat betis kifejezések megadasara és al-

¢ kalmazasara!

Nagyon fontos a matematikéban a kdvetkezetes jeldlésrendszer kidol-
m

<

®0c0c0cc0ccccecccceccoe

weoe

! 1, 04l Melyik az a legnagyobb egész szam, amellyel bar- :
¢ "mely harom egymast kovetd egész szam dsszege oszthato? :
: Megoldas:

: Az ilyen problémaknal fontos a konkrét példak tanulmanyozasa. Sza-
¢ moljuk ki néhany esetben harom egymast kdvetd egész szam 0sszegét!
1+2+3=6, 2+3+4=9, 6+7+8=21,

(-8)+(-9)+(-10) =-27, (-17)+(-18)+(-19) = —54 stb.

¢ A kapott dsszegek: 6, 9, 21, —27, —54. Ha megvizsgéljuk e szdmokat,
észrevehetjiik, hogy mindegyik oszthaté 3-mal. Ez alapjan a kovetkezd
: sejtést fogalmazhatjuk meg:

barmely harom egymast koveto egész szam osszege oszthaté 3-mal.
i A kovetkezd 1épés az, hogy megprobaljuk bizonyitani a sejtésiinket.
Ennek soran elészor altalanosan kell megadnunk harom egymast kove-
t6 egész szamot. Ezt tobbféleképpen is megtehetjiik.

: A legkézenfekvobb, hogy a legkisebbet n-nel, a kovetkezot
¢ n+1-gyel, a legnagyobbat n+2-vel jeldljik, ahol az n egész szam, azaz
inez.

: Tovébbi lehetdségek példaul: w k—1, k, k+1, ahol k€ Z
#m-2,m-1,m,aholmeZ

: Ha tobb lehetdség is van a jel6lésre, akkor mindig azt célszerli hasznal-
¢ ni, amelyikkel egyszer(ibb a tovabbi munka.

Mivel harom szam 6sszegét kell venniink, ezért célszerii a k—1, k,
¢ k+1 valtozatot hasznalni, mert ezeket dsszeadva a —1 és a +1 sszege
: nulla. Tehét azt kapjuk, hogy k—1+k+k+1=k+k+k=3k. Itt k egész
: szam, ezért a 3k oszthat6 3-mal. Ezt kellett bizonyitani. Ezzel a sejte-

1.2. abra A matematika nem va-

razslat siink tétellé valt,
Barmely harom egymast kovetd egész szam 6ssze-
: ge oszthat6 3-mal. ;
veee. ¢ Ez a legnagyobb ilyen szam, mivel 0+1+2 = 3.
So44
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Erdemes megvizsgalni, hogy mit kaptunk volna Gsszegként, ha a : Aele/
masik két jeldléssel dolgozunk.

Példaul az elsé esetben: n+ (N+ 1)+ (N+2)=n+n+1+n+2=:
3n + 3. Természetesen ez is oszthatdé 3-mal, mivel a 3n (n€Z) egy :
egész szam haromszorosa, és ehhez 3-at hozzaadva tovabbra is 3-mal
oszthat6 szamot kapunk.

Az 1. példa azért tlinhetett nehéznek, mert nekiink kellett észreven-
ni valami 0sszefliggést, azaz egy sejtést kellett megfogalmaznunk.

A matematika feladatok jelentds részének megoldasanal nagyon
fontos egy-egy sejtés megfogalmazasa és annak bizonyitasa. Ha sikeriil
igazolni, akkor onnantdl kezdve kezelhetjik tételként. Ha nem, akkor
lehet, hogy a sejtés volt helytelen, de az is, hogy nem vagyunk elég ligye-
sek a bizonyitashoz. Sok olyan sejtés létezik a matematikaban, amelyet :
hosszu ideig — akér évszézadokon keresztiil — nem sikeriilt igazolni. : * Seités
Olyanokat is talalunk, amelyeket még maig sem bizonyitottak. Ezek : 1.3. abra Egy nehéz feladat
koziil néhanyrol a késébbiekben még lesz sz6. A sejtések a matema- :
tika fejlédése szempontjabol nagyon fontos szerepet toltenck be, mert :

a bizonyitasukra valo torekvések megnyithatjak az utat a tudomany Uj
terlletei felé. Erre szamos példa talalhatd a matematika torténetében.

J, 04l Négy egymast kovetd egész szam osszege osztha- :
: to-e néggyel? Ha nem, mennyi a négyes maradéka? P

Megoldas:
El6szor megint probalkozzunk! :
1+2+3+4=10: nem oszthatd, 3+4+5+6=18: nem oszthato, :
-12 + (-11) + (-10) + (-9) = —34: nem oszthat0 stb. :
Azt tapasztaljuk, hogy nem oszthaté néggyel, s6t mindegyik 6sz-
szegnek 2 a négyes maradéka. Vizsgéalodjunk altalanosan!
Hasznaljunk az el6z6hdz hasonld jeldlést! Legyen a legkisebb
szam j — 1. Igy a négy egymast koveté egész szam: j—1, j, j+1, j+2,
ahol jeZ . Adjuk 0ssze a negy szamot: (j—1)+j+(j+1)+(j+2) =
j—l+j+j+1+j+2=4j+2, ahol jeZ. Visszagondolva a halmazok
megadasanal tanult formulakra, ez azt jelenti, hogy a kapott szam né-
gyes maradéka 2. Tehat bebizonyitottuk az alabbi allitast.

............................................................................................

Barmely négy egymdst kovetd egész szam dsszege
: néggyel osztva 2-t ad maradékul. ¥
................................................................................................... ;
: [ H

.JT 4, 04l Egy téglalap szomszédos oldalai a és b hossziisé- : :

- 'gliak. Az a hossz(isagu oldalakat 20%-kal noveljik, a b hosszlisa- : : .
i glakat ugyanennyivel csokkentjik. Fejezziik ki a és b segitségével, : :

i hogy mennyivel valtozik a téglalap keriilete és teriilete! Ha lehet, : : :

i akkor mondjuk meg, hogy ez hany szazalékos véltozas! b

¢ 1.4, dbra Készitsiink rajzot!
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Megoldas:

Mivel a téglalap két-két szemkozti oldala egyenld, ezért a keriilete:
k=2-a+2-b. A terllete, mint azt altalanos iskolab6l méar ismerjik,
¢t =a-h, ahol mindkét esetben a és b pozitiv valés szam, azaz a,b e R".
Jeloljiik az 0] téglalap megfeleld oldalait a’-vel és b’-vel! Nézziik a fel-
adat szOvegének matematikai jelekkel valé megfogalmazasat!

az a oldalt 20%-kal néveljik: a’=a+0,2-a=1,2-a

a b oldalt 20%-kal csokkentjik: b’=b-0,2-b=0,8-b

az Uj téglalap kerilete: k’=2-a’+2-b’=24-a+1,6:b

az Uj téglalap terilete: t’'=a’-b’=1,2-a2:0,8:b=0,96-a-b

Atéglalap kerliletének a valtozésa:
kK-k=2-a+2-b-(2,4-a+16-b)=2-a+2-b-2,4-a-16-b=
=0,4-b—-0,4-a. Felhasznalva azt, hogy a szorzas a kivonas miiveletére
nézve disztributiv, kapjuk, hogy £’ — k= 0,4 (b — a). Erre az atalakitasra
még visszatériink, a neve Kiemelés.
Atéglalap teriiletének a valtozasa: ¢+’ —t=0,96-a-b —a-b=-0,04-a-b.
A minusz eldjel arra utal, hogy csokkent a teriilet.
Most fejezzlk ki a valtozast szazalékban, ha ez lehetséges! Nézzik
elészor a keriiletet! Mivel arra vagyunk kivancsiak, hogy a valtozas
hany szazalékos, ezért az alap a k = 2a + 2b, a szazalékérték a k'— k =
0,4(b—a)
+2b
galtatja. Ebben szerepel az a is és a b is, ezért az értéke fligg attdl, hogy
mit helyettesitiink a betiik helyére. Példaul ha a=1 és b =1, akkor a
04G99 _ 10,
1+4+2-3
azaz 10%-os, igy konkrét értéket nem tudunk mondani. Most nézzik a
teruletet! Ittaz alap az=a- b, a szazalékérték 0,04 -a- b, igy a szazalék-
lab 4. Tehét a terlilet 4%-kal csokken.

"
=)

A betiis kifejezésekben szereplé betiiket valtozéknak (bizonyos
problémakban hatarozatlanoknak, illetve ismeretleneknek) nevez-
ziik. Mindegyik feladatban a betiis kifejezések mellé megadtuk, hogy a
benniik szerepld valtozok mely szamhalmaz elemeit helyettesitik, azaz
megadtuk a kifejezés alaphalmazat. Ez az els6é két esetben az egész
szamok halmaza, a harmadik esetben a pozitiv val6s szamok halmaza.

Az elsé két példaban egyfajta betli szerepelt a kifejezésekben,
pl. 3k, 3n+ 3, 3m -3, 4j + 2. Az ilyen kifejezések az egyvaltozos
kifejezések. A masodik feladatban mar két kiilonbozo betlit hasznal-
tunk: 2.4-a+ 1,6-b, 0,96-a-b, 240 —2)

+2b

kifejezések. Természetesen szerepelhet benniik ennél tébb kiilonbo-

z6 betll is, igy kapjuk a tobbvaltozos kifejezéseket: 12ac — 3ab +
b, —3acd + 2cdb. A kifejezésben szereplé valos szamtényezék az
egyiitthatok.

1.5. 4bra Atalakitas

=0,4(b — a), igy a szazaléklabat a -100 kifejezés értéke szol-

valtozas 0%-0s, haa =1 és b = 3, akkor a valtozas

-100. Ezek a kétvaltozos

1.6. &bra Egy hatarozatlan ember

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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Példaul:
3m-3esettna 3 ésa-3;a0,96-a-b esetén a 0,96.

A példakban szerepld kifejezések mindegyikében a négy alapmiivele-
tet alkalmaztuk (véges sokszor) valés szamokra és betiikre. Az ilyen
kifejezéseket algebrai kifejezéseknek nevezzik. Mindharom példaban
szerepelt egytagu algebrai kifejezés, amelyben a szamokat és a betii-
ket csak a szorzas miivelete kapcsolja ossze: 3k, 0,96 a-b. Tovabbi

példak: 12-c-d-a, 0,1-a-f, —%n‘m. A szorzés jelét ltalaban nem igsélfbra Algebrai egész kifeje-
tessziik ki, csak egymas mellé irjuk a tényez8ket: 3k, 0,96ab. (Két szam :
k6zé mindig kitessziik a szorzasjelet.) :

Vannak koztik kéttagi algebrai kifejezések, amelyek az egyta-
gu kifejezések osszegeként allnak elo: 2,4a + 1,6b, 2a + 2b, 3n + 3, ¢
3m — 3. Ha tobb egytagu kifejezés dsszegét vagy kiilonbségét vesz-
sziik, akkor tobbtagu kifejezést (polinomot) kapunk. Példaul: :

2a—3ac+4,d—%-n-m+20.

Az el6zbekben felirt algebrai kifejezésekben nem szerepelt betiis
kifejezéssel valo osztas, vagyis olyan tort, amelynek a nevezdje tar-
talmaz valtozdt. Ezért ezeket a kifejezéseket algebrai egész kifejezé- :
seknek nevezziik. Ha az algebrai Kifejezésben szereplé tort neve- :

z6jében van valtozé, akkor azt algebrai tortnek nevezziik. Példaul: : 1.8. abra Algebrai tort kifejezé-

¢ sek
0,4(b—a)‘100, 3 , 2 Nem algebrai tort a 3am :
2a+2b 2x—y x-1 4 :

Ha egy algebrai kifejezésben szereplé betiik helyére az alaphal-
mazbol behelyettesitiink elemeket és elvégezziik a kijelolt miivelete-
ket, akkor a kifejezés helyettesitési értékét kapjuk. Példaul: 3m — 3
eseténham = -2, akkor a helyettesitési érték 3(—2)—-3 = -9;a2,4a + 1,6b
esetén haa=2cm és b=3cm, akkor a helyettesitési érték 2,4-2 + 1,6-3 =
0,4(b—a)

2a+2b

100 =10, azaz 10%-o0s.

= 9,6 cm, 100 esetén ha a=1 és b =3, akkor a valtozas

0,4(3-1)
2.1+2-3

Az algebrai torteknél a nevezd helyettesitési értéke nem lehet 0,
ezért nem lehet akarmilyen alaphalmazbeli értéket behelyettesiteni a

valtozé helyére. Az alaphalmaznak azt a legbévebb részhalmazat, 3
ahol az adott algebrai tort értelmezve van, az algebrai tort értel- : 2
mezési tartomanyanak nevezziik. Csak az értelmezési tartomanyba :
tartozd szamok esetén szamolhatunk helyettesitési értéket.
Példaul: 3a+ b
Az alabbi kifejezések alaphalmaza legyen a valés szamok halmaza.
A 2y =5 algebrai tort értelmezési tartomanya R\{—g}, mert _2
3y+2 3 3 9
esetén a 3y + 2 helyettesitési értéke 0 lenne. ¢ 1.9. dbra Megoldas ,,géppel”
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Lt zad + 1 algebrai kifejezés értelmezési tartomanya
a+2 3a—4 a

R\{—Z; 0; %} ,mert—2eseténaza + 2,0 eseténaz a, % eseténa3a—4

helyettesitési értéke lenne 0.

1.10. &bra Start

Q) Oldjuk meg!

1. Irjuk fel algebrai kifejezéssel!
a) paros természetes szamok
b) az 6sszes olyan egész szam, melyek hetes maradéka 6t
c) a haromszdg keriilete
d) a deltoid terulete
¢) harom egymast kovetd paratlan, pozitiv egész szam
f) a pozitiv egész szamok reciproka
g) paratlan természetes szamok ellentettje
h) harom egymast kovetd négyzetszam
2. Fogalmazzuk meg szavakkal, hogy milyen szdmokat jeldlnek az alabbi kifejezések!

a)lln-4,neZ" b)2n,2n+2,2n+4,ncN c)2m-2,2m,2m+2,meZ"
d) 2—1k,k€Z+ e)—a,ack f) (a—1)?% a°; (a+1)° ahol acZ"
3. Hatérozzuk meg az aldbbi kifejezésekben az egyutthatokat!

a) 2,5xy b) —3ac C) ga d) -2s + 1,2ac e) 4x—§y fy3n+2mn—-m+5

4. Jellemezziik a tagok, illetve a valtozék szdma szempontjabdl az alabbi kifejezéseket!
a)3i b)5k—-2 c)d4mn d)-3xy-2z e)3a—-4b f)5x—-4e+5xy-1
5. Hatérozzuk meg az aldbbi kifejezések helyettesitési értékét a megadott helyeken!

a) 12m + 10, ham=-0,5 b) 12xy — 4z, hax = %,y=0,25, z2=2
c)3n+2mn—-m+5 han=10,m=-2 d)§+4x_3,hax=2
X 2x+1
e) M—i—4y,hay=0 f) 2n-m__3 Snm ,han=2,m=1
5y+1 y-5 m+n m-—n 2n+3m
6. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat, ha az alaphalmaz a valds szamok
halmaza!
1 2a+5 5b—1 1 3x+1 2y+1 3
2) p) 22+ e e
3x—5 a 4b+7 X Xx+5 2y—-1 y+4
2c  3c+1 2 a 2a—3  1+a
- + + —Ta
" c-3 2c+3 5¢c—-7 9 a+2 a—-2 2-5a

7. Igaz-¢, hogy barmely 6t egymast kovetd egész szam dsszege oszthatd 5-tel? Ha nem, akkor mennyi
az 0sszeg 0tos maradéka?

48
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8. Igaz-e, hogy barmely hat egymast kovetd egész szam dsszege oszthato 6-tal? Ha nem, akkor mennyi
az 0sszeg hatos maradéka?

9. Milyen k pozitiv egész szam esetén teljesil, hogy & db egymast kovet6 egész szam Gsszege oszthatd
k-val?

2> Pozitiv egesz kitevojirhatyvany;

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

2. 1. A pozitiv egész kitevjii hatvény definiciéja

@ |, 04l Hozzuk egyszeriibb alakra és tegyiik novekvé sor-
: Tendbe az alabbi kifejezéseket! :
! 210 4
. 4 & 2
A=22 B= o C=(2*)

Megoldas:

Altalanos iskolai tanulmanyinkbol ismerjik a 2* jelentését, ez alapjan
2°=2.2.2-2, hasonléan 2° =2-2-2. Tehat egy tetsz6leges valos szam
pozitiv egész kitevoji hatvanyat a kdvetkezoképpen definialhatjuk.

2.1. dbra Egy legenda szerint a
sakk feltalaloja azt kérte az ural-
kodétol, hogy a jatékeért adjon neki
a sakktabla mezdi alapjan:

1+2+22+2%+ ... +2%42%
szem buzat. Ez nagyobb mennyi-
ség, mint a vilag dsszblzatermése

Dgilnfdd  Legyen a tetszéleges valos szam, n pedig egynel
gyobb pozitiv egész szam! Ekkor az a" (olvasd: a az n-ediken) :

i egy olyan n tényezds szorzat, amelynek minden tényezdje a. Mate-
: matikai jelekkel leirva: "= a-a-a-...-a (a szorzatban n db tényezd
i van), a€ R ésneZ" \{1}. Az aahatvanyalap, az i a hatvanykite-
i v6 és d" a hatvanyérték. Ha a hatvany kitevoje 1, akkor a definicio:

...................................................................................................

A definici6 felhasznalasaval alakitsuk at az egyes kifejezéseket!
A=22"=(2.2.2.2)-(2:2:2)=2:2.2.2.2.2.2=2"

A sZ0rzas asszoci-
ativ tulajdonsaga

A pozitiv egész kitevo-
ji hatvany definicioja

A pozitiv egész kitevo-
ji hatvany definicioja

Az elézdekben két azonos alaptl hatvanyt szoroztunk dssze, €s ered-
ményként olyan hatvanyt kaptunk, amelynek kitevdje egyenld a ténye-
70k kitevbinek az Osszegével, az alapja pedig az eredeti alap.

10
B=2——2 2:2:2:2:2-2:2-2 2=2.2’2.2.2.2=26

2‘% 2.2.2.2 {?

Tort egysze-

A pozitiv egész kitevo-

A pozitiv egész kitevo-
jt hatvany definicioja rusitése ju hatvany definicioja
0000,
.. [ ] [ ] ..
° 49 «
L[] [
L]
[ ) [
[ )
° L]
L[] °
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Két azonos alapu hatvanyt osztottunk, és eredménykeént olyan hatvanyt
kaptunk, amelynek kitevéje egyenld a tort szamlaldjaban levd hatvany
kitevdjének és nevezdjében levo hatvany kitevdjének a kiilonbségével,
az alapja pedig az eredeti alap.

c=(2") =(2-2)' =(2-2)-(2-2)-(2-2)-(2-2)=2.2.2.2.2.2.2.2= 2"

A pozitiv egész kitevo- A szorzés asszoci- A pozitiv egész kitevo-
jl hatvany definicioja. ativ tulajdonsaga. jli hatvany definicioja.

Ebben az esetben egy hatvanyt hatvanyoztunk, és eredményként olyan
hatvanyt kaptunk, melynek kitevéje egyenld az eredeti kitevok szor-
zataval, az alapja pedig az eredeti alap. A kapott hatvanyokat anélkul
is 0sszehasonlithatjuk, hogy kiszamolnank az értékiiket, mert azonos
az alapjuk. Mivel ez az alap egynél nagyobb, ezért az a hatvany a na-
gyobb, melynél a kitevd nagyobb. gy B < A < C.

DO 8o

2.2. &bra Sejtosztodas

2.2. A hatvédnyozés azonosségai

1u33z¢)  Azonos alapu hatvanyokat (igy is szorozhatunk,

: hogy a kozos alapot a kitevok dsszegére emeljiik, azaza™-a"=a""", :
iaholaeR ésm,neZ".

Bizonyitas:
a"-a"=(a-a-d-....a)-(a-a-d-...a)=d-d-d-...a=a" "

ﬁ m db n db % m—+n db

A sz0rzas asszoci-
ativ tulajdonsaga

A pozitiv egész kitevo-
ji hatvany definicioja

A pozitiv egész kitevo-
ju hatvany definicioja

110357 Azonos alapt hatvanyokat Ggy is oszthatunk, :
i hogy a kozos alapot a szamlalo és a nevezd kitevéjének kiilonbsé- :

mn

2.3. 4braa™a"="?

| gére hatvanyozzuk, azaz < =a"", ahola € R\{0} ésm, n e Z, |
i a :

: valamint m > n.

Bizonyitas:
m db
————

d d-d-d-..-d-d mon
=—————— —d-d-..a=4d
%,_/

&l

d-d-...-d

m—n db
n db
A pozitiv egész kitev- Tort egyszeriisitése A pozitiv egész kitevo-
jU hatvany definicioja. jU hatvany definicioja.

©000000000000000000000000000000000000000000000000000¢s30:¢400000000000000000000000000000000000000000vsapandios

S50 %

W MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 50 2012.06.25. 14:10:58



1140510957 Hatvényt Ggy hatvanyozhatunk, hogy az ala- : :
! pot a Kitevék szorzatara emeljiik, azaz (d'” )” =a"", aholaeR és: :
m nezZ*
Bizonyitas:
A pozitiv egész kitevo- A szorzas asszociativ §
jti hatvany definicija tulajdonsaga :
('d"' )” =a"d"-.ca" =(adad . d) (dad .. d) . (add.aa)= i
;_ﬁr—/ .
n db m db m db m db
n db :
—d-d-d-..dda=a"" :
gdd..radg A :
A pozitiv egész kitevo- §

jti hatvany definiciéja ¢ 2.4. abra Alkalmazzuk a megis-

¢ mert azonossagot!

7, 02l Szamitsuk ki a lehet6 legegyszertibben, szamolo-
: ‘gép hasznalata nélkul! Pl
E 60°
EA:25'55, B:6_6 :
Megoldas:
Alkalmazzuk megint a pozitiv egész kitevjii hatvany definiciojat!
A szorzas asszociativ és
kommutativ tulajdonsaga :
A=2°5=(2.2.2-2-2)(5-5-5-5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5)- :
-(2:5)-(2-5) = 10° = 100000
A pozitiv egész kitevo- (\ §
il hatvény definicitja A pozitiv egész kitevo- §
jt hatvany definicioja :

g 60" _ 60-60-60-60-60-60 G0 60 60 60 60 60 _

6° 666666 6 6 6 6 6 6
=10-10-10-10-10-10 = 10° =1 000 000 /]

\

A pozitiv egész kitevo-
ju hatvany definicioja

[ Tort egyszertisitése ]

Az el6z6 példa alapjan a hatvanyozas két ujabb azonossagat fogalmaz-

. : 2.5. abra Ne hasznaljunk szamo-
hatjuk meg. ¢ logépet! Joooce,
LJ L)
. 51 %
L[] [
. '
.0. ..
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............................................................................................

11u33:¢  Szorzat hatvanyozasa, illetve azonos kitevéjl
i hatvanyok szorzasa 3
i a) Szorzatot tényezénként is hatvinyozhatunk, majd a tényezdék hat- :

vényait 8sszeszorozzuk.
b) Azonos kitev6jii hatvanyokat ugy is dsszeszorozhatunk, hogy az :
i alapok szorzatat a kozos kitevére hatvanyozzuk. ;
i A két azonossagot felirhatjuk egy matematikai 6sszeftiggéssel.

a) s
: (a-b)"'=a"-b",ahola,b €R,neZ*
b)
2.6.Abraa™bh" 00000 % eassssssssssssssnserasssassarsesssssasse s a R R RN R SRR SRS R R TR R T TR R AR R AR T A NS

Bizonyitas: A szorzas asszociativ és
kommutativ tulajdonsaga

(a-b)" =(a-b)-(a-b)-....(a-b) = (a-a-....a)-(b-b-...-b) =a" -b"

n db n db ndb

A pozitiv egész kitevo-
ju hatvany definicioja

200 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s9 382,

............................................................................................

11u33:¢  Tort hatvanyozasa, illetve azonos kitevji hat-
i vanyok osztasa
i a) Tortet tgy is hatvanyozhatunk, hogy a szamlalot és a nevez6t kii- :
: I16n-kiilén hatvanyozzuk, és e hatvanyok hanyadosait képezziik.
i b) Azonos kitevdjli hatvanyokat ugy is oszthatunk, hogy az alapok :
i hanyadosat a kozos kitevére hatvanyozzuk. ;
i A két azonossagot felirhatjuk egy matematikai 6sszefiiggéssel.

;))

{¢

...................................................................................................

2.7. &bra (a-b)"

n n

=;T,ahola,b ER,b=0,neZ"

Bizonyités:

Tortek szorzasa ]

A pozitiv egész kitevo-
ji hatvany definicioja
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@, s valds Szamitsuk ki az alabbi kifejezés értékét a hatva-
y0z4s azonossagainak felhasznalasaval! P
L 5°.77.(2.3)" [ 5 ]
: (52 X 74)3 22 X 32 §
Megoldas:
[ 4. és 5. azonossag ] [ 3. azonossag ]
56-712-(2.3)4[ 5 ]2_56.712.24-34 5
52.74)3 22 32| 2\ (74)3 ’ 2\2 (2)2 :
&7 &) (@)-(®) e
56.712.94 34,52 g8 712 94 g4 E
= 56.712 0% 3¢ :56.712.24'34 :< :
/ Tort egyszeriisitése és ;

[ 1. azonossag ] 2. azonossag ¢ 2.9. abra Hany azonossagot is

hasznaljak a szamolashoz?

@/ 4, pdlds - Hozzuk egyszeriibb alakra az alabbi algebrai ki- :
 Tejezest!

(V) ey
s > ,ahol x e R\ {0}, ye R\ {0} :
! 2 .3 5 6 H
(< y) %y :
Megoldas:
[ 3. és 4. azonossag ] [ 1. azonossag ] '

(Xz) ( ) (x- y) y X y6~x“-y“-y‘°’_x1°-y1‘°’_x :
(xz'y3)2-x5-y6 X4'y6.X5'y6 _Xg'ylz_i\ y 5

[ 2. azonossag ]

@/ 5, g4l Félmillié forint sporolt pénziinket el szeretnénk he- : :
- Tyezni a bankban két évre. A bank két lehetdséget kinal szamunkra: ~:
i a) Az éves kamat 12%, és minden év letelte utan hozzairjak a bent : :
i leve Osszeghez a kamatot, igy a kamattal megnévelt Osszeg kamato- :
i zik tovabb. (Ez a kamatoskamat-szamitas, évenkénti tokésitéssel.) :

i b) A féléves kamat 6%, és minden félév letelte utan hozzairjak a :
i bent 1év6 Gsszeghez a kamatot, igy a kamattal megnévelt 6sszeg
i kamatozik tovabb. (Ez a kamatoskamat-szamitas, félévenkénti t6-
| késitéssel.)

i Melyik lehet6séget valasszuk?

:. 53 .1
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MRS

hlgebra, szamelmelet

Megoldas:

a) Mivel az éves kamat 12%, ezért egy év eltelte utan a pénziink
1,12-szorosara valtozik. A kdvetkezé évben az 0j 6sszeg kamatozik
tovabb, igy ezt megszorozva 1,12-dal kapjuk, hogy két év mdlva
500000-1,12° = 627 200 Ft-ot vehetiink ki a bankbol.

b) Ebben az esetben félévenként irjak hozza a 6% kamatot, igy két év
mulva 500000 1,06" ~ 631238 Ft-ot vehetiink ki a bankbdl.

A masodik esetben jarunk jobban, igy ezt érdemes vélasztani.

) Oldjuk meg!

1. Adjuk meg 1024-ig az alabbi szamok pozitiv egész kitevojii hatvanyait!
a)2 b)3 ¢)5 d)6 e)7

2. Szamitsuk ki szamoldgép hasznalata nélkiil az alabbi kifejezések értékeit, és rendezzilk nem névek-
v6 sorrendbe azokat!

a) A=(-3)" 2% B=(-23, C=(2°%(3)
pa- 2 g LY 22
5.5.5 33 2772
gac E3p@sy g (€2)C27 [3_ ] ,[(zs.ssg)a]
(3-72)°-(5%) (2°-3) 2 (5-2)

2
R -l 3 B 1 AT [§] [16] [9] .[g]z
72 |5 (210) 3 8-49) |32.57)" 81) (625) (2) |3
3. Szamitsuk ki szdmologép hasznalata nélkil az alabbi kifejezések értékeit!

o (1) (1fF (1Y o (1) (1) (1) 2°-5° ((5-32(7°)?) .
ae3 G wr[IBIE] 0w [51 (7)) ] N
32 [5]“‘ 81 32" 625" 343°-27" f)[ﬂ]f[ 49°-25 ] [81]

e .
25 (3 (22)2 )813-492 25*.512° 125) (243.343%) (32

d |2

4. Hozzuk egyszer(ibb alakra az alabbi algebrai kifejezéseket a betlik megengedett, valos értéke mellett!

2 .3 4 3\ (2 42 (Ca) < (a'bz)a.(b5)4.a11
a) a*-a’-a-a* b) (b°) -(b*-b*) ) <C3.05)3 (c=0) d) o )

L I IR (Xa-y2)4-x5-(y3)52,(X3)3'y53
e)[ o ] [a5~b3] (@a=0,b=0,c=0) f)[ (x4-y8)3'(x2)2] (x5-y2)2 x=0,y=0

5. Egy szamlara befizetiink 100000 Ft-ot havi lekdtésre, havi 1%-o0s kamatra. Mennyi pénziink lesz
egy ¢v mulva? (Minden honap végén hozzairjak az addigi 6sszeghez a kamatot.)

(@a=0,b=0)

54

Q
»
)
)
—»
° °
° °
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8. Egész kitevojii hatvanyok

A szdmfogalom kialakul&sandl a pozitiv egész szdmok utdn megjelent a
nulla, majd a negativ egész szamok. Hatvanyozas esetén is természetes
igényként meriil fel a pozitiv egész kitevéjii hatvany utan a nulla és a
negativ egész kitevdjli hatvany értelmezése. Egy-egy uj fogalom be-
vezetése soran nagyon fontos szem el6tt tartani az elézményeket. Mar
definidltuk a pozitiv egész kitevdjli hatvanyt, és erre tamaszkodva be-
bizonyitottuk a hatvanyozas azonossagait. A nulla és a negativ egész
kitevdjli hatvanyt ugy célszerii definialni, hogy a pozitiv egész kitevore
bebizonyitott azonossagok tovabbra is érvényben maradjanak. A foga-
lom kiterjesztésének ezen igényét permanenciaelvnek ( permanencia:

allanddsag, tartdssag, folyamatosséag, folytonossag) nevezziik.
4

Alkalmazzuk a 2— kifejezésre a hatvanyozas 2. azonossagat! Igy

3.1. bra Késziilnek a hatvanyok
4

3 _

7 =3 =3

Tehéat az adott alap nulladik hatvanyat kapjuk.

Ha az egyszerisitést alkalmazzuk, akkor 1-et kapunk eredményként.

Ez alapjan kézenfekvonek tiinik a szamok nulladik hatvanyat 1-nek ér-

telmezni.

Azt tudjuk, hogy a 0 barmely pozitiv egész kitevdji hatvanya 0. Ezt a

gondolatmenetet megtartva célszerii lenne a 0°-t nullanak venni. Az eld-

z6ek alapjan viszont a 0° = 1 értelmezés tiinik jonak. Az egyértelmiiség

miatt a 0°-t nem értelmezzik.

Usilffed  Bérmely nullatol kiilénbozé valos szam nulladik
atvanya 1, azaz «° =1, ahol a€ R \{0}. ]

...................................................................................................

Be lehet bizonyitani, hogy ilyen értelmezés mellett a hatvdnyozas min-
den azonossaga teljesiil barmely nemnegativ egész kitevo esetén is.

Maradjunk tovéabbra is a 2. azonossagnal. Mit kapunk, ha kiterjeszt-
3

juk a F tipusu Kifejezésekre, azaz olyanokra, ahol a szdmlalo kite-

3.2. 4bra 0° ,dilemma”

voje kisebb, mint a nevezo kitevoje? Az azonossag alapjan azt kapjuk,
3 ) Vo

hogy = =3*° =3 Haa tértek egyszertisitését alkalmazzuk, akkor a
3

szamlaloban szereplé harom darab harmassal leegyszeriisitve azt kap-

3
juk, hogy 2—5 = 3—12 Ez alapjan az alabbi definicio tiinik célszertinek.

o S
° 55 .
° I
. '
% °
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von

w Dailnfdd  Barmely nullatol kiilonb6zé valds szam nega—é
i tiv egész Kkitev6jli hatvanya egyenlé a szam ellentett kitevdjii :
: o . , _ 1 o
: hatvanyanak a reciprokaval, azaz a " =—, ahol a€ R\{0} és :

...................................................................................................

Be lehet bizonyitani, hogy ilyen definici6é mellett érvényesek maradnak
a hatvanyozas azonossagai barmely egész kitevo esetén is.

1#0000000000000000000000000 %

_ 1, vdlda Melyik nagyobb?
)7-37vagy5-2°

-5 g4 743 .376

b) = vagy 5.7

G R R

vd —
gy []]4 52
2

Megoldas:
a) A negativ egész kitevoji hatvany definicidja alapjan:

7.3 :73%;%:% és 5-2*3=5~2—13=g=%,tehét
5.2°<7.3%

b) Alkalmazzuk a hatvanyozas 1. és 2. azonossagat és a negativ egész

s

-5 -4 -9 -3 -6

5 j) :57:5_2:i és 775 372:7_1'3_1: s
5 5 25 3”7 73 21

A kapott torteket 6sszehasonlithatjuk tigy is, ahogy ezt az eldbb tettiik,

tehat k6zos nevezdre hozéssal, de most eljarhatunk egyszertibben is.

Mivel a két tort szamlaloja egyenld, ezért az a tort a kisebb, amelynek
5—5 '5—4 7—3 .3—6

577 < 375 . 772 :
¢) Alkalmazzuk a hatvanyozas els¢ harom azonossagat és a nempozitiv

s

-2
A definici6 alapjan: [%] _ 1 % =3

i =

o ETE_ETE) s ¢y
1Y%, s  q2.(c3)° 3.5 3.5 5
| e e

nagyobb a nevezdje, igy

3

So56 %
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N

L
eeccccce

—4
A masikat hasonl6an atalakitva: [%] = =

I\L‘I—‘ll—\

(%) 2" (1} 211 2 : 2ot 4e £SO
_.(_)= 22 Mivel <2 65 5<5

(1 )4 52 24 58 58 g
2

2 24 E
ezért = < = tehat az els6 kisebb, mint a masodik.

¢

2, 04ldz Hozzuk egyszeriibb alakra az alabbi kifejezést!
2 (a—Z . b3)—4 . (a4 . bZ)—Z . (b—S)—3

(a, be R\{0})

1Y i ¢ 3.4.abra Ne akarjunk mindent fej-
(a-b)? (—J : ¢ ben megoldani!

Megoldas:
A negativ egész hatvany definicidja alapjan:

P

Ezutan alkalmazzuk a hatvanyozas azonossagait!
(a—Z . b3)41 . (a4 . b2)—2 . (b—S)—S 3 aB .b—12 . a—B .b—4 . b15 B

1Y a’h?.a
a.b -2 | =
(a-b) (a)

) Oldjuk meg!

1. Szamitsuk ki! Ne hasznaljunk szamoldgépet!

a) 47 b)(% ) €) 0,172 d) 0,001" e) (%) f) (—EJ g)2%.2:2°

7

2 1\ ad\2 g2 : 1_2'75' 4 93)\2 .92 7-3y-2

h)(3-5") -(3*)°5 |)(4J2 (7*-2°) :2%-7%)
2. Hozzuk egyszertibb alakra!

) w (@ac R\{0}) b) (2a %) 2-(4a°h?)° (a be R\{0})
BE
c)%~ ) wyerVO) o) (as'bs)z'(i:'b_s)4- L (aber\0})
oy Ly a 1
b a e®%0,
Soer
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NE :""Tl‘

Q . z“!lebra, szamelmelet

3. Dontsiik el szamoldgép hasznalata nélkil, hogy melyik nagyobb!
167%.8° 272.97°

a)10°3.2vagy 2*.57 b va
) gy ) 05" ay [1]6
3
0,171.100°° 0,0012.10°° > 2 3)° ()t
c) — vagy — d)(49-16) 2-(7°2.871) " vagy1252.|2| .(s1t) |
) 10002 9 00 )( ) )" vagy [5] (617) 2

45 Szamoknormalalakyal

@o |, 2l Egy strand téglatest alak( Gszémedencéjének ol- :
i Jalélei 40 m, 25 m, 3 m hosszlak. Hany liter viz fér bele, ha teljesen
i teletoltik? Hany oraig tart a medence feltdltése, ha percenként 2000
11ter viz folyik bele? :

Megoldas:
Elészor szamoljuk ki, hogy hany kobméter a medence térfogata! Mar
altalanos iskolaban tanultuk, hogy a téglatest térfogata egyenld az egy
cstcshol kiinduld oldalélei hosszanak a szorzatéval. Ez alapjan a me-
dence térfogata V=40 m-25m-3 m = 3000 m
Azt tudjuk, hogy 1 liter = 1 dm® és 1 m*® = 1000 dm®. Ez alapjan
¢V =3000-1000 liter =3000000 liter. Az ilyen nagy szamok, illetve a
4.1. dbra Egy szép nyari napon nagyon kicsi szamok leirasa az egész kitev6jii hatvanyok segitségével
akar a medence terfogatat is kisza- ¢ gokkal attekinthetébbé valik, és a veliik valo szdamolés is konnyebb.
molhatjuk ¢ A 3000000 litert leirhatjuk igy is: 3-10° liter. A valos szamok ilyen
: modon torténd felirasat a valos szamok normalalakjanak nevezziik.

©000000000000000000000000000000000000000¢0,

w Dgflnfdd Az x valos szam esetén az x = a- 10" alakot, ahol ;
Tl0<a<-lvagyl<a<10ésn€7Z, az x szam normalalakja-
nak nevezzik. :

...................................................................................................

mf_hﬂ; ¢ Ez alapjan pl. a 2000 normalalakja 2 - 10°.

1 : Szamoljuk ki, hany percig tart a medence megtéltése!
6 1
t= M =1,5-10° perc. Szamitsuk ki, hogy ez hany 6ra! Ehhez
5 liter
: 2:10° ——
4.2. abra Hany tonna szén van a : perc

vasuti kocsiban?

a kapott értéket osszuk el 60-nal! igy ¢ = 25 ora.

w ), ualdz Irjuk fel az alabbi szamok normaélalakijat!
:17) 234000000 b) 0,00000000513

58
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Megoldas:
a) 234000000 = 2,34 - 100000000 = 2,34 - 10°
b) 0,00000000513 = 5,13 -0,000000001 = 5,13-10°°

S

300000 km -nak vesszuk.
a) Adjuk meg a fény sebességét ™ _han! '
; S

b) A Nap és a Féld kozepes tavolsaga kb. 1,5- 10° km. Adjuk meg ezt

. atavolsagot méterben!

c¢) Korulbelll hany perc alatt teszi meg a Nap-Fold tavolsagot a
fény?

Megoldas:

a) Mivel 1 km = 1000 m = 1-10° m, ezért 300000 k—m -

—2.10m.100M _ 2. 108 M :
=3:10°-10 s =310 s ¢ 4.3. dbra Most sincsenek koze-

b) A Nap és a Fold kozepes tavolsaga méterben kb. 1,5-10° 10° m = : '€ egymashoz, de csoddlatos ...

=15-10"m

¢) A keresett id6t megkapjuk, ha a Nap és a Fold tavolsagat elosztjuk a
11 H

fény sebességével. igy ¢ = W =0,5-10° s =500 s ~ 8,33 min, :
3.10° "

S .

azaz kb. 8 perc alatt teszi meg a fény a Nap—Fold tavolsagot.

\%‘I{/ 4, paldy ANewton-fele gravitacids erétorvény segitségevel : :
1szamolhatjuk, hogy mekkora gravitacios er6é hat két test kozott. |
N-m ¥

Ez alapjan az erd: F= y- ,ahol y=6,7-10 a gra-

2

 vitacios allando, M az egyik, m a masik test tomege, 1 pedig a két :
 test kozott levo tavolsag. (A kdzéppontjaik tavolsaga.) Azt is tudjuk, : :
i hogy egy 80 kg tomegli emberre a gravitacios mezd a Fold felszinén : :
megkozelitéleg 800 N erdvel hat. Hatarozzuk meg ennek ismereté- :
i ben a Fold tdmegét, ha a sugara 6378 km! :

Megoldas: :
Véltsuk &t a Fold sugarat méterbe: r = 6378000 m = 6,378-10° m. Ez :

4.4. dbra Isaac Newton
lesz a két test kdzeppontjanak tavolsaga. A Fold tomege M, az emberé : (1643-1727)
m. Ez alapjan behelyettesithetjik a szamadatokat a kepletbe: :

800=6,7.107%4. 0 M

(6,378-10°) :

-11 H

g00- 53610 M

40,67-10 :
Sos
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10 tera- T
10° giga- G
10° mega- M
10° kilo- k
10° hekto- h
10 deka- da
10" deci- d
10?  centi- c
10° milli- m
10°® mikro- u
10° nano- n
10" piko- p
10" femto- f
10" atto- a

45. dbra A mértékegységrend-
szerben a prefixumokat vagy
elétagokat a nagyon nagy vagy :
nagyon kicsi mennyiségek rovid
leirdsara hasznaljuk

4.6. abra Egyes baktériumok mé-
rete 0,3 um

W MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 60

8-10°
1,317-10%
Tehat a Fold tomege megkozelitéleg: 6,07 10 kg.

%
4
8

3]
:

:
tig
i
.
s
s
:

:

:

:

8-10° =1,317-10 *-M = =M = M =6,07-10* kg.

1v0000000000000000

¢ Megoldas:

: : Tudjuk, hogy 1 mol anyagmennyisegii anyag tomege a molaris to-
: meg. Azt is tudjuk, hogy ez 6-10% db részecske tomegét jelen-
: ti. Tehat megkapjuk egy részecske tdmegének a szamértékét, ha a
molaris témeg szamértékét elosztjuk 6-10-nal. A molaris tomeg

k o k o - )
gl -ban kifejezve: 4-10’3m—g|. Ez alapjan egy héliumatom tdmege:

4.10°°
6-10%

=0,667-10° = m=6,67-10" kg.

790000000000000000000000000

9,04l A legkisebb méretli baktériumok az ugynevezett

i mycoplasma nemzetséghez tartoznak, méretik 0,3 mikrométer. :

i Hany ilyen baktérium 0sszhossza egyenl6 az Egyenlit6 hosszaval, :
§ amely megkdzelitéleg 40 075,704 km? 1

Megoldas:
4.5. tablazatbol kideriil, hogy egy ilyen baktérium mérete 0,3-10° m =

A
=3.10" m. Az Egyenlitd hossza méterben kifejezve: 40075704 m, igy

#900000000000000000000000000000000000000e¢vs.

a megoldas M_BBSSSGSOOOOOOO ~1,34-10* db.
._J 7/, pal Optimalis korilmények esetén a baktériumok :

: Tendkiviil gyorsan novekednek és osztodnak, akar 10 perc alatt is :
§ megduplazddhat egy baktériumpopulécié. Ha kezdetben csak egy
bakterlum van, akkor mekkora lesz a populaci6 8 6ra mulva? :

eccccccccores

Megoldas:

El6szor szamoljuk ki, hogy 8 ora alatt hanyszor duplazédhat meg a
baktériumok szama! Mivel 8 o6ra =480 perc, igy 48-szor duplazédik
: meg a baktériumszam 8 ora alatt. Ez azt jelenti, hogy a végén 2% db =
=140737488355328 db ~ 1,41-10" db baktérium lesz a populacio-
: ban, ami tobb, mint az el6z6 feladatban kapott érték.

eccccecceccccecce

oo

eecccccsccccccccce
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R, Oldjuk meg!

1. Adjuk meg normalalakban!
a) 102000000 b) 230000000 c) 45000 d)0,002 e)0,000000321 f)0,00000000000213

2. Irjuk fel az alabbi, normalalakban megadott szamokat!

a)2,3-10°  b)3,564-10’ ¢)9,12-10° d)1,22.10°° e)5321.10° )8,6-10"
3. Adjuk meg normalalakban, hogy

a) 4500 km hany milliméter,  b) 0,012 g hany tonna, ¢) 543 dkg hany milligramm,

d) 431 m® hany cm®!
4. Hatarozzuk meg, mekkora utat tesz meg a fény egy év alatt! Ezt a tavolsagot nevezziik fényévnek.
5. Hatarozzuk meg egy nitrogénmolekula témegét kilogrammban, ha a nitrogénatom moléaris témege

14 miol ! (Az erre vonatkozd ismeretek megtalalhatok a lecke 5. példajaban.)

6. Tudjuk, hogy a Nap tdmege 1,99-10% kg. Hanyszorosa ez a Fold tomegének? (A Fold tomegét a
leckében megtalalod.)

7. Mekkora a Fold és a Nap kozott hatd gravitacios erd? (Az erre vonatkozo ismeretek megtalalhatok
a lecke 3. ill. 4. példajaban. A Nap tomege 1,9832-10% kg.)

8. Az [, hosszlsagu fémrud hosszanak melegités hatasara bekovetkezé Al megvaltozasat az alabbi 6sz-
szefliggés adja meg: Al =o-1,-AT, ahol a a fémre jellemz6 vonalmenti h6tagulasi egyiitthato,
AT a hémeérséklet valtozasa. Hany szazalékkal nagyobb egy 1,5 m hossza aluminiumrad hosszanak
megvaltozasa, mint egy ugyanolyan hossz i vasrudé, ha mindkettét 20°C hémérsékletrl melegitjiik

100°C-ra? |, =1,17-10°° ic a, = 2,310 iC

9. Egy atom atmérdje kb. 100 pm, a benne 1év6 atommagé kb. 10 fm. Ha az atomot egy 100 m atmé-
r6jii gdmbbel modelleznénk, akkor mekkora lenne az atommag atmérdje? (A feladat megoldasadhoz
hasznald a leckében talalhato prefixum tablazatot!)

4.7. dbra Bohr-Sommerfeld-féle atommodell
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5. Algebrai egész kifejezesek{polinGmond|

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

@, 1,04l Egy tetszéleges kétjegyli pozitiv egész szambal | :
ivonjuk szdmjegyeinek az dsszegét. Mit allithatunk a kapott ku- :

lonbsegr01‘7

xy

Megoldas:

Az els6 fejezetben a halmazok kapcsan mar foglalkoztunk a kétjegyti
pozitiv egész szdmok jel6lésével. Ha a szdmban a tizesek helyén allo
szamjegy x, az egyesek helyén alld szdmjegy y, akkor a kétjegyli szam
10x +y, ahol x € {1,2;3;4;5;6;,7;8,9} és y €{0;1,2;3;4;5;6;7;8;9}.
Jeloljik a keresett killénbséget K-val! Mivel a szdmjegyek 0sszege
X+Y, igy K=10x+y — (x +y). Bontsuk fel a zardjelet, és vegyiik fi-
gyelembe, hogy eldtte egy negativ eldjel szerepel! K=10x+y —x—y
(tgy is felirhatnank, hogy 10x +y + (-1)x + (-=1)y). Egy olyan négyta-
gu kifejezést kaptunk, melynek két-két tagja csak egyutthatéiban tér el
egymastol. Ezek a 10x és —1x, illetve az 1y és —1y. Az ilyen kifejezé-
seket egynemii kifejezéseknek nevezziik. Az egynemil kifejezéseket
0sszevonhatjuk.

5.1. &bra Nézziink néhany pél-
dat!

K=10x-x+y-y=09x.

Tehat egy 9-cel oszthatd szamot kaptunk. Ezzel bebizonyitottuk, hogy
ha egy kétjegyli szambol kivonjuk a szamjegyeinek az 9sszegét, akkor
9-cel oszthatd szamot kapunk.

99000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢0

J, 04l Egy négyzet alaki kertben két, az oldalakkal par- :
uzamos betoniit keresztezi egymast, az 5.2. dbranak megfelelden. :
LAz egyik Ut szélessége a négyzet oldalanak az 6téde, a masik a négy-
i zet oldalanak a hatoda. A kertnek az utakon kivili részét fi fedi. :
| Hany szazaléka a fiives rész teriilete a kert teriiletének? 5

ol

Megoldas:
A négyzet oldala legyen a hosszisagu! Ekkor mindkét betondt hossza

. QoA LA . ;
a, mig az egyik szélessége rx a mésiké re A négyzet teriilete T = a’.

5.2. dbra A kert alaprajza Elészor szamoljuk ki a betonutak altal lefedett rész nagysagat! Az utak
terliletét a hosszuk és a szélességiik ismeretében kiszamolhatjuk, de 8sz-
szegiik a kdzépso kis téglalap miatt nagyobb, mint az altaluk lefedett rész

teriilete. Kdvessiik azt az elvet, amit a szitaformula esetén mar megis-

Lo ) ; a
mertink! gy a betonnal lefedett rész teriilete: t =a- 5 +a—-———=-—= .
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2 2 2 2 2 _ a2 2
Ebbdl t=a—+a——a—=m=a—. A fuves terilet:

5 6 30 30 3

, a’ 2a’ ; e
a _?:T' amely a kert kétharmad része, igy kortlbelll a kert
66,7%-at fedi fi. ‘
22
2

A 10x, y, 9x elséfoku kifejezések, az % masodfoku kifejezés.

ﬂ Usilnidd Az egytagi egész Kifejezés fokszama a benne
: szerepld valtozok hatvanykitevéinek az Osszege. 3

...................................................................................................

Példaul: 2, 5, —1: nulladfoku kifejezések
4x, 7z, —65a: elsoéfoku kifejezések
3b? 0,5x% 3ab, —4xy: masodfoku kifejezések
a’, 22-x%, 33-ab? —xyz: harmadfoku kifejezések
W Dainidd A tobbtaga egész Kifejezés fokszama a maxima-
= lis fokszamu tagjanak a fokszama. :

Példaul: 3x* —2x+1, —5xy +2x, 3y’ +a’ + xy: masodfok
5x?y —3x, 6a°® —5xa+2, x* — y*: harmadfoku

W Dafinfdd  Két egytagu kifejezést egynemii kifejezésnek ne-
= vezlink, ha legfeljebb csak egyutthatdikban térnek el egymastol.

...................................................................................................

Példaul: 5xy* —xy?, 0,5xy’: egynemiiek Anem azonos
sorban levd
kifejezések nem
5a’°, 13a% —21a’ egynemiiek egynemiick.

3xyz, —yzx, 5zxy: egynemiick

Az egynemi tagokat dsszevonjuk, azaz az egyiitthatoikat el6jelhelye-
sen dsszeadjuk, és az igy kapott egyttthatoval leirjuk a kifejezést.

@/ 4. 04l Vonjuk 8ssze az alabbi kifejezésekben az egynemii :
: Tagokat!

i a) 3x? —5x+12x2 —6x+1+ x> —15x% — 2x* +13
b) 103a’b —21ab +10a’b + 2ab” —a’n +10ab — 2ab*
i ) 3xyz—2xy — (5xzy —6yx +2yz) —(2zxy — 2y + 2)
Megoldas:
a) Eldszor gondosan nézziik végig az algebrai kifejezést! Ezutan cél-
szerii az egynemii tagokat azonos modon jelolni. Igy sokkal attekint-
hetdbbé valik a kifejezés, €s nem hagyunk ki egyetlen tagot sem az
Gsszevonas soran.

3x* —5X+12x* —6x +14 x° —15x* — 2x° +13=—x* —11x +14
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5.3. dbra A kert

5.4. &bra Milyen kér, hogy csak
a polinomok szétvalogatésa utan
mehetek el a béalba!
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b) 103a’b — 21ab +10a’b + 2ab’ —a®b +10ab — 2ab* =
=112a’h—11ab

¢) A zarojelbontasnal figyeljiink az eléjelekre!
3xyz — 2xy — (5xzy —6yx +2yz) — (2zxy —zy 4+ 2) =
=3Xyz —2Xy —5Xzy + 6yx —2yz — 22Xy + 2y —2 =
=—4xyz+4yx—yz—2

e

2
=

5.5. dbra Elészor gondoljuk at,

utdna végezzik el ga Iehjetséges ¢ Azt tudjuk, hogy a szorzas az osszeadasra nézve disztributiv. Ezt a

dsszevonasokat! : tulajdonsagot felhasznalva a tébbtagu kifejezések osszeszorzasat ta-
: ¢ gonként végezhetjiik el.

.
.

4, pild Végezziik el az alabbi miiveleteket! A beszorzas :
i utdn vonjuk Ossze az egynemii tagokat! :

Fla)ak(@2x-T7) b) 5x%(2x— 3y + x%)
:ic) (3a—3)(2a+5) d) (e — b)(2a — 3b + 2)
Megoldas:
£ 2) 3X(2x—7) = 6xX2 — 21X

3a 2a :

g b) 5x2(2x —3y + x?) =10x° —15x%y + 5x*
_3 ; .)x(x y+x°) X X“y +5x
5.6. abra 4. c) példa c) (3@2'&%) 6a’ +15a—6a—15 = 6a*+9a—15
d) (a’ —b)(2a 3b+2) =2a®—~3a’h+2a* —2ab+3b* —2b

I
SHEL S
|
w N
N = Y
cesssssccsssssscssss

5.7. dbra 4. d) példa w

) Oldjuk meg!

1. Valogassuk kiilon az egynemt kifejezéseket! Hatarozzuk meg a kifejezések fokszamat!

3
a) 3x; 5x%; —x; 3x% —2x% 0,2x%; X?; %

2
b) 12ab; —21a’b; a?b; —%; a’b; 2a’b* -ab®;, —

2. Végezziik el a kijelolt miliveleteket, vonjuk 6ssze az egynemdi tagokat, és irjuk fokszam szerinti nem
névekvo sorrendbe azokat!

s a) x> +4x—(6x* —7x+4)—(2x—5x?)

64

Q
»
’
)
—»
° °
° °
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b) 5x* —3x* — (x* +4x* —4) —(x* +3x* —2x+7)
¢) 7a’h® —2a’h +5ab” — (4ab® — 2a’b —11ab) + 21a° — (12ab —10a’h® +11)
d) 2x° 4+ x* — (xy 4+ 3x*y — X) + (5xy® — 2X°y + 2Xy) — 3x +1— (2x* — 9xy?)
e) abc—a® + (6ba’c —3ab’c — 2acb) — (2a’bc — 2cab® + 5abc?) + 72

7

1 1 4 73 2
f) 2=xy—=Xx+[3=y—=xy+2|—|4d=—X——y——
) 3xy 5 +[ 2y 7 yr ] [ 8 4y 3]

5 3 3 2 1 1
3.Legyen A=xX? —4x+=; B=—1=xX>+=x—-2,C=2xX> —2=x+=1
gy 3 3 PR 213

Végezziik el az alabbi miiveleteket!

a) 3A b) 4B ¢)A-C d)B+2C e)A+B-C f)-2B-A+C
4. Végezzik el a kijel6lt miiveleteket!

a) 4x(3x° - 4) b) 2xy(3x* — 2y +4xy —1) ¢) By -2)(4y+1)  d) (5a+2)(2 +4a)

e) (2-3b)(1+5b) ) (xy—2)(5xy + 3) 9) (X =5)(2x*+3)  h) (4x’y —a)(a+ 2x%)

)(2x-5)(x*-3x+1) )@ -20)Ba*-2ab+b’) k) (x'-1)(x*—3x+2)
5. Végezziik el az alabbi miiveleteket!
a) 3X(x +2) —2(x — 5) b) 2xy(x — 4) — 5y(xy — 4) c)@+2)(2a-3)+(a-1)(3a+5)
d) (2a-5)(a+1)—-(3a—-2)4-a) e) 11(2b + 5)(b — 4) — 3(5b + 1)(12 + 2b)
HDy-Dy+2)(y-3)  9) (2x+5)(2-x)(B3x-1) h) (x - D(x+ x - (x = 2)(x + 1)(x - 1)

%/ |, valda  Egy kocka éle legyen a!
i Adjuk meg, hogy az a értékétdl fiiggéen hogyan véltozik a kocka : :
 felszine, ha minden oldalélét 2 egységgel £

I. noveljuk,
I1. csokkentjik!

Megoldas: Ey
Tudjuk, hogy az a élt kockat 6 db a oldali négyzet hatarolja, ezért a :
felszine A = 6a%, ahol a pozitiv val6s szam. :

1
M 1
Ao A — : '
I. AKkocka éle: a, =a+2. I & 2 !a
1
1
1

no
Y
N
o
N

Az |. kocka egy oldallapjanak terilete:
a’=(@+2’=@+2)(a+2)=a*+2a+2a+4=a>+4a+4

Szemléltessiik abran! (6.1. bra) a 2

(a+2f=a’+4a+4 ¢ 6.1. abra A rajz segit
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hlgebra, szamelmelet

A kocka felszine:

A =6a’ =6a’ +24a+24.

¢ Avaltozaés:

A —A=6a”+24a+24—6a* = 24a+24.

I1. Ennek a problémanak csak akkor van megoldasa, ha a > 2.
Akocka éle: a,=a—2.
A kocka egy oldallapjanak teriilete:
a’=(@-2°=(@-2)(a-2)=a’-2a-2a+4=a’-4a+4
A kocka felszine:
A, =6a,” =6a’ —24a+24.
A véltozas:
A, —A=6a’-24a+24—6a’ =-24a+24.

"
=

A feladatban az a + 2 és az a — 2 kifejezéseket, azaz két tag 6sszegét,
illetve két tag kilonbségét emeltilk négyzetre. Nézzilk meg ezt altala-
nosan is!

egyen a két tag a és b. Ekkor:

6.2. dbra Elég lesz a festék?

Le
(a+b)’ = (a+b)(@a+b)=a’+ab+ba+b? =a?+2ab+b? és
(a-b)’ =(a-b)@a—b)=a?—ab—ba+h’ =a’ —2ab+b?.

............................................................................................

0000950200 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Kéttagu 06sszeg négyzetét (a+b)’ =
: megkapjuk, ha az els6 tag négyzetéhez hozzaadjuk =a’+
¢+ az els6 €s mésodik tag kétszeres szorzatat €s + 2ab +
: { amasodik tag négyzetét. +b?

: Roviden: (a+b)” = a®+2ab+b?.

...................................................................................................

6.3.4bra (a+b)’ = a® +2ab+b’

A\ Kéttaga killonbség négyzetét (a—by=
: megkapjuk, ha az elsé tag négyzetébdl kivonjuk =a’-
i az elsd és masodik tag kétszeres szorzatat, ¢s ehhez —2ab+

: : hozzaadjuk a masodik tag négyzetét. +b?

: : Roviden: (m—b)2 =a’—2ab+b’.

%@/ ), U4l Végezzilk el az alabbi négyzetre emeléseket!
2 ]
- a) (5¢+3b)°  b) (—x—%y] c) (2x3+3y2)2

000000000000 0000000ss

Megoldas:
¢ Alkalmazzuk az el6z6 azonossagokat uigy, ahogy ezt szavakkal megfo-
vove, galmaztuk'
Foo86
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a)

Kéttagl 6sszeg négyzetét megkapjuk, ha (5¢ + 3b)* = :
az els6 tag négyzetéhez hozzaadjuk = (5¢)* +
az els6 és masodik tag kétszeres szorzatat és +2-5c-3b+
a masodik tag négyzetét. + (3b)?

Tehat: (5¢+3b)° = 25¢% +30ch +9b?.
b)

Kéttagu kilénbség négyzetét megkapjuk, ha

—
W | =
x
|
N ow
<
K
Il
cooe

¢ 6.4. abra Lépésrol 1épésre

az elso tag négyzetébol kivonjuk =

VR
W | =
b3
~—7
|
sooee

az elsd és masodik tag kétszeres szorzatat, és

hozzadadjuk a masodik tag négyzetét.

+
/N
N|w
<
—%

2

2 2
Azaz: (lx—éy) :X——ﬁ+gi
3 4

9 2 16
¢) (2x*+3y?) =(2x°) +2-2x* -3y +(3y?) = 4x° +12x°y* +9y*

5, 04l Hatarozzuk meg harom egymast kovetd négyzet-
i 'Szam 0Osszegének a harmas maradékat! '

Megoldas: :
Vizsgaljunk specialis eseteket a 6.5. abran! hérorr] egymast harmas
Mind a négy esetben 2 a hdrmas maradék. igy az a sejtés alakulhat ki, : ~ kovetd négyzet- oy
hogy harom egymast koveté négyzetszam osszegének harmas ma- :  Szam Osszege
radéka 2. 1+4+9=14 2

A harom egymast kdvet négyzetszamot harom egymast kovetd : 9+16+25 =50 2
természetes szam négyzeteként adhatjuk meg. Legyen a harom egymast 36+49+64 = 149 2

64+81+100 = 245 2
6.5. dbra Nézzlink néhany példat!

kovetd természetes szam n — 1, n, n+ 1 (n€ N™). Ez alapjan a vizsgalt

osszeg: (n—1)" +n?+(n+1)°. Végezzik el a négyzetre emeléseket a :
tanult azonossagok alapjan, és vonjuk Ossze az egynemil tagokat!

(n=1)" +n* +(n+1)" =n?—2n+1+n’+n’ +2n+1=3n% + 2. Miveln
pozitiv egész szam, a kapott sszeg harmas maradéka 2. igy bebizonyi-
tottuk sejtéstinket.

22

:. 67 .1
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----------------------------------------------------------------------------------------------

6. 2, Két tag Gsszegének és kiilonbségének a szorzata

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

2vee

% 4, vdldz Egy négyzet oldala nagyobb, mint 2 egység. Ho-
i gyan valtozik a négyzet teriilete, ha két szemkozti oldalat 2 egyseggel :
i csokkentjiik, a masik két szemkozti oldalat 2 egységgel noveljiik?

Megoldas:

Legyenanégyzetoldalaa, ae R, a > 2! Ekkoranégyzetteriilete: T = a°.
Ha egy a > 2 oldall négyzet két szemkdzti oldalat csokkentjiik 2-vel, a
masik kett6t noveljiik 2-vel, akkor olyan téglalapot kapunk, amelynek
oldalai a — 2 ésa + 2 egység hosszuak. Ennek tertilete t = (a — 2)(a + 2).
Végezzikk el a kifejezések szorzasat! Ekkor r=a’+2a—2a—4=
a’ — 4 =T - 4. Tehat a négyzet teriilete 4 teriiletegységgel csokken.

w
=2

: A feladat kapcsan egy Ujabb nevezetes szorzattal ismerkediink meg,
¢ két tag 6sszegének és kiillénbségének a szorzataval. Jel6ljik a két tagot

6.6. 4bra Atalakitas

©0000000000000000000000000000000000000000000000809,

: Két tag Gsszegének és kiilsnbségének a szorzatat :
: megkapjuk, (a+b)(@a-b) = :
ha az els6 tag négyzetébol kivonjuk =a’- ;
a mésodik tag négyzetét. -b’

: Roviden: (a + b)(a—b) =a’ - b”

...................................................................................................

% 3, valdz Végezziik el az alabbi miiveleteket!

: )
o 4 W
Pay [Pxela][Z2xta] by |E g || b
i3 5137 5 5 5
6.7. bra A tudas faja Megoldas:
:a)
¢ Két tag 6sszegének és kiilonbségének 2 - 1 all2, 1 al—
P a szorzatat megkapjuk, 3 5 13" 5
H 2
ha az els6 tag négyzetébol kivonjuk = [% x] —
1 VP
¢ amasodik tag négyzetét. —[ga
¢ Roviden: —x+£a Ex—la = ﬂx2 Ll
Jo00, : 5 )13 5 9 25
T8
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4

4 4 2 8
b) a—+b203 a——b203 _ a_ _<b2C3)2 :a__b4C6
5 5 5 25

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6. 3. Tovabbi nevezetes azonossigok

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Két tag o6sszegének, illetve kiilonbségének a kobe
4, 2l Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik az 1. példaban : :
 szerepld kocka térfogata az I. és a II. esetben! P
Megoldas: .
Az a élil kocka térfogata: V = a’. :
I. A kocka térfogata: ﬁ
V= =(a+2)" = (a+2)*(a+2)=(a’ +4a+4)(a+2) = ;
. 5
=d’+2d° +4a” +8a+4a+8=a’+6a’ +12a+8. : !
H §
Avéltozas: V, -V =6a’ +12a+8. Vo y
I1. A kocka térfogata: : A,
V,=a} =(a—2)" = (a-2)"(a—2) = (a’ ~da+4)(a-2) = ] —
=a’—2d’ —4a’ +8a+4a—8=a’—6d’ +12a-8.

AValtozés: V, -V = —6a’ +12a 8. : 6.8. abra A kocka minden élét két

egyseggel ndveltik
= :
Két tag 0sszegének és kiilonbségének a kobét szdmoltuk ki az el6z6
példaban. Nézziik ezt altalanosan!

(a+b)’ = (a+b)’(a+b)=(a®+2ab+b*)(a+b)=

=a® +a’b+2a’h+2ab’ +ab’ +b’ =a® +3a’h43ab” +b’.
(a—b)® = (a—b)’(a—b) = (&’ = 2ab+b’)(a—b) =
=a’—a’b—2a’b+2ab*+ab* -b® =a® —3a’b+3ab’ —-b*

Tétel (a+b)® = a® +3a’b + 3ab? + b°
(@a—b)® = a° —3a’b + 3ab? — b

@/ 7, 04ll Végezzilk el a kobre emeléseket!
s 3 P
fa) (x+4)° b) [%c—Sb] :
Megoldas:
Az eddigi példak alapjan mar elég rutint lehetett szerezni ahhoz, hogy :

egybdl az algebrai alakot irjuk fel. : 6.9. abra Ha atlendiliink a nehe-

a) (x+4)3 =xP+3x2 4+3x-47+4° = x* +12x%* +48x + 64 ¢ zén, utana kénnyebben fog menni esoe,
s 69 ",
[ ) [
H '
... ..
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b) (%c—&b)g =(§uj —3(%0]2 -3b+3§(:<(3b)2 —(3b) =

= i(ﬁ —4¢*h +18¢ch? — 271°
27

Fontos szorzatok

%.p 3, 02lz Végezzik el az alabbi szorzasokat!
:i7) (a+b)(a® —ab+b?) b) (a—b)(a® +ab+b?) s

Megoldas:

a) (a+b)(@®—ab+b’)=a’-a’b+ab’+ba’ —ab”’+b’=a*+b°,
azaz (a+b)(@*—ab+b*)=a’+b°
b) (a—b)(@’ +ab+b’)=a’+a’b+ab’ —ba’ —ab”—b*=a’ b’
azaz (a-b)@ +ab+b*)=a’-b°
Erre a két azonossagra elsésorban a szorzatta alakitas kapcsan lesz
szlikség.

............................................................................................

a’ +b® = (a+b)(a® —ab+b?)

a’—b®=(a-Db)(a’ +ab+b?)

...................................................................................................

6.10. abra Elészor felbontjuk a
zardjelet ...

Megoldas:
(a+b+c)’ =(a+b+c)(a+b+c)=
=da’+ab+ac+ba+b’+bc+ca+ch+c? =
=a’+b%+c¢? +2ab+2bc+ 2ca

............................................................................................

(@+b+c)> =a’ +b’ +c’ +2ab+ 2bc + 2ca

4ll1 Végezzik el az alabbi négyzetre emelést!

¢ Megoldas:
6.11. bra Ezt sem nehéz ,,négy- : 1 Y 1 ¥ 1V
zetre” emelni [2X—3Y+§4] =(2X+(—3)’)+54 :(2")2+(_3)’)2+[§‘] +
: 1 1 , o, 4P
¢ 42 2x(-8y)+2-2x-—¢+2-(-3y) - —£=4x"+9y" +——12xy +2x¢ - 3y¢
00®%%, H 2 2 4
L] ..
70 o
.
[ ] ...
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0 N o o1 &

10.

11.

Oldjuk meg!

. Végezziik el az aldbbi négyzetre emeléseket!
3Y 5Y a 3cY
a) (x—10)* b) (b+7)° C)| 4x—— d)[3y+— e)| —+—
) (x-10) )(6+7) (43 (5] 95+5)
2 ’ 2 ¢z 12p° ) (3., 2. .Y
Zy-10z a’—4x* h)| —+ )| =xPy—=xy®
D(Gyoe] o) )(6 : ] )(§v-5)
2 2 2
)] Ea“b2+Ea3b k) ZEbzc—3b“c3 ) ﬂa”b“’l—ga”’zb“+l
7 5 3 5 4
. Alkalmazzuk a két tag 6sszegének és kiillonbségének szorzatara vonatkoz6 azonosséagot!
a) (a+12)(a-12) b) (2x—5)(2x+5)  ¢) (3b—4c)(3b+4c) d)(§+2—g)(é—2—g)

4 2. Y4 2 s ¢ 5P\ x5y
e)(ga—gb)(§a+ng f) (5b +¢*)(5b° —c°) g)[%—%]{%+%]

. Végezziik el az alabbi miiveleteket!

a) (a—3)° +(a+3)" +(a+3)(a-3) b) 2(x+4)* =3(x—2)" —(x—=1)(x+1)

c) %(Za+12)2 +(a-6)° —3(a+5)° d)(a*-b’ )2 -2(a’-b)(a’ +b)+§(3a“ +6b? )2

. Mennyi a négyes maradéka négy egymast kdvetd négyzetszam osszegének?

. Mennyi az 6tds maradéka ot egymast kovetd négyzetszam Osszegének?

. Fogalmazzuk meg szavakkal a két tag dsszegének, ill. kiilénbségének kobére vonatkozd azonossagot!
. Fogalmazzuk meg szavakkal a haromtagu 6sszeg négyzetére vonatkoz6 azonossagot!

. Végezzilk el az alabbi kdbre emeléseket!

3 3 a 2 Y\ 1 ’
a) (2x—3y) b) (a+4b) C)(E_ECJ d)(1§x+yJ

e) (b —203)3 f) (3y* +225)3

. Végezziik el az alabbi miiveleteket!
a) (a+2)(a®*-2a+4) b) (x—3)(x* +3x+9)
) (y> —4)(y* +4y* +16) d) (@ +1)(a°-a’+1)
Végezzilk el az alabbi négyzetre emeléseket!

a) (@a+2b+c)® b)) (2x+3y+5)°

c) (@a—4b+c)®  d)(x—y-—2¢)°

Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

a) (x— 2y)3 +(2x+ y) —(2x—y)(4x* +2xy + y?)
b) (3a+2b)’ —(2a—3b)’ +(4a-+b)(16a° —4ab+b?)
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1, u3ldz Hatarozzuk meg az x azon valés értékeit, amelyek :
i esetén az alabbi egyhatarozatlani polinomok helyettesitési értéke :
i nulla! :

Megoldas:

A polinomok helyettesitési értékének definicidja alapjan olyan alap-
halmazbeli szamokat keresiink, melyeket az x helyébe helyettesitve a
kifejezés értéke nulla lesz. Az ilyen szamokat a polinom gydkeinek ne-
vezzlik. A magasabb foku polinomok gyokeinek keresésében az egyik
leghasznosabb modszer a szorzatta alakitas, mert egy szorzat pontosan
akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla.

a) Tanultuk, hogy a szorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve, azaz
c(a + b) = ca + cb. Ha az egyenldség jobb oldalabol indulunk ki, akkor
aca + cb = c(a + b) osszefiiggés azt fejezi ki, hogy a c-t kiemel-
tiik azokbol a tagokbol, amelyekben szorzétényezdként szerepelt, és
ezzel a ca + cb kifejezést szorzatta alakitottuk.

Ez alapjan alakitsuk szorzatta a 2x* — 4x polinomot!

7.1. dbra Kiemelés

A kifejezés mindkét tagjaban szerepel X, és

mindkét tag egyutthatdja paros. 22 — 4x =
Alakitsuk at a polinomot gy, hogy az egyes

tagokban megjelenjen szorzotényezoként a 2x!  =2x-X—2X:2 =
Ezutan emeljik ki a 2x-et! =2X(x - 2)
Ezzel kaptunk egy haromtényz6s szorzatot, 2X(x — 2)
amelynek elsé tényezdje 2,

a masodik X,

a harmadik egy kéttagu kifejezés, X —2.

A feladat szerint azt keresstik,

hogy ez a szorzat mikor lesz nulla, azaz 2X(x —2) =0.

Hasznaljuk fel, hogy egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik té-
nyezdje 0, igy x = 0, vagy X — 2 = 0, azaz x = 2! Tehat a polinom gyokei
ao0,illetve a 2.

b) Mivel x° = x*- X%, ezért mind a két tagban megjelenithetd az x* szorzo-
tényezoként. Ezutan alakitsunk szorzatta kiemeléssel!

X -0 =x* = x> 9=x}(x-9)

Tudjuk, hogy 9 = 3, ezért irjuk fel a kifejezést az alabbi modon!

x° - 9x% = x*(x*- 3%)

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009¢0

W MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 72 2012.06.25. 14:14:02



A masodik tényez6ben két tag négyzetének a kiilonbsége szerepel,
amelyrdl esziinkbe juthat az el6z6 leckében tanult azonossag, azaz
(a+b)(a—b) =a>—Db’. Ha ennél az egyenldségnél a jobb oldalbol in-
dulunk ki, akkor a tanult azonossag alapjan szorzatta alakitjuk két
tag négyzetének a kiilonbségét, azaz a’ — b> = (a + b)(a—b).

x> —9x® = x*(x* — 3%) = x*(x + 3)(x — 3)

Ezzel megint egy haromtényezds szorzatot kaptunk, x*(x + 3)(x — 3)

melynek elsd tényezdje X,
a masodik X+ 3,
a harmadik x—3.

Tehat x° — 9%’ = x}(x + 3)(x — 3). Mivel egy szorzat pontosan akkor
nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, ezért x> = 0, vagy x + 3 = 0, vagy
x — 3 =0. Igy a polinom gyokei: 0, -3 és 3.

C) Az X —4x+4=x*—2-2-x+2° haromtagll 6sszeg emlékeztethet
minket az a® — 2ab + b” kifejezésre, amelyrél tudjuk, hogy a — b négy-
zetével egyenld. fgy x> —4x +4=x"—2.2-x+2° = (x — 2)°. Mivel az
(x — 2)* csak abban az esetben nulla, hax — 2 =0, igy x = 2. A polinom
gyOke a 2. Ebben a feladatban is azonossagot alkalmaztunk a szor-
zatt4 alakitashoz.

7.3. abra Dugonics Andras
(1740-1818)

d) Az x* + 2x° — 4x — 8 polinom szorzatta alakitasa mar némi gyakorla-

- a 2
., =" _ Dugonics Andrés sze-
tot igenyel. ‘V gedi varosi kapitany

Azt észrevehetjiik, hogy az elsd két tagban az X°, £o limies [eilile o,

. ] X2X+2.%°— Piarista szerzetes, ird, egyete-
a masodik két tagban a 4 jelenithetd meg 4 4.2 mi tanar, nyelvdjito, a magyar
— . X —_ . = . ” I

szorzotényezoként. algebrai munyel,v megallkotOJa.
i o L ) A Magyar Hirmond6 1784.
Emeljiink ki az els6 két tagbol x“-et, =X-(X+2)- januar 28-an megjelent szama
a masodik két tagbol —4-et! ~4(x+2) = igy tudosit Dugonics Andras
. . , , matematikai munkassagarol:
Megjelent mindkét tagban az x + 2 szorzé- A BETUSZAMVETES, az a
tényezdként, igy azt kiemelhetjiik. =(x+2)(X*-4)= babonas szer, melynek szamo-

zasaval a természetnek csoda
titkos torvényeire egészen
béhat az ésszel féldet, tengert,
poklot, eget nyugtalanul 6sz-
szejarkalé ember, az az aldott
ALGEBRA, bator szOvevé-
nyes allapot magaban, és tulaj-
donul maga nyelvén magaval
eszmélkedd  rejtekmélység,
ihol Pesten immar oly teljes
magyaron nyomtat6dik, hogy
semmi idegen sz6t nem kol-
csondz mas nemzettol.”
(Forras: www.wikipédia.org;
Gazda Istvan: Realtudomanya-

Az X* — 4 a két tag négyzetének
kullonbsége alapjan szorzatta alakithatd. = (x+2)(x +2)(x — 2) =
=(X+2)°(x-2)

Tehat x° + 2x° — 4x — 8 = (x + 2)*(x — 2). A kapott kifejezés pontosan
akkor nulla, ha x = -2 vagy x = 2. A polinom gydkei tehat a —2 és a 2.

[
13
\ad

Az eléz6 példaban a szorzattd alakitas két fontos modszerét ismertiik
meg. Az egyik a kiemelés, a masik a nevezetes azonossagok alkalmaza-

sa. A kiemelés torténhet csoportositassal, mint ezt a d) részben lattuk, : K torténetébsl) ..
:' 73 '1
: ‘
.. LJ
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2, valdz Alakitsuk szorzatta kiemeléssel az alabbi polino-
¢ i ‘mokat! ‘
iia)lbax—20ay  b)8x'y-12xy  c) 25x% — 15xy + 10xy’

Megoldas:

: a) 15ax — 20ay = 5a-3x — 5a- 4y = 5a(3x — 4y)

i b) 8XYy — 12Xy = 4x%y - 2x% — ax%y -3 = 4x%y - (2X - 3)

i ¢) 25x%y — 15xy + 10xy? = 5xy - X — 5xy - 3 + 5Xy - 2y = 5xy(X — 3 + 2)

b 5, valdz Alakitsuk szorzattd csoportositassal és kiemeléssel!
i a)ax—az+bx—bz b) 4ax + 3bx — 4ay — 3by '
7.4. 4bra El8szor kiemeljik az c) 12ab + 18ac + 2b + 3¢ d) 10x* + 21dc — 14xd — 15xc
Sat fle)a’+3a"+3a+9

Megoldas:

fa)ax—az+bx—bz=a(x-2z)+b(x-2z)=(x-2)(@+h)

: b) 4ax + 3bx — 4ay — 3by = x(4a + 3b) — y(4a + 3b) =

i =(4a+3b)(x-y)

i ¢) 12ab + 18ac + 2b + 3¢ = 6a(2b + 3¢) + 1(2b + 3c) =

i =(2b+3c)(6a+1)

: d) 10x* + 21dc — 14xd — 15xc = 10x* — 14xd + 21dc — 15xc =

= 2x(5x — 7d) + 3c(7d — 5x).

— i
% \Vegylik észre, hogy ha a (7d — 5x)-et megszorozzuk —1-gyel,
¢ akkor az (5x — 7d)-t kapjuk, vagyis 5x — 7d = — (7d — 5x)!
Ez alapjan 2x(5x — 7d) + 3c(7d — 5x) = 2x(5x — 7d) — 3c(5x — 7d) =
= (5x — 7d)(2x — 3c).

|} Tehat 10%* + 21dc — 14xd — 15xc = (5% — 7d)(2x — 3¢).
ie)a’+3a’+3a+9=a’(a+3)+3(@+3)=(a+3)(@ +3)

4, 04)ds Alakitsuk szorzatta a két tag 0sszegének, illetve

: i 'Kulonbseégenek négyzetére vonatkozo azonossagok alkalmazasaval!

ia)4a’-12a+9 b) 9% + 6x + 1 :

c) 25x* — 20X’y + 4y*  d)a’-8a’+ 16

7.5. dbra Ezt vegylk észre! : i
: Megoldas:

f a)4a’-12a+9=(2a)’ - 2-3-2a+ 3 = (2a - 3)’

£ b) 9 + 6x+ 1= (3x)" + 2:3x+ 1 = (3x+ 1)’

2 ) 25x* — 20Xy + 4y = (5X))° — 2552+ 2y + (2y)2 = (5X — 2y)°
fd)a’-8a’+16=(a) —2-4-a°+4° = (a° — 4)’

74
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% s valds  Alakitsuk szorzatta a két tag négyzetének kulonb— i3
€gére vonatkozo azonossag alapjan! g
; a) 4x*— 25 b) Ea > —81b? c) 36a° — 49b° ]
L d)(a-47-48 ) (b-3Y-25

Megoldas:
a) 4x* —25= (ZX)2 —52 = (2x+5)(2x—5) ¢ 7.6. bra Alakitsuk szorzatta!

b) %az—smzz[ga] — (%) = [§a+9b][ a-— 9b]

¢) 36a° —49b° = (6a°)" —(7b*)" = (6a° + 7b*)(6a° ~ 7b*)
d) (a—4)2 —4x? :(a—4)2 —(2x)2 =(a—4+2x)(a—4-2x)
e) (b—3)° —25=(b—3)" 5" =(b—3+5)(b—3-5)=(b+2)(b—8)

%’ 4,04l Az alabbi kifejezéseket alakitsuk 4t Ggy, hogy a |
altozo csak egy kéttagu 6sszeg négyzetében szerepeljen! (Ezt az : 5
i atalakitast nevezik teljes négyzetté kiegészitésnek.) -

Ea)x +6x+11 b) x* — 8x + 15
o)X+ 12x+ 11 d) 3x°— 12x + 9

Megoldas:
Q) X2+ 6x+11=x"+2-3x+9+2=(x+3)°+2
b) X* —8x+15=x* —2-4x+16—1=(x—4)" —1 S 7.7, dbra Egészitsik ki teljes

négyzetté!
€) X? +12x+11=x* +2-6x+ 36— 25= (x +6)° — 25 ¥

d) 3x* —12x+9=3(x* —4x+3) =3(x* —2-2x+4—1) =

=3|(x-2)" -1 =3(x~2)" -3
: 7. 04l Alakitsuk szorzatta teljes négyzetté kiegészitéssel : :
i'es a két tag négyzetének kiilonbségére vonatkozo azonossag felhasz- : :
i nalasaval az alabbi kifejezéseket! 5
fa)xX*—8x+15 b)xX*+12x+11 ¢)3x*—12x+9

Megoldas: : 5-.,\%
Hasznaljuk fel az el6z06 feladat eredményeit!
a) X’ —8x+15=(x—4) —1=(x—4) —1’ = (x—4+1)(x—4-1) = }
= (x=3)(x—=5)
b) X* +12x+11=(x+6)" —25=(x+6) —5° = :
=(X+6+5)(x+6—-5)=(x+11)(x+1) ¢ 7.8. abra Szamoljunk boldogan LI
S 75 %
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‘E_zllgebra, szamelmelet
y |

c) 3x* —12x+9= 3[(x—2)2 —1] =3(x—2+D(x-2-1)=
f o o3(x—1)(x—3)

% 4, 03]z Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket!
a) a'b’ —a’m* —a’ +b° b) 3xa® —12xa+12x
c) 81— x* +6xy —9y? d) a® +a’h —ab”® b’

7.9. dbra Kell§ gyakorlas utan g Meg40 Ig éS:Z 4 2 2 w22 L2 2 L2
mér konnyen megy ga)ab —ah*—a"+b*=a’h*(@a°—b")—(a"—b") =
= (a® —b*)(a’h* —1) = (a+b)(a—b)(ab+1)(ab—1)
b) 3xa’ —12xa+12x = 3x(a’ —4a+4) = 3x(a—2)°
C) 81— x* 4+6xy —9y? =81—(x* —6xy +9y?) = 9% — (x—3y)* =
© = (9+x-3y)(@—x+3y)
S d) a®+a’b—ab’ —b® =a’(a+b)—b(a+b) = (a+b)@’ —b?) =
© —(a+b)a+b)(@a—b)=(a+b)*(a—b)

R, Oldjuk meg!

1. Alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket!

a)3ax—9a b)14a’-21a*> c)18x°—24x" d)ab’+a’'p’ e) 25a'h’® — 15a°h’ — 35a°h*
2. Alakitsuk szorzatta!

a) 4ax — 4bx + 3ay — 3by b) X’ — xa — 4x + 4a ¢) 21a’ + 20bc — 28ab — 15ac

d) 24xa—12xy + 5yb —10ab  e)y+y +y +y*
3. Alakitsuk szorzatta! 9

a)a’—12a+36  b) 144x° + 72xy + 9y* ¢)y'—16y*+64 d) Zb6 —6b%* +4c® e)d4a’-81

2

fyx*—y* @) 16a° —% h) @2x -3y’ —y* i) (@a+2)*-36 j) %(b—S)Z —64 K) (x—5)*—(y +2)

4. Alakitsuk szorzattal

a)x’—8x+12 b) x* + 10x + 16 c) X’ — 24x + 119
d) 5x* — 30x + 25 e) -3 +12x -9 f) —2x* — 20x — 48
5. Alakitsuk szorzatta!
X -y —x-y b) 14ax — 28ax’ + 14ax® ) X* — 4xy + 4y’ — 3x + 6y
d) 16 — 4x* + 20xy — 25y° e)a’—6a’—4a+24 Hx*+x2+1
6. Hatarozzuk meg az alabbi polinomok gyokeit!
a) x> — 12x b) 24x° — 16x ¢) x> — 20x + 100 d) 16x° +24x + 9
e) x*—10x +9 f) x* + 14x + 13 g) 16x* — x* hyx*=x*+x-1
7. Irjuk fel két tag 6sszegének vagy kiilénbségének kobeként!
a) X* + 3x%y + 3xy’ +y° b) a® — 3a’b + 3ab® - b’ )X +3x +3x+1
d)c®-6c°+12c -8 e) 27x% + 27x%y + Ixy* + y°

8. Alkalmazzuk az a°® +b® = (a+b)(a®* —ab+b?) ésaz a®—b* = (a—b)(a’+ab+b?) azonossagot!
Leee, a)x’ -8 b) y* + 27 c)a’-1 d) 125¢° + 1 e) 8a’ — 27b° f) 64x° + 125y°

76
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8! Miiveletek algebraitortek¥kozoit

Az algebrai torteket egyszeriisithetjiik, végezhetiink kozottiik dsszevo-
nast, szorzast és osztast, akarcsak a racionalis szamok kozott. A miive-
letek végrehajtasa is nagyon hasonl6 az ott megismertekhez.

8. 1. Algebrai tortek egyszeriisitése

1, p3lda Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkez torteket a
i Valtozok lehetséges értékei mellett! :

§ a) 3a® —2a° b) 12x* — 48 4x" —4y*
i 9a° — 4 9x® —36x+36 16x°y +16xy°
Megoldas:

a) Ertelmezziik a torteket! Keressiik meg a nevezében szerepld polinom :
gyokeit! Ilyen feladattal mar az el6z6 leckében is foglalkoztunk, a poli-
nom szorzatta alakitasa segitett a megoldasban. :
9a’—4=(3a)’ -2 =(3a+2)(3a—2)=0. Ez pontosan akkor telje-

stil, ha 3a+2 =0 vagy 3a—2 = 0. Ebbdl a nevezd gydkei: —% és % g

Atort értelmezési tartoméanyaaz R\ {—% ; %} halmaz. A tort egyszerii- :

sitéséhez alakitsuk szorzatta a szamlalot is! 3a® — 2a’ = a*(3a — 2).
fay 3°-2a*>  a*(Ba-2) _ &’
9a°-4 (3a+2)(3a-2) 3a+2 :
b) Ertelmezziik a tortet! 9x? — 36x + 36 = 90 — 4x +4) = 9(x = 2)° = :
= 0. Pontosan akkor teljesiil, ha x = 2. Igy az értelmezési tartomany:
R\{2}.
12x*—48  12(x*—-4) _12(x-2)(x+2) _4(x+2) 4x+8
9x* —36x+36 9(x—2)° 9(x—2)° 3(x—2) 3x-6
¢) A tort értelmezéséhez megint alakitsuk szorzatta a nevezot!
16x%y + 16xy° = 16xy(x* + y?) = 0. Ez pontosan akkor teljesiil, ha x =0, :
vagy y = 0. Tehat egyik sem lehet 0.

axt —ay* _4((X2)2_(y2)2)_4(x2—y2)(xz+y2)_ NV
16Xy +16xy°  16xy(x2 +y?) 16xy (X* +y°) Codxy
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;;g;llgebra, szamelmelet

7 §
5y L
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8. 2. Algebrai tértek 6sszevondsa

‘@o 7, p4lda Végezzik el az alabbi 6sszevonasokat a valtozok
: Tehetséges értékei mellett!
3 x+2 7 2 1 x—4 ]
Q) — e ) — +—
5x  3x 15x xX*—4 x—2 x" +2x
Megoldas:

a) Az értelmezési tartomany: R\ {0} . Az sszevonasnal kozs nevezo-
re kell hoznunk a torteket. Mivel 15x* = 3x-5x = 5-3x® = x - 15x, ezért
kozos nevezének a 15x%-et érdemes valasztani, ezzel a vélasztassal a le-

het6 legegyszeriibb szamlalot alakithatjuk ki. Ezt érdemes mindig szem
elott tartani a kdzos nevezdére hozasnal.

3 x+2 7 9X+5(X+2)—7x _ 9x+5x+10-7x _ 7x+10

5x  3x%  15x 15x2 15x2 15x2

8.2. dbra Osszevonas eldtt
b) A tortek értelmezéséhez alakitsuk szorzatta a nevezoket!
X — 4 = (x — 2)(x + 2) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 2, vagy x = —2.
x — 2 =0 akkor és csak akkor, ha x = 2.
X% + 2x = X(x + 2) = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0 vagy x = —2.
Az értelmezési tartomany: R\ {—2; 0; 2}.

2_1+x—4: 2 _1+x—4:
X* =4 x—2 xX42x (x=2(x+2) x—2 x(x+2)

Mivel az x(x —2)(x+2) az (x—2)(x + 2)-nek x-szerese, az X — 2-nek
X(X + 2)-szerese €s az X(x + 2)-nek x — 2-szerese, ezért ezt érdemes kdzos
nevezonek valasztani, mert igy a szamlalo is a lehetd legegyszertibb lesz.
C2X—X(X+2)+(x—4)(x—2)  2x—X* —2X+X* —2X—4X+8
- X(X—2)(x+2) B X(Xx—2)(x+2) -
~ —6x+8
T X(X—2)(x+2)

8. 3. Algebrai tortek szorzdsa, osztésa

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

900000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000999,

S, 03l Végezzik el az alabbi miiveleteket a valtozok le-
etséges értékei mellett! :
) x274x. x—2 b) x2710x+25.5x715
x+2 x*—16 6x—18 x> —25
6x2—96  x’+4x
12x* —108x 2x* —162
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Megoldas:
a) Mivel x*—16=(x—4)(x+4), ezért az értelmezési tartomany:
R\{-2;4;—4}. Az algebrai tortek szorzasat ugyantgy végezzik, mint
a racionalis tortszamok szorzasat. Alakitsuk szorzatta a szamlaldkat, ill.
a nevezoket, és ha lehet, egyszerusitsiink. :
XP—4x x—=2  X(x—4)  x=2
X+2 x2—16  x+2 (x—4)(x+4)
Egyszertisitsiink x — 4-gyel és végezziik el a szamlalok, ill. a nevez6k :
Osszeszorzasat!

o X(x=2)  x*—2x

C(X+2)(x+4)  x*46x+8
b) Mivel x*— 25 = (x — 5)(x + 5), és 6x — 18 = 6(x — 3), ezért az értel-
mezési tartomany: R\{-5;3;5}.
x> —10x+25 5x—15 (x—5)° 5(x—3)  5(x—5) 5x—25

6x—18 x2—25 6(x—3) (X—5)(x+5) 6(x+5) 6x+30

c) Az értelmezésnél figyelembe kell venni, hogy az oszté szamla- :
16ja sem lehet nulla. Emiatt a kovetkezd szorzatokat kell vizsgalni: : 8.4. dbra Az id6 is konnyebben
12x* — 108x = 12x(x — 9), X* + 4x = X(x + 4) és 2x* — 162 = 2(x — 81) = : Pl ha elvezettel szamolunk
=2(x — 9)(x + 9). Mivel egyik sem lehet O, igy az értelmezési tarto-
many: R\{—9;—4;0;9}. Atortek osztasi szabalya értelmében:

6x°—96  x’+4x _ 6x°-96 2x*-162
12x° —108x 2x* —162 12x°—108x X’ +4x
_6(x*—-16) 2(x—9)(x+9) _6(x—4)(x+4) 2(x—9)(x+9) _
B 12x(x—9). X(x+4) B 12x(x—-9) . X(x+4) -
_(x—4)(x+9) _ x*+9x—4x—36 _x*+5x—36
X X X

%, 4,4l Végerziik el a kijelolt mitveleteket a valtozok le- | :
: hetséges értékei mellett! §

;[x+4 x—4 32 ] 4
é " x

. + 5
2x—8 2x+8 x°—16 —4

Megoldas:
Az értelmezési tartoméany: R\{—4;4} .
[x+4 X—4 32 ] 4
"X

2x—8 2x+8 x2—16) x—4
| x+4  x-4 n 32 x—=4
Cl2x=4) 2x+4)  (x—4)(x+4)) 4
_(XH4)P—(x—4)°+64 x—4 _ 16x+64  x—4
2(x—4)(x +4) 4  2(x—4)(x+4) 4
16(x+4) x—-4
= : - : 8.5. 4bra Mivel nullaval nem osz-
2(x—4)(x+4) 4 -t
R CHE
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K, Oldjuk meg!

1. EgyszerUsitsiik az alabbi algebrai torteket a valtozok lehetséges értékei mellett!

3x* —12 x> —6x+9 (x—4)> 81 x* —2x—15
a) 2 b) 3 ) o d V3 10v2 | ooy
X —2X X* —9x 5x* —65x x> —10x" + 25x
0 x> —5x — 24 H 10a” + 20ab +10b* 9 X} — x> —x+1 h) 5a” —5b’
x? —12x+32 15a* —15b* X' —2x* +1 10a° +10b°
2. Végezzik el az dsszevonasokat a valtozok lehetséges értékei mellett!
6 x—6 11 6 3x—9 5— 6
Vs e T D ) ey it
X 3X 21x 2X+6 X“+6x+9 y°—8y+16 5y—20
d) 3y+1 2y—3_5y—2 a+3 2a-1 a-3 S5y—-3 y+1 3 2
y? y2+y yi—y 2a+2 2a—2 2a’-2 y?+3y 3y*+9y y y+3
3 2 5 24’ +4a 3—a 1
+ - h - 4
9 a®—1 a’+2a+1 a’—2a+1 ) a®—8 a’+2a+4 a—2
3. Végezziik el az alabbi miiveleteket a valtozok lehetséges értékei mellett!
X x—1 3x?-12  x*—4x 5x* +100x +500 4x* —80x +400
a) T b) 2 ! 2 C) 2 : 2
X“—=1 X X°—4x+4 6Xx° —24x x°—100 X“ +10x
d) a®—9 a-3 0 2x—12 x* —12x+36 a’—ab a’b—b’a
a+2 2a+4 2x—5  4x*—25 a’+ab a’b+ab?

4. Végezziik el az alabbi miiveleteket a valtozok lehetséges értékei mellett!

2_ J— —
o X168 ( 21X ) [a+2_ 22 ]:a2+3 c)[2a+1+3 Za]:24a2 2
10x+2 |10x+2 a-1 a"-1) a"-1 5a—1 b5a+1) 25a° -1
Ol Szamelmelet
9. 1. Oszthatdsag

¢ Akorabbi leckékben mar talalkoztunk olyan feladatokkal, amelyekben
¢ el8keriilt az oszthatosag. Példaul megnéztiik, hogy ha egy kétjegyii
: szambdl Kivonjuk a szamjegyeinek az dsszegét, akkor a kilenc egész
szamu tobbszorosét kapjuk, vagy harom egymast kovetd egész szam
0sszege a harom egész szamu tébbszorose.

Usiinf<ld Az a természetes szam osztoja a b természetes : :
amnak, ha létezik olyan q természetes szam, hogy b=a-q. Jele
a| b (olvasd: a osztdja b-nek).

Megjegyzés:
Megtehetjik azt is, hogy az 0szt6, oszthatosag fogalmakat az egész sza-
mokra kiterjesztve definialjuk. Ekkor az alabbi definiciot kapnank.

000000000000 0000000v00e

so00, 9.1 abraOsztozzunk!
L] L]
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Usilnfdd Az aegész szamot a b egész szam osztéjanak ne- :
ezzlk, ha létezik olyan q egész szam, amelyre b = a- q teljesul.

...................................................................................................

Példak:
5|20, mert 20 = 5-4

3|15, mert 15 = (-3) (-5)
00, mert0 =7-0

A tovabbiakban a természetes szamok halmazan megfogalmazott oszt-

I . . 9.2. &bra Néhany példa
hatdsagot tartjuk szem elétt.

Az oszthatdsag tulajdonsagai: az alabbiakban a, b, ¢, de N.
[0 i) donss g Béarmely természetes szam osztéja Gnmagé-
inak, azaz a|a.

5[5, mert5=1-5

2008/2008, mert 2008 =1-2008
. P 9.3. 4bra Néhany példa
Bizonyitas: P
Mivel az 1 természetes szam, és a = 1-a, ezért igaz.

............................................................................................

PR lons Haalb ésb|c, akkor a|c. 312 65 12/36, ezért 3(36
T S i 19[57 és 571171, ezért 19171
Bizonyitas: 9.4. 4bra Néhany példa

Mivel a|b, ezért létezik olyan g természetes szam, amelyre b=a-q
teljestil. Mivel b|c, ezért Iétezik olyan g’ természetes szam, amelyre
c=b-q teljesiil. igy c=a-q-q’, ahol q-q’ természetes szam, igy a|c.

Ei il donsdg  Ha egy természetes szam oszt6ja egy 6sz-
:szeg mindkeét tagjanak, akkor osztdja az osszegnek is, azaz haa|b és
:a|cakkoralb + c.

7|49 6s 7|77, ezért
71(49 + 77), azaz 7126

1339 ¢s 1391, ezért

] o 13](39 + 91), azaz 13]130
Bizonyitas:

Mivel a|b, ezért létezik olyan q természetes szam, amelyre h=a-q
teljestil. Mivel a|c, ezért létezik olyan ¢’ természetes szam, amelyre
c=a-q teljesil. igyb+c=a-q+a-q’ =a(q+q’), ahol q + q’ termé-
szetes szam, igy a|b + c.

9.5. abra Néhany példa

LRElosdg  Ha egy természetes szam oszt6ja egy 6sz- :
:szegnek és osztoja az 0sszeg egyik tagjanak, akkor osztoja az Gsszeg :
imasik tagjanak is, azaz ha a|b + c és a|b, akkor a|c. :

17170 6s 17/51, ezért
17](170-51), azaz 17|19

23]299 és 23230, ezért
Bizonyitas: 23|(299-230), azaz 23|69
Ha a=0, akkorb+c=0és b=0, igy c=0, tehat a|c. Ha a= 0, ak-
kor a|b +c, ezért létezik olyan g természetes szdm, amelyre b +c =
=a-q teljesil. Mivel a|b, ezért létezik olyan g’ természetes sz&m,
amelyre b=a-q’ teljesiil. i[gy c=b+c-b=a.-g—a-q’=a(q-q’),
ahol q — q’ természetes szam, mertb + ¢ > b, igy q > g, tehat a|c.

9.6. dbra Néhany példa

By iikdonssy  Haalbésc|d, akkor ac|bd. Hac = 1 akkor :
:az a|bd, azaz ha egy termeszetes szam osztoja egy masiknak, akkor
:ezen szam barmely tébbszordsének is osztoja.

1155 és 8/48, igy 88[2640
13[52 és 7|42, igy 912184

9.7. abra Néhany példa

S8
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9.8.4braa=1

9.9.4braa=hb

0-3+1
1-3+1
3:3+0
16=5-3+1
25=8-3+1
36=12-3+0

© & o=
I

Jecees, 9.10. abra Néhany példa
82
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: Bizonyitas:

: Mivel a|b, ezért létezik olyan g természetes szam, amelyre b=a-q
: teljestil. Mivel c|d, ezért létezik olyan q’ természetes szam, amelyre
id=c-q teljesul. gy bd=a-q-c-q’ =ac-qq’, ahol qq’ természetes
: szam, igy ac|bd.

............................................................................................

...................................................................................................

Bizonyitas:
: Mivel a|1, ezért a < 1 és a pozitiv egész, mert a nulla nem osztoja az
¢ 1-nek, igya=1.

Jdonsslg Haalbésb|aakkora=b.

: Bizonyitas:
: 1. Ha valamelyik 0, pl. legyen a = 0. Ebben az esetben a feltetel csak
¢ ugy teljesiilhet, ha mindkett6 nulla, igy a=b. A b =0 hasonldan iga-
: zolhato.

¢ 2. Ha mindkett6 pozitiv, ekkor az a|b miatt a < b, és b|a miatt b < a,

! |, udlds Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

17a) Ha 7|12x + 5y, akkor 7|31x + 24y, ahol x, y természetes szamok.

b) Ha négy kiilonb6z6 természetes szam Osszege oszthaté néggyel, |
akkor legalabb az egyik oszthaté néggyel. :

.
.
.
.
°
°
°
°
°

Megoldas:
a) Mivel tudjuk, hogy 7|12x + 5y, ezért érdemes a 31x + 24y kifejezést
atalakitani Ggy, hogy megjelenjen benne a 12x + 5y valah&nyszorosa és
egy 7-tel oszthatd kifejezés.

31X + 24y = 24x + 10y + 7x + 14y = 2(12x + 5y) + 7(X + 2y)
¢ Mivel az els0 tag a feltétel miatt, a masodik a definicio miatt oszthato
7-tel, ezért a 3. tulajdonsag alapjan 7|31x + 24y. Tehét az allitas igaz.
b) Az allitas nem igaz, példaul:1 + 5+ 9 + 13 = 28. Az §sszeg oszthato
¢ néggyel, de a tagok kozil egyik sem.

: Megoldas:

: Vizsgaljuk meg a négyzetszamok harmas maradékat! Harmas mara-
¢ dék szempontjabdl a természetes szamok harom diszjunkt halmaz-
: ba sorolhatok, az egyikbe a 3k, a mésikba a 3k+ 1, a harmadikba a
: 3k+2 (ke N) alaki szamok tartoznak. Ezért a négyzetszamok a ko-

: vetkezd alakban irhatok fel: (3k)°; (3k+1)°; (3k+2)°. Vegezzik
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el a négyzetre emeléseket: 9k*; 9k® 4 6k +1=3(3k* + 2k) +1; [N]
Ok® +12k + 4 = 3(3k* + 4k +1) +1. Az els6 tipusba tartozé négyzetsza- :

mok oszthatok 3-mal, a masodikba és a harmadikba tartozok pedig egy : 3K
3-mal oszthat6 szamnak és az 1-nek az dsszegekeént irhatok fel, igy a har- :
mas maradékuk 1. Tehat a négyzetszdmok harmas maradéka 0 vagy 1. : £

A feltétel szerint a két négyzetszam 6sszege oszthatd 3-mal. A 4. kg
tulajdonsag miatt az nem lehet, hogy az egyik oszthat6 harommal, a
masik nem. Ha egyik sem lenne oszthaté harommal, akkor mindkét :
négyzetszam harmas maradéka 1 lenne, igy az 0sszegé 2, tehat nem ‘
lenne 3-mal oszthato. Igy csak az az eset lehet, hogy mindkét négyzet- :
szam oszthatd 3-mal, de akkor 9-cel is. Ebben az esetben tényleg telje- @ , o )
sill, hogy a két szam Gsszege oszthato 3-mal. Tehat a két négyzetszam zglrihi?\ra Szemléltetés Venn-di-
oszthato kilenccel. :

>]

9. 2. Primszéam, 6sszetett szam, a szamelmélet alaptétele

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

A pozitiv oszték szama szempontjabol a természetes szamok négy, pa- :
ronkeént diszjunkt halmazba oszthatok:

1. Az 1-nek pontosan egy pozitiv osztéja van.

Daﬂnig{]é Az olyg_n pozitiv ?gész’ szamokat, ameilyeknek ol:2,3.5,7,11,13,17,19, 23
ontosan két pozitiv osztojuk van, primszamoknak nevezzik.

...................................................................................................

9.12. dbra Primszamok

3.
v Paﬂm’ 5]_0, Az _olyan po%itiv egész s’zémokat, amelye{cnek ketto- pli 12, 21, 39, 45
' nél tobb pozitiv osztojuk van, sszetett szamoknak nevezziik. i

...................................................................................................

9.13. abra Osszetett szamok

ij{ 3, 04l Irjuk fel a 45000-t primszamok szorzataként!
Megoldas: 450002
Mar altalanos iskolaban is tanultuk, hogy miként lehet felbontani egy : 2250012
osszetett szamot primszamok szorzatara. Keressiik meg azt a legkisebb : 1125012
primet, amellyel a 45000 oszthat6. Ez a 2. igy 45000 = 2-22500. Ezutan : ?ggg g
eztalépéstismételjik mega22500-zal, azaz keressiik meg azta legkisebb : 62515
primszamot, amellyel a 22500 oszthatd. Ez isa 2, 22500 = 2-11250. Ezt 125]5
az eljarast folytatjuk addig, mig az eredmény primszam nem lesz. Oldalt : 2515
lathatjuk a primtényezok praktikus megkeresését. igy 45000 = 2°.32.5%, ¢ 515
Ezt a felirast nevezziik primhatvanytényezds, vagy kanonikus alaknak. 1
Egy primszam kanonikus alakja egyenlé 6nmagaval.
:-;3 9.14. &bra Felbontas primténye-
s ¢ z0kre ®°%Ce,
S8
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t az egyértelmii felbontast barmely Gsszetett szammal elvégezhetjiik.

Ez
Err6l szol a szamelmélet alaptétele.

A szamelmélet alaptétele: E
barmely Osszetett szam, a tényezdk sorrendjétdl eltekintve, egyértel- :
: miien irhat6 fel primszamok szorzataként. ;

...................................................................................................

j00000000000000vsgen

Megoldas:
A 45000 pozitiv osztoinak kanonikus alakjaban a primek kozil csak a
111 2, a 3 vagy az 5 szerepelhet, méghozza a 2 legfeljebb a harmadik, a 3
2 3 5 legfeljebb a masodik és az 5 legfeljebb a negyedik hatvanyon. Olyan
gi ¥ gz is el6fordulhat, hogy ezek koziil valamelyik prim nem szerepel a ka-
54

barmely pozitiv osztdjat eléallithatjuk gy, hogy a tablazat minden osz-
lopabdl pontosan egy szamot kivalasztunk, és a kapott harom szamot
Osszeszorozzuk. Mivel az elsé oszlopbol négy, a masodikbol harom,
a harmadikbdl 6t szam kozll valaszthatunk, igy 6sszesen 4-3-5=60
pozitiv osztoja van a 45 000-nek.

9.16. dbra Segédtablazat a pozitiv
osztok meghatarozasahoz

¢ nonikus alakban. Az 6sszeszamlalasban segit a 9.16. tablazat. A 45000

<z Hany négyzetszam osztdja van a 45000-nek?

Megoldas:
1 1 A Az 1 négyzetszam és osztdja a 45000-nek. Mit mondhatunk az egynél
2 ¥ gj nagyobb négyzetszamok kanonikus alakjar6l? Mivel eldallnak egynél

nagyobb pozitiv egészek négyzeteként, ezért a szorzat és a hatvany
hatvinyozasara vonatkozé azonossag alapjan minden primhatvany
kitevdje paros, pl.

(22.3.5.7) = () () (5°) - 7P =235 72
Ez igaz forditva is, azaz ha az egynél nagyobb pozitiv egész szam

kanonikus alakjaban minden primhatvany kitevéje paros, akkor
az a szam négyzetszam.
Pl 28355 .72 = (2) (&) (5°) .77 = (243 5°7)
A példakban latott moédszerek felhasznalasaval lehet bizonyitani a két
allitast. Ez alapjan a 45000 négyzetszam osztdinak kanonikus alakja-
ban csak a kovetkezd primhatvanyok szerepelhetnek: 2°, 3%, 5% 5% Az
Osszeszamlalasban egy, a negyedik példaban hasznalt tablazathoz ha-
sonl6 tablazat és az ahhoz kapcsolddd modszer segit. A négyzetszam
0sztok szama: 2-2-3 =12,

=)

Mar Eukleidész Elemek cim{i miivében is szerepel az alabbi tétel és
bizonyitasa. (A mi elolvashat6 interneten is a http://mek.oszk.hu ci-
men.)

9.17. abra Segédtablazat a négy-
zetszdm osztok meghatarozasahoz

9.18. &bra Eukleidész Kr. e. 300
koral élt, az alexandriai matemati-
.e0e, kusiskola megalapitéja.
[ ] [ ]

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009.
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...................................................................................................

Bizonyitas:

Tegylik fel, hogy nem igaz az allitas, azaz véges sok primszam van.
Legyenek ezek a primek: p,. p,,..., p,! Legyen t= p,-p, -....p, +1!
Az elballitasbol (konstrukcidbol) kovetkezden az ¢ szam nem lehet
oszthatd a p,, pP,,..., P, primszamok egyikével sem, de biztosan van
primoszt6ja, mert 1-nél nagyobb szam. Tehat létezik a p,, p,,.... p,
primszamokon kivil még primszam. Ezzel ellentmondasra jutottunk,
igy az a feltevés, hogy véges sok primszam van, helytelen. Ebb6l kovet-
kez6en végtelen sok primszam létezik.

’2\
o
w

(Ezt a bizonyitasi modszert indirekt bizonyitasnak nevezzik. Lénye-
ge: feltessziik az allitas ellentettjérdl, hogy igaz, és ebbdl kiindulva,
helyes kdvetkeztetésekkel ellentmondasra jutunk. Ez azt jelenti, hogy a
feltételezésiink helytelen volt, igy az eredeti allitas igaz.)

A bizonyitas lenyligdzden elegans, otletes és egyszert.

A primszamok mindig is a szamelmélettel foglalkozok figyelmé-
nek kozéppontjaban alltak. Sokan probalkoztak és prébalkoznak ma is
primképletek eldallitasaval.

: 9,04l Van-e olyan xe Z* szam, amelyre az x* + x + 17
i polinom helyettesitési értéke nem prim?

Megoldas:

El6észor probalkozzunk, hatha talalunk a ,kicsi” pozitiv egész szamok
kozott ilyen értéket! Készitslink egy tablazatot! (9.20. &bra)

A kapott helyettesitési értékek mindegyike prim. Eddig az ilyen
jellegti példakban néhany eset vizsgalata utan megfogalmaztunk egy
sejtést. Ezt most is megtehetjik. Sejtés: az x* + x + 17 polinom helyet-
tesitési értéke minden x € Z* esetén prim.

Mivel a primszdmok szabalytalanul helyezkednek el a pozitiv
egész szamok kozott, nehéznek, megfoghatatlannak tiinik a sejtés
bizonyitasa. Foglalkozzunk a polinommal! Alakitsuk &t egy kicsit:
X*+ X+ 17 =x(x + 1) + 17. Némi gondolkodas utan rajéhetiink arra,
hogy x = 16 esetén a helyettesitési érték:

16(16+1)+17=16-17+17=17-17,
ami nem prim. Tehat talaltunk olyan pozitiv egész szamot, amely esetén

a polinom helyettesitési értéke nem prim. A sejtés helytelennek bizo-
nyult. A feltett kérdésre a valasz: igen, pl. x = 16.

’a
o
ot

A feladattal kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy 1-t61 15-ig az
osszes pozitiv egész szamra prim az x>+ x + 17 polinom helyettesi-
tési értéke. A primszamkeresés mindig sok embert foglalkoztatott.
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Az Elemek cimi
konyvrol

Azi.e. 300 korul 6sszeallitott
matematikai munka a maso-
dik legtobb kiadast megért
irés az emberiség torténeté-
ben (ebben csak a Biblia el6-
zi meg), és évszazadokon ke-
resztiil a ,,helyes” és ,.tiszta”
gondolkodas mintaképe volt.
A legtébb orszag iskolaiban
még ma is nagy hangsulyt
fektetnek az Elemek geomet-
ridjanak oktatasara, nem is
annyira annak hasznossaga
miatt, hanem inkabb azért,
mert a miinek és tartalmanak
didaktikai erényei vitatha-
tatlanok. Persze az axioma-
tikus-deduktiv matematikai
kifejtés e remekmiive nem
egyetlen szerz6 munkassa-
ganak az eredménye, hanem
tobb matematikusnemzedék
erofeszitéseinek kozos gyii-
molcse, melyet Eukleidész
,,csak” Osszegyljtott, egysé-
ges formaba éntott és kozre-
adott. A konyvet feltétlendl
el kell olvasnia mindenkinek,
aki érdeklddik a matematika
torténete irant.

Forrés: http://hps.elte.hu/
~kutrovatz/courses/gorog/
EukIT.html

9.19. &bra Egy kis érdekesség

helyettesitési
érték
19
23
29
37
5 47

>

B> CO I ST

9.20. abra Nézziink néhany pél-
dat!
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¢ Az ezzel kapcsolatos ismereteknek és legfrissebb eredményeknek a
http://www.mersenne.org/prime.htm angol nyelv(i honlapon lehet uta-
: nanézni. A legnagyobb, ma (2008. augusztus 28.) ismert primszam
i 2328 1 amelyet 2008. augusztus 23-an talalt két amerikai matema-
tikus. A szdmnak 12978189 szamjegye van. Megjegyezzik érdekes-
: segkent, hogy 100000 dollart ajanlottak fel annak a személynek vagy
: csoportnak, akik el6szor taldlnak olyan primet, amely szdmjegyeinek a

¢ szama tizmillio folé megy. Ez az 6sszeg mar gazdara talalt.

LYYYYYY

9. 3. Oszthatésagi szabélyok

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

% 7,04l Melyek azok az m négyjegyli pozitiv egész :
i 5zamok, amelyek oszthatok a) 2-vel, b) 5-tel, c)4-gyel, d)3-mal, :
 illetve 9-cel, e) 11-gyel ? 5
Megoldas:

a), b) Az xyzv =1000x +100y +10z +v, ahol x nullatél kiilénbézé, y, z
és v pedig tetszbleges szamjegyek. Az els6 harom tag mindegyike oszt-
haté 10-zel, igy 2-vel és 5-tel is. Ezért a 3. és a 4. oszthat0séagi szabaly

alapjan az xyzv szam pontosan akkor lesz 2-vel, illetve 5-tel oszthatd,
ha az utols6 szamjegye oszthat6 2-vel, illetve 5-tel.
¢) Mivel az 1000x és a 100y oszthatd 4-gyel, ezért a 3. és a 4. osztha-
tosagi szabaly alapjan a szam pontosan akkor lesz oszthat6 4-gyel, ha
a 10z + v oszthato néggyel, azaz az utolsd két szamjegyébdl képezett
szam oszthaté néggyel.
d) Alakitsuk at a kifejezést az alabbi médon!
1000x + 100y + 10z + v=999x + 99y + 9z + (X + Yy + Z + V).
Az els6 harom tag oszthato 9-cel, igy 3-mal is. Tehat a szam pontosan
akkor oszthat6 3-mal, illetve 9-cel, ha az x +y + z + v kifejezés, azaz a
szamjegyek 6sszege oszthatd 3-mal, illetve 9-cel.
e) Az 1001, a 99, a 11 és a 0 oszthat6 11-gyel. Igy alakitsuk at a kifeje-
zést az alabbi médon:

1000x + 100y + 10z + v =1001x + 99y + 11z + (Vv —z + y — X).

Az els6 harom tag mindegyike oszthato 11-gyel, ezért az xyzv
szam pontosan akkor oszthatd 11-gyel, ha a v—z +y — x 6sszeg 0szt-

haté 11-gyel.
=

Az ¢el6z0 feladatban tapasztaltakat altalanosan is megfogalmazhatjuk,
és termeészetesen ezek bizonyithatok is.

437596, mert 496

3|51, mert 5+1=6 és
3(6.

9/27549, mert 2+7 +
+5+4+9=27 és 9|27.
11215644, mert 2—1+
+5-6+4-4=0¢6s 110.

9.22. 4bra Nézziink néhany pél-
dat!

............................................................................................

Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszt-
: hat6 2-vel ( 5-tel), ha az utolsé szamjegye oszthato 2-vel (5-tel).

...................................................................................................
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Tétel Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszt-
: hato 4-gyel (25-tel), ha az utols6 két szamjegyébdl képezett kétjegyli :
i szm oszthat6 4-gyel (25-tel). :

...................................................................................................

............................................................................................

Tétel Egy pozitiv egész szém akkor és csak akkor oszt-
i hat6 3-mal (9-cel), ha a szamjegyeinek az dsszege oszthat6 3-mal :
£ (9-cel). s

...................................................................................................

Tétel Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszt-
: hato 11-gyel, ha szamjegyeit az utolsotol kezdve valtakozo elgjellel :
0sszeadva a kapott 6sszeg oszthaté 11-gyel. :

e ) c)z) Primszam-e :
fa)a 2% 437 h)a10™ +11, c)azelsd 6t pozitiv szamjegy :
valamilyen sorrendjével felirt 6tjegyli szam?

Megoldas:
a) Vizsgaljuk meg a 2 és a 3 pozitiv egész kitev6jii hatvanyainak a vég- @
zO6dését. Ehhez készitslink tablazatokat!
Mindkét esetben a végzddések négyes peridodussal ismétlédnek. A hat-
vany végzddése attol fiigg, hogy mennyi a kitevé négyes maradéka. :
Mivel a 2008 oszthaté néggyel, ezért a 2°°® hatra végzddik, akarcsak a :
2*. A 2010 négyes maradéka 2, ezért a 3°*° 9-re végzodik, akéarcsak a
3?. A két szam Osszege 5-re végzodik, ezért oszthato Gttel, és nagyobb,
mint 6t, igy nem primszam.

b) A tiz 2009. hatvanyanak a tizes szamrendszerbeli alakjaban egy da- :
rab 1-es és 2009 db 0 szerepel. Ha ehhez hozzaadunk 11-et, akkor a ka- @
pott szam szamjegyeinek az 6sszege 3, igy oszthatd harommal. Mivel £
nagyobb haromnal, igy nem prim. :
c) A felirt szamok mindegyikében az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek szerepel- :

nek, tehat a szamjegyeik 8sszege azonos, méghozza 15. igy mindegyik
oszthaté harommal, és nagyobb haromnal, tehat egyik sem prim.

9.25. dbra Prim? Prima? Primas!
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9.23. &bra Van harom kivéansagod
ketto- .y
hatvany végzodés
2 2
22 4
2} 8
2! 6
2° 2
2° 4
2. 8...
harom- AR
hatvany végzodés
3 3
3 9
3 7
3! 1
3 3
3° 9
3. 7...
9.24. &bra Nézziink néhény pél-
dat!
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szamelmelet

9.4, Legnagyobb kbzbs osztd, legkisebb kbzbs tobbsztros

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9, vdld Két iskola tantestiilete megegyezett abban, hogya ;
evfolyamos diakjaik koz6tt a természettudomanyi targyakbol csa- :
| patversenyt szerveznek. Az egyik iskolabél 80-an, a masikbdl 72-en !
i vesznek részt a vetélked6n. A csapatok 1étszama azonos, és minden
i csapatban csak iskolatarsak lehetnek egyiitt. Hany fések legyenek !
| a csapatok, hogy szamuk, ilyen feltételek mellett, a leheté legkeve-
i sebb legyen? Mennyi ekkor a csapatok szama? :

¢ Megoldas:

¢ Mivel a csapatok létszama azonos, ezért ez a szam a 80-nak és a 72-nek
¢ is osztdja, tehat kozos osztéjuk. Mivel a csapatok szamanak minima-
¢ lisnak kell lennie, ezért a 80 és a 72 kozos osztoi koziil a legnagyob-
¢ bat Kkeressiik. Ennek meghatarozasat mar altalanos iskolaban is tanul-
¢ tuk. frjuk fel mindkét szam kanonikus alakjat: 80 =5 2* és 72 = 2°. 32
¢ A kozos osztoban csak olyan primtényezé szerepelhet, amely mindkét
¢ szamnak osztdja, ez jelen esetben a 2. A kitevéje legfeljebb 3 lehet,
: mert killonben nem lenne osztéja a 72-nek. Mivel a legnagyobb ilyen
: tulajdonsagu szamot keressuk, ezért a csapatlétszam: 2°=8. Ezt a sza-
¢ mot nevezziik a 80 és a 72 legnagyobb kozos osztéjanak. Jelolés
(80; 72) = 8. Tehat a csapatok szama legalabb 10 + 9 = 19.

: 8100 6336
La) o0 ) 2
.7 16632 2275

Megoldas:

Z tojat kell meghataroznunk, és azzal kell elosztani a két szamot. Mivel
: 8100 =2%-3".5% 16632 =2°-3°.7-11, ezért (16200; 16632) = 2°-3° =
3 8100 75

B loy 16632 154
: b) Mivel 6336 = 2°-3- 11 és 2275 = 5. 7- 13, ezért a két szamnak nincs
¢ koz6s primosztoja, igy a legnagyobb k6z6s osztojuk 1. Az ilyen szamo-
¢ kat relativ primeknek nevezziik. Ebbél kifolyolag a tort nem egysze-
¢ risithetd.

] 3 & ;g W Dafiiiddd  Két pozitiv egész szam kozos oszt6i kozill a leg-
gyobbat a két szam legnagyobb koz6s osztojanak nevezziik. Ha a
ket szam a és b, akkor a jeldlés: (a; b).

...................................................................................................

9.27. dbra Ifju fizikus

(12,28)=4

9.28. dbra Nézziink egy példat!

ececc0ccccecrves
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Két egynél nagyobb egész szam legnagyobb kozos osztéjat eléal-
lithatjuk a két szam kanonikus alakjabol ugy, hogy vessziik a ko- :
zos primtényezéket — ha vannak — az elé6fordulé legkisebb kitevdjii
hatvanyon, és az igy kapott primhatvanyokat 6sszeszorozzuk. Ha
nincs kozos primtényezdjiik, akkor a legnagyobb kozos osztojuk 1.

@ Uailni<dd  Ha két pozitiv egész szdm legnagyobb kdzds osz- |
: t0ja 1, akkor azokat relativ primeknek nevezzuk. : R

.
...................................................................................................

Be lehet bizonyitani, hogy ket pozitiv egesz szdm legnagyobb kozos 9.29. dbra Nezzlnk egy peldat

osztdja minden kozds osztojuknak a tébbszordse.

Kettonél tobb pozitiv egész szam legnagyobb k6zos osztojat is értel-
mezhetjuk. A meghatarozas a pozitiv egész szamok kanonikus alak-
jabol torténhet. Példaul: (6336; 8100; 16632) = (2°-3%-11; 2°.3*.5%;
2°.3%.7.11) = 2*. 3* = 36.

'-f‘ I, o4l Kozos végallomasrdl indul a 84-es busz és a 9-es :

troli. A menetrend szerint délel6tt 9 ératdl 13 ordig a troli 8 percen- J
i ként, a busz 20 percenként indul. 9 orakor egyszerre hagyja el a vég- : :
i &llomast egy busz és egy troli. Ez hanyszor fog még bekovetkezni !
L 13 oraig? ;

Megoldas:

El6szor nézziik meg, hogy kilenc ora utan mikor indul elészor egyszerre
egy troli és egy busz! Most olyan pozitiv egész szamot keresiink, amely-
nek a 8 és a 20 kdzds osztdja. Mivel a legkisebb ilyen szamra van szik- :
ségiink, ezért a két szam legkisebb koz0s tobbszordsét keressik. En-
nek jele: [8; 20]. A szamok kanonikus alakja: 8 = 2° és 20 = 2°-5. Mivel
mindkét szamnak tobbszordse, ezért a 2 és az S szerepel a primtényezdi
kozott, és a 2 kitevoje legalabb harom, az 5-¢ pedig legalabb 1. Ennél na-
gyobb nem lehet, és mas primszam sem szerepelhet a kanonikus alakja-
ban, mert a legkisebb ilyen szamot keressiik. Tehat a [8; 20] = 2°-5 = 40.
Legkdzelebb 9 6ra 40 perckor indulnak egyszerre, és ez negyven percen-
ként megismétlodik. Mivel 9 oratol 13 oraig négy ora, azaz 240 perc telik
el, ezért 9 6ra utan ez 240:40 = 6 esetben fog még bekdvetkezni.

9.30. abra Csucsforgalom

& J4ls Végezziik el az alabbi miiveletet!
N ¥
| 8100 16632 :
Megoldas:

A két tort kdzos nevezore hozasahoz a nevezok legkisebb kozds tobb-
szorosét kell megkeresniink. Ehhez az el6z6 feladatban felvazolt el-
vet kell kévetniink. A két szam kanonikus alakja: 8100 = 2°-3*.5%

16632 =2°-3%.7-11. A legkisebb kozos tobbszoros: [8100; 16632] = §
=2°.3"5".7.11. :
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1 1 2.7.11-3.5 79

8100 16632 2°-3'-5.7.11 1247400

3 6 éj? 15 18.. w Dailni<dd  Két pozitiv egész szam kozos pozitiv tbbbszbrbseié
‘8 20 2 =Kozl a legkisebbet a két szam legkisebb kozos tobbszorésének ne- :

[3.4] =12 vezziik. Ha a két szam a és b, akkor a jeldlés: [a; b].

=)
<

9.31. abra Nézziink egy példat!  :

Két egynél nagyobb egész szam legkisebb kozos tobbszorosét eld-
allithatjuk a két szam kanonikus alakjabél ugy, hogy vessziik a
benniik szereplé primszamokat az el6fordul6 legnagyobb kitevdjii
hatvanyon, és az igy kapott primhatvanyokat ésszeszorozzuk.

tobbszordése minden kdzds tobbszérosiiknek az osztéja.

Természetesen kettonél tobb pozitiv egész szam legkisebb kdzos tobb-
szOrosét is értelmezhetjiik. A meghatarozas a pozitiv egész szamok ka-
nonikus alakjabol torténhet.

Példaul: [6336; 8100; 16632] = [2°-3°.11; 2°.3*.5% 2°.3%.7.11] =
=2°.3".5%.7.11 = 9979200.

Be lehet bizonyitani, hogy két pozitiv egész szdm legkisebb k&zos

14, 04ldz A 53x37y hatjegyti szamban hatarozzuk meg az x '
es y szamjegyeket ugy, hogy oszthaté legyen 36-tal! :

¢ Megoldas:

: Egy pozitiv egész szdm pontosan akkor oszthaté 36-tal, ha oszthat6
: 4-gyel és 9-cel, mert a két szam relativ prim, igy legkisebb kozos tobb-
& ¢ szorostik a szorzatuk. Alkalmazzuk a néggyel oszthatosag szabalyat!
Eszerint 4| 53x37y akkor és csak akkor, ha 4| 7y, azaz ha y = 2 vagy
y = 6. A kilenccel oszthat6sag szabalya szerint 9| 53x37y akkor és csak
: akkor, ha 9|5+ 3+ X + 3+ 7 +Y. Eszerint y = 2 esetében 9|20 + x kell,
hogy teljesiljon, igy x =7. Az y = 6 esetében 9|24 + x kell, hogy telje-
stljon, azaz x = 3. A két hatjegyti szam: 537372, 533376.

\

9.32. abra Pithagorasz

"ﬁ' . Mar Plthagorasz iskolajaban megjelent 6nallé tertiletként a
szdmelmélet. A plthagoraszi szemlélet ,, a dolgok természete,
lényege: a szam” tételben foglalhatd 6ssze. Megvizsgaltdk a sza-
mok oszthatosaganak kérdéseit, és kiilonb6z6 szamokhoz kiilonbzd
tulajdonsagokat kapcsoltak. Ezek maig is €16 szamelméleti problé-
makhoz vezettek. igy példaul tokéletes szamnak nevezték azokat a
pozitiv egész szamokat, amelyek egyenldk a naluk kisebb pozitiv
osztoik dsszegével. llyen pl. a 6 = 1+2+3 vagy a 28 = 1+2+4+7+14.
Manapsag tokéletes szdmoknak az olyan pozitiv egész szamokat ne-
vezziik, melyek kétszerese egyenld pozitiv osztoik dsszegével. Ez-
zel kapcsolatban megjegyezzilk: mar Eukleidész bizonyitotta, hogy
a 2" '(2" —1) alaka szamok — ahol a 2* —1 primszam — tokéletes

©00000000000000000000000000000000000000000000079000000000000000
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szamok. A 2" —1 alakl szam csak akkor lehet primszam, ha p is
primszam. Az ilyen primszamokat Marin Mersenne (1588-1648)
francia matematikusrol Mersenne-primeknek nevezték el. A lecké-
ben kozolt, ma ismert legnagyobb primszam is ilyen alaku. Leonhard
Eulernek (1707-1783) sikerllt bizonyitania, hogy a paros szamok

koziil csak a 2 '(2" —1) alaku szamok lehetnek tokéletes szamok.

A ma ismert legnagyobb tokéletes szam: 2129943112609 1y

Még nem sikertlt bizonyitani, hogy végtelen sok Mersenne-prim,
igy azt sem, hogy végtelen sok paros tokéletes szam van. Az is nyi-
tott kérdés, hogy van-e paratlan tokéletes szam. A gorogok kozul
még érdemes megemlitentink Eratoszthenész és Diophantosz ne-
Vét. Eratoszthenész eljarast adott a primszamok kivalogatasara. Ezt
a modszert a szakirodalomban Eratoszthenész szitaja néven lehet
megtalalni. Diophantosz olyan problémaékat targyal az Arithmetika
cimli miivében, melyek racionalis egyiitthatoju, racionalis megol-
dasokkal rendelkezd egyenletekhez vezetnek. Az 6 nevét az tigyne-
vezett diphantoszi egyenletek drzik. Ezek olyan egész egyiitthatds
algebrai egyenletek, melyek megoldésait az egész vagy racionalis
szamok korében keressuk.

Rendszeres és tudatos szamelméleti kutatasrol Pierre Fermat
(1601-1665) ota beszéliink. Az 6 nevéhez flizodik az a tétel, amely
350 évig megoldatlan probléma volt, és izgalomban tartotta a mate-
matikus tarsadalmat. Az altala éppen olvasott konyv (Diophantosz
egyik miive) margojara az aldbbiakat irta: ,,Lehetetlen egy kobsza-
mot felirni két kobszam 0sszegeként, vagy egy negyedik hatvanyt
felirni két negyedik hatvany 6sszegeként; altalaban lehetetlen bar-
mely magasabb hatvanyt felirni két ugyanolyan hatvany 6sszegekent.
lgazén csodalatos bizonyitast talaltam erre a tételre, de ez a margo
tulsdgosan keskeny, semhogy ideirhatnam.” A tétel réviden annyi,

hogy az x"+y" =", (ne Z" \{1;2}) egyenletnek nincs megoldasa

a rendezett pozitiv egész szamharmasok korében. Fermat késobb se-
hol sem tesz emlitést errdl a bizonyitasrol, igy nagy valdszintiséggel
rajott, hogy az helytelen volt. A probléméaval nagyon sok matemati-
kus foglalkozott, de csak 1995-ben sikerllt bebizonyitania Andrew
Wiles angol matematikusnak hét évi, titokban végzett munka utan.
El6szor 1993-ban publikalta bizonyitasat, amelyrdl kideriilt, hogy
hibas. Egy tanitvanya segitségével 1994 Gszére kikiiszobolte a hibat,
igy 1995-ben elfogadtak bizonyitasat.

A szamelmélettel kapcsolatban mindenképpen meg kell emlite-
nink Legendre (1752-1833), Lagrange (1736-1813) francia mate-
matikusok és Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matematikus
nevét. Gauss Osszegyljtotte a szamelmélet — amelyet 6 a matematika
kiralyndjének nevezett — eredményeit, €s azt olyan mértékben egé-
szitette ki, hogy az Aritmetikai vizsgalatok cimi miivének 1801-es
megjelenésétdl szokas szamitani a modern szdmelmélet kezdetét.
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9.34. dbra Pierre Fermat

9.35. &bra Carl Friedrich Gauss

9.36. abra Andrew Wiles
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.E_z\lgebra, szamelmelet

X, Oldjuk meg!

1. Ot kiilonbdz6 egész szam dsszege oszthatd 5-tel. Lehet-e, hogy kéziiliik
a) egyik sem oszthato 5-tel;
b) az egyik oszthat6 5-tel, a tbbi nem;
c) kett6 oszthatd 5-tel, harom nem;
d) harom oszthato 5-tel, kettd nem;
e) egy oszthatd 5-tel, négy nem?
2. Ebben a feladatban allitasokat fogalmaztunk meg. Minden allitast jellemezz egy-egy betiivel:
A = biztosan igaz, B = lehetetlen, C = lehet igaz is, de nem biztos!
a) Négy természetes szam 6sszege paros.
b) Ot primszam 6sszege paratlan.
c) 5| 200 4 72008
d) Van olyan primszdm, amelyben a szdmjegyek 6sszege 2007.
e) Ha x hetes maradéka 2, és y hetes maradéka 4, akkor 7|4x + 5y.
f) Ha 12|n? akkor 12|n.
g) Meg tudunk adni kilenc egész szamot Ugy, hogy 6sszegiik és szorzatuk is —9 legyen.

3. Milyen szamjegyre végzddik a 2'%-3%.6" . 7% szorzat?

4. Van-e olyan x és y természetes szdm, amelyre teljesul, hogy a 17 osztdja a 20x — 11y-nak, de nem
o0szt0ja a 46x + 7y-nak?

5. Hatarozzuk meg a négyzetszamok lehetséges utolsd szamjegyét! Négyzetszam-e a 10°° 410" 472

6. Két négyzetszdm 6sszege oszthatd 4-gyel. Mennyi e két négyzetszdm négyes maradékanak a szor-
zata?

7. Hany olyan p primszam van, amely esetén
a) p+100ésap + 50, b) 20p® + 1 is prim?
8. Hany pozitiv osztoja van a 75 600-nak?
9. Hany négyzetszam osztdja van a 75 600-nak?
10. Van-e olyan kétjegyli szam, amelynek 10 osztdja van?

11. Mikor oszthatd az abcde 6tjegyii szam 8-cal? Fogalmazzuk meg a szabalyt altalanosan is!
12. EgyszerUsitsiik az alabbi torteket!

756 441000
a) -— b)
792 58212
13. Adjunk meg harom olyan pozitiv egész szdmot, amelyek legnagyobb kzos osztdja 1, de paronként
nem relativ primek!

14. Egy 5,25 m hosszu és 2,75 m hosszu téglalap alapu elészobat szeretnének hidegburkolattal lefedni,
vagyis kicsempézni gy, hogy ne kelljen egyik csempét sem elvagni. Legalabb hany csempére van
sziikség, ha azok négyzet alaktiak?

15. Végezziik el az alabbi muveleteket!

7 11 23 17 11
) —+—— b)) —+———
1125 1350 108 50 45
16. Két pozitiv egész szam relativ prim, és legkisebb kdzos tobbszoérdsik 392. Melyik lehet ez a két
szam?
T2
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17. Hatarozzuk meg az x, y szamjegyeket, ha
a) 15| 71x46y, b) 12|1y7342x, c)45|345xy, d) 72| 71x46y.

18. Egy kerékpar els6 fogaskerekén 20, a hatson 12 fog van. Hanyszor kell korbe tekerni a pedalt, hogy
a fogaskerekek az eredeti helyzetiikbe kertiljenek vissza?

19. Mely pozitiv egész szamoknak van paratlan sok pozitiv osztojuk?

{0} SZzamrendszerek

Apozitiv egész szamok szamjegyekkel vald, helyi értékes leirdsa ma mar
semmi gondot nem okoz, a mindennapi életben allandéan hasznaljuk.
Talan el sem gondolkozunk azon, hogy ez az irasméd mennyire meg-
konnyitette az alapmiveletek elvégzését és a kiilonféle szamitasokat.

Miel6tt ratérnénk a szamrendszerek altalanos targyaldsara, elemez-
zik, mit jelent a tizes szdmrendszerbeli helyi értékes szamirés. A tiz
nemnegativ egész kitevéjii hatvanyai a szokott médon: 10°% egy, 10"
tiz, 10% szaz, 10% ezer sth. Lathatjuk, hogy minden esetben tiz kisebb
egységet foglalunk egy nagyobb egységbe, vagyis 10 db egyes egy ti-
zes, 10 db tizes egy szazas, 10 db szazas egy ezres stb. Ebbdl latszik,
hogy annak jeldlésére, hogy egy adott egységbdl mennyi van, 10 db
szimbdlumot kell bevezetni, ezek a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szam-
jegyek. A helyi értékes szamirasnak a lényege az, hogy ha leirjuk a
21045 jelet, akkor ez a 2-10000 + 1-1000 + 0-100 + 4-10 + 5:1=
=2-10"+1-10°+0-10° + 4-10 + 5-10° 6sszeget jelenti.

Nem csak tizes csoportokat hozhatunk létre. Ha példaul 6 kisebb
egységet foglalunk egy nagyobb egységbe, akkor a helyi értékek a hat
nemnegativ egész kitevojli hatvanyait jelentik, a szamjegyek pedig 0, 1,
2,3, 4,5 lehetnek. Ekkor hatos szamrendszerbeli szamot kapunk: 23102
jelentése 26" + 3-6° + 1-6° + 06 + 2-6°. Ezt atirhatjuk tizes szam-
rendszerbe. Tehat 23102,=2-6*+3:6°+1:6°+0-6+2:6°=2-1296 + : 10.1. dbra Nézziink néhany pél-
+3:216 +1-36 + 0-6 + 21 = 3278. Atizet, a hatot a szamrendszer : dat!
alapszamanak nevezziik.

A szdmrendszer alapszama barmilyen egynél nagyobb pozitiv
egész szam lehet. Ha a szamrendszer alapszama g, akkor a szamjegyek
g — 1-nél nem nagyobb nemnegativ egész szamok, a helyi értékek a g
nemnegativ egész kitevoji hatvanyai. Ha a szamrendszer alapszama na-
gyobb, mint 10, akkor felhasznalhatjuk szamjegynek pl. az A, B, C, D, :
E, F betiiket, amelyek rendre a 10, 11, 12, 13, 14 és 15 szamokat jelolik. :
Nem tizes alapt szamrendszerben felirt szam esetén a szam mellett :
jobb als6 indexben feltiintetjiik a szamrendszer alapszamat.

pl:
10101,=1-2'+0-2°+1.2°+0.2+1.2°
45102,=4-8+5-8°+1.8°+0-8+2-8"
AC3,, =10-16° +12-16+3-16°

Megoldas:

Az el8zdek alapjan 511203,=5-7+1.7*+1.7°+2. 77+ 0. 7+3.7°= }

= 86880. : Jooo%e,
S
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2

1db  3125-6s csoport @ 7, 04l Irjuk at 6tos szamrendszerbe a 4373 tizes szam- ;
1db 625-0s csoport endszerbeli szdmot! =
4 db 125-0S CSOPOIT & fermmrmeer el

ececccccccssvy

4 db 25-0s csoport ¢ Megoldas:
4db 5-scsoport i A, eddigiekbol kovetkezik, hogy most 6t kisebb egységbdl képeziink
3 db 1-es csoport :

: egy nagyobb egységet. El6szor megnézziik, hogy hany 5-6s csoportot
¢ hozhatunk létre.
4373:5 = 874, a 3-as maradék azt jelenti, hogy kimaradt 3 db 1-es.
3
Most nézziik meg, hogy az 6tds csoportokbdl hany Gjabb nagyobb 6tos,
¢ azaz 25-0s csoportot hozhatunk létre.
874:5 = 174, a4-es maradék azt jelenti, hogy kimaradt 4 db 6t6s csoport.
4
Most mar 125-0s csoportokat alakitunk ki.
174:5 = 34, itt a maradék a kimaradt 25-8s csoportok szamat jelenti.
4

10.2. bra Nézzilink egy példat!

)>
D
N
@
(@}
7]
(9]
1%
o
e
o
=
o
=3
1%
N
Y
3
IS

:34:5=6, a maradék a kimaradt 125-6s csoportok szamat jelenti.
4

A 3125-0s csoportok szama:

¢ 6:5=1, azaz létrejon egy 3125-s csoport, és marad egy 625-0s csoport.

5=0.

1
1:
1
Ez alapjan a szam: 114443, =1-5°+1-5"+4.5°+ 4.5 + 4.5' + 3.5°

90000000000000000000000000000000

10.3. bra A ny4j egy része

JEN A1 Milyen alapl szamrendszerben igazak az alabbi :
i ‘egyenl6ségek? 5
| a) 37,+28, =66, b) 320, —233 =21,
Megoldas:
a) Mivel a szamrendszer alapszdma x, ezért a kovetkezé egyenléséget
irhatjuk fel:
3X+7+2x+8=6x+6. Ebbél 5x+15=6x+6, igy x=9. Tehat
37, + 28, = 66,. Ellenérzéssel meggy6zddhetiink a megoldas helyessé-
gérol.
b) A szamrendszer alapszama megint x, igy az egyenl8ség a kovetke-
267 3%+ 2x — (2X° + 3x + 3) = 2x + 1. Osszevonas utan: x> —x —3 =
= 2x + 1. Rendezziik ugy az egyenletet, hogy a bal oldalon legyenek az
ismeretlent tartalmazo tagok, a jobb oldalon a konstans. Igy x* — 3x = 4,
azaz x(x — 3) =4. Mivel az x pozitiv egész, ezért a 4-et felirtuk két
olyan pozitiv oszt6janak a szorzataként, melyek kiilénbsége 3. Ez csak
Ugy lehet, ha x = 4. Tehat 320, — 233, = 21,.

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢
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. 2 04l Végezzik el az alabbi miiveleteket!
i @) 134, + 245, b) 211,-423,

Megoldas:

A miiveletek elvégzése el6tt ismerkedjiink meg a hatos szamrendszer
miiveleti tablaival! Az atvitelre figyeljiink mindkét miiveletnél! A mi-

veleti tabla és a megoldas a 10.4-es és a 10.5-0s abrakon lathato.

\% A szamrendszereknek manapsag elsésorban a miiszaki tu-
domanyokban, a szamitastechnikdban van jelentdsége. A
szamitastechnikaban féként a kettes (binaris), nyolcas (oktalis) és
tizenhatos (hexadecimalis) szamrendszereket hasznaljak. A torténe-
lem sorén viszont mindig is fontos szerepet téltottek be a szamrend-
szerek. Egyiptomban a Rhind-papirusz (http://hu.wikipedia.org/wiki/
Rhind-papirusz) tanusaga szerint a Kr. e. 2000 koriili idészakban mar
kialakult a tizes szamrendszer, de minden magasabb tizes egység-
re kilon jelet hasznaltak, nem ismerték a helyi értékes irasmaodot.
Ugyanekkor Mezopotamiaban a késéi sumér korban helyi értékes
hatvanas szamrendszert hasznaltak. Ennek emléke az 6ra, perc, ma-
sodperc koz6tti 60-as valtdszam. Kinaban is a tizes szamrendszer volt
elterjedt, hieroglifikus szamjegyekkel. Az erre vonatkozé irasok az
iddszamitas kezdete koriil megjelent — Matematika kilenc fejezetben
ciml — munkaban talalhatok. A helyi értékes irasmod a XII. szazadtol
valt ismertté, valdsziniileg hindu hatasra. A hinduk, mint ez az 6si,
Kr. e. forrasokbol kidertil, szintén tizes szamrendszert hasznaltak, de
ez eleinte nem volt helyi értékes. A helyi értékes irasmod csak 500
koril jelent meg naluk, €s oriasi jelentésége volt, mert ez terjedt aztan
el Eurépaban az arabok kozvetitésével. Ekkor vezetik be a nullat, ami
mérfoldkd a szamirasban. Az els6 hiteles emlék 876-bol maradt fonn,
amelyben a maira erbteljesen emlékeztetd szamjegyek talalhatok, a
nullat kis kor jeldli. Az arab tudésok kérében a VIII1-IX. szazad kor-
nyékén terjedt el a hindu szamiras; a kor legnagyobb arab matema-
tikusa, al-Hvarizmi mar az Uj szamiréssal irta algebra konyvét a IX.
szazad elején. A mi eredetije elveszett, csak latin forditdsa maradt
fenn. Ebbol a konyvbol és mas arab forrasokbol ismerték meg Euro-
paban az Ujfajta szamirast, ezért valt arab szamiras néven ismertté.
Egy hires francia matematikus, P. S. Laplace (1749-1827) ezt
irta a hindu szamirasrol: ,,A hinduktdl jutott el hozzank az a csoda-
latos szamirasi rendszer, amelyben minden szdm felirhat6 tiz jegy-
gyel azaltal, hogy minden jelnek alaki és helyi értéket tulajdonit. Ez
a nagy jelentdségi és zsenialis modszer olyan egyszeriinek tlinik,
hogy emiatt fel sem tudjuk fogni igazan a nagyszeriiségét. De ép-
pen egyszeriisége ¢s a miiveletek nagyon konnyl elvégezhetdsége
helyezi ezt az aritmetikai rendszert a leghasznosabb felfedezések
soraba. Hogy milyen nehéz lehetett egy ilyen modszer felfedezése,
arra kovetkeztethetiink abbdl a ténybdl, hogy az dkor két legnagyobb
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elméjének, Arkhimédésznek és Apolldniosznak a zsenije sem jutott
el a helyi értékes szamirasi rendszer felfedezéséig.”

Az észak-kaliforniai yuki indidnoknal a nyolcas szamrendszer,
mig a majaknal a hlszas szamrendszer volt hasznélatos. A kozép-
amerikai aztékok szamrendszere a tizes és a huszas szamrendszer
keveredését mutatja, de nem volt helyi értékes. Ezenkivil a tizenket-
tes szdmrendszer emlékei €lnek a tucatban, a 12 hénapban, a nappal
és az éjszaka 12 Oréra val6 osztasdban. Ugyancsak erre utal, hogy
néhany nyelvben az elsd tizenkét szamnak 6ndllo elnevezése van,
gondoljunk csak a szdmok angol neveire. (Forrés: Filep-Bereznai:
A szamiras toténete)

©00000000000000000000000000000000000000000000

10.6. abra Szamoljunk!

Q) Oldjuk meg!

1. irjuk at tizes szamrendszerbe!

a) 32110,  b) 11011001, c) 56123, d) 122430,
2. Irjuk fel a megadott szamokat a megadott szamrendszerben!

a) 112 a ketteshen b) 241 a harmasban  ¢) 4123 a hatosban d) 21421 a hetesben
3. Irjuk fel az

a) 12345410 szamot szazas szamrendszerben!
b) 10110011, szdmot négyes szamrendszerben!
c) 12212, szamot kilences szdmrendszerben!

4. Szamitsuk ki!

a) 1123, + 4332, b) 112, - 340,
5. Az 132x3, oszthatd néggyel. Mennyi lehet az x értéke?
6. Az 5433x, oszthato harommal. Mennyi lehet az x értéke?

7. Adjuk meg az x értékét, hogy fennalljon az egyenl6ség!
a) 76, — 37, =39, b) 121,:11 =11,

10.7. 4bra Mely szamrendszerekkel van kapcsolata a képen
lathat6 chipnek?
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Mi, mitol eés hogyan fiigg?
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Roplabdacsapat

Herczeg Renata
Kovécs Eszter

Nagy Timea
Kasztner Aniko
Vincze Agnes

Szaho Krisztina -
Toth Bettina

1.1. 4bra Flggvény

Roplabdacsapat

Bacskai Kata
Fodor Lilla

Molnar Ivett
Nagy Timea
Kasztner Aniko
Vincze Agnes
Szaho Krisztin

1.2. abra Kolcsondsen egyértel-

mi fiiggvény

Magyar
allampolgarok

Szobaszamok

T
(=]
<=

S

=

152-s )
szoba agyai

%gvai
154-es
jzoba agyai

Személyi
azonositd jelek
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¢ A hétkoéznapi életben nagyon sok teriileten talalkozhatunk a fiiggvény
: fogalmaval. Az alabbiakban nézziink erre néhany példat!

Egy kozépiskola 12 lanybol all6 roplabdacsapata edzotaborba

megy. A tabort szervezd tanar a didkoknak 4 db 3 agyas (152-t61 155-ig
¢ szamozott) szobat rendel, és minden tanul6t beoszt valamelyik szobaba.
¢ gy a csapat minden tagjahoz hozzarendelt pontosan egy szobaszamot.
¢ Az ilyen hozzarendelést fiiggvénynek nevezzik. Ezt szemléltethetjik
¢ Venn-diagrammal. (1.1. 4bra)
; A didkok a széllashelyre valo érkezéskor elfoglaljak szobaikat, és
elosztjak egymas kdzott az dgyakat. Minden didkhoz ily médon hozzé-
rendeliink egy-egy agyat, méghozza kiilonb6z6 didkokhoz kiilonbozo
: 4gyakat. Ezt a hozzarendelést kolcsonosen egyértelmii fiiggvénynek
mondjuk. Venn-diagrammal szemléltessiik a hozzéarendelést! (1.2.
abra)

Az é&llampolgéarok nyilvantartasdnak és azonositasanak megkony-
nyitése céljabol hazankban minden magyar allampolgar rendelkezik
egy személyi azonosito jellel. Ez egy tizenegy szamjegybdl allo szam-
sor. Tehat a magyar allampolgarok halmaza és a tizenegy jegyli szamok
halmaza kozott — torvényben elbirt szabaly szerint — hozzarendelést
hoznak létre. igy minden magyar &llampolgarhoz tartozik pontosan egy
tizenegy jegyll szam. A magyar allampolgarok halmaza és a személyi
azonosito jelek halmaza (a tizenegy jegyli szamok egy részhalmaza)
kozotti hozzarendelés kdlesondsen egyértelmil fiiggvény.
Venn-diagrammal szemléltessiik a hozzarendelést! (1.3. abra)

Az el6z6 példak mindegyikében fiiggvényt adtunk meg. Az elsd
és a masodik esetben a fliggvény értelmezési tartomanya a kirandul6
didkok halmaza, a harmadik példaban a magyar allampolgérok halma-
za volt. A szobaszamok, az agyak, a személyi azonosito6 jelek halmaza
¢ a megfelel6 fiiggvény képhalmaza. A képhalmaznak azt a legbdvebb
: részhalmazat, amelynek minden elemét hozzarendeltiik valamelyik ér-
: telmezési tartomanybeli elemhez, értékkeszletnek nevezzik.

Lyes

W Dafinf<dd  Adott két nem tres halmaz: A és B. Ha az A halmaz
T 'minden egyes eleméhez hozzarendeljik a B halmaz egy és csakis :
i egy elemét, akkor ezt a hozzéarendelést fiiggvénynek nevezziik. ]

ooe

Dafinf<dd Az Ahalmaz a fuggveny értelmezési tartomanya,
©a B halmaz a fuggvény képhalmaza. A képhalmaz azon legbdvebb :
i részhalmazat, amelynek minden elemét hozzarendeltiik valamelyik

...................................................................................................

¢ Az A halmazbeli elemeket ésoknek, a B halmazbeli elemeket képek-
¢ nek is mondjuk.
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@ U=ilnfds  Azokatahozzarendeléseket, amelyeknél minden A
: halmazbeli elemnek pontosan egy képe van, és minden értékkészlet- :
: beli elemnek pontosan egy 6se van, kolesonosen egyértelmii hoz- :
zarendelésnek (kolcsonosen egyértelmii fiiggvénynek) nevezzik.

...................................................................................................

Az a fliggvény, amely a roplabdacsapat tagjaihoz egy-egy szobaszamot
rendelt, nem volt kdlcsondsen egyértelmil, mert ugyanazt a szobasza-
mot tobb roplabdashoz is hozzarendelte.

A flggvények jelolésére gyakran az f, g, h, i, | stb. betiiket hasz-
naljuk. A fiiggvények megadasanal elészor az értelmezési tartomanyt
adjuk meg, majd azt az egyértelmii utasitast, amely alapjan hozzaren-
deljuk az értelmezési tartomany elemeihez a képhalmaz elemeit. Ezt az
utasitast nevezzilk a fiiggvény hozzarendelési szabalyanak. Nézziink
még tovabbi példakat!

1.4. 4braAz f: A— R, kdlcséno-
w |, p4ldz Egy harmincf8s osztilyban a kozelgé farsangra : sen ceyérielmil feevény
i tombolajegyeket arul az osztalytitkar. A jegyek ara 150 Ft, és leg- :
i feljebb 30 darabot adhat el. Adjuk meg a bevételt az eladott jegyek :
i fuggvényében! 5
Megoldas:
A fliggvény értelmezési tartomanya: A= {0, 1, 2, 3, ..., 30}. A darab-
szamot jeldljiik x-szel, x e A. A képhalmaz lehet pl. N. A hozzarendelé-
si utasitast az alabbi mddon adhatjuk meg: x — 150x (olvasd: ,,x-hez
rendeljik 150x-et”).
A fuggvény megadasa:
f.{0,1,2,3,...,30} > N, x+>150x.

Az f fliggvény értelmezési tartomanyat szokas D,-fel, az értékkészletét
R,-fel jeldIni. Ebben a példaban az értékkészlet: R, = {0, 150, 300, 450,
..., 4500}. Az f fliggvény az x = 3 értékhez a 450-et rendeli. Ezt az
f fuggvény x =3 helyen felvett helyettesitési értékének nevezzilk,
és f(3) = 450 modon jeldljik. Ezt Ggy is szoktuk mondani, hogy az f
fuggvény a 3 helyen 450-et vesz fel. Az f fiiggvény X helyen felvett
helyettesitési értékét f(x)-szel jeloljiik. Ennek felhasznalasaval az
el6z6 fiiggvényt Gigy is megadhatjuk, hogy f: {0, 1, 2, 3, ..., 30} > N, : 1.5. dbra Veszel tombolajegyet?
f(x) = 150x.

e
W 7, vilda  Flggvényt adnak-e meg minden esetben az alébbi :
i hozzérendelések?
i a) Egy osztaly minden tanuldjahoz rendeljik hozza azt a honapot, !
i amelyikben sziiletett! i
i b) Egy osztaly minden tanuléjahoz rendeljik hozza azt a hénapot,
i amelyikben van névnapja! j
i ¢) Egy adott tanéran az osztalyteremben levé minden székhez hozza- :
: rendeljik azt a tanuldt, aki éppen akkor rajta il. :
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1.6. abra Boldog sziilinapot!

l 8. dbra Jol latom?

» 100
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¢ Megoldas:

¢ a) Igen, mert minden diakhoz pontosan egy olyan hénapot rendeliink,
: amelyben sziiletett.

b) Nem, hiszen eléfordulhat olyan, akihez tobb honapot is rendeliink,
: mert példaul Istvan névnap augusztus 3-an, 20-an, szeptember 2-an s
¢ december 26-an is van. S6t, lehet az osztalynak olyan tanuldja is, akinek
¢ t6bb keresztneve van. Ehhez a tanuléhoz tobb hénapot is rendeliink.

: ¢) Nem, mert lehet olyan szék, amelyen nem il senki. Tehat nem min-
den elemhez rendeliink hozza.

secccce

04l Az aldbbi N* — N hozzarendelések fiiggvényt :
i ‘adnak-e meg? Ha igen, irjuk le a fliggvényt jelolésekkel!
i a) Minden pozitiv természetes szdmhoz hozzarendeljik a kétszeresét. :
i b) Minden pozitiv természetes szamhoz hozzarendeljik a pozitiv :
i osztit.
¢ i ¢) Minden pozitiv természetes szamhoz hozzarendeljiik a legkisebb :
: | primosztojét. ;

esovees

: Megoldas:

: a) Igen, hiszen minden pozitiv egész szamnak pontosan egy kétszerese
¢ van. A figgvény jelolésekkel: g: N* — N*, g(x) = 2x.

¢ b) Nem, mert pl. a 4-hez az 1-et, a 2-t s a 4-et hozza kell rendelni.

¢) Nem, mert az 1-hez nem rendeliink semmit.

; g @ 4, 03l A sik pontjainak halmazat jel6ljik S-sel. Legyen
: dott az S sikon egy ¢ egyenes. Az S pontjaihoz rendeljik hozza az S :

: i pontjait igy, hogy minden ponthoz hozzarendeljtik a #-re vonatkozo

. E  tiikorképét. Fliggvény-e ez a hozzarendelés?

¢ Megoldas:

Atengelyes tlikrozés altalanos iskoldban mar tanult hozzéarendelési sza-
balyat felhaszndlva tudjuk, hogy igen. Ebben a példaban az értelme-
¢ zési tartomény és az értékkészlet is ponthalmaz, raadésul a két halmaz
egyenld. Ez a hozzarendelés kdlcsondsen egyértelmil is.

.......E
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a i
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3
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»
N
= |
Q
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.
D
@
N
o
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o
o .
-
<o
Q
Q
<
D

yeket! q
ca)f. Qo> Q x> x(x—1) g N ->Q x— —
i X

FOhRoSR x> -x+3

© Megoldas:

¢ a) Minden racionalis szdamhoz rendeljiik hozza a szamnak és a nala egy-
¢ gyel kisebb szémnak a szorzatat!

¢ b) Minden pozitiv egész szamhoz rendeljik hozza a reciprokat!

: ¢) Minden valés szdmhoz rendeljik hozza az ellentettjénél harommal
¢ nagyobb szamot!
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csolatot. Ezek nemcsak szdmhalmazok lehetnek, hanem az elemeik
lehetnek emberek, pontok, székek, lehet hémérséklet, id6 stb. A hoz-
zarendelési szabalyt is megadhatjuk tobbféleképpen: utasitassal,
képlettel, tablazattal, grafikonnal.

N 9, 04lds Legyen az f: ZT —> N, f(x) = 6" utolso szamjegye
es legyen g: Z* —> R, f(x) = 6! Hasonlitsuk dssze a két fliggvényt!
Megoldas:
Mind az f, mind a g fliggvény értelmezési tartomanya a pozitiv egész
szamok halmaza. Mivel a 6 minden pozitiv egész kitev6jii hatvanya
6-ra végzodik, ezért az f fliggvény minden pozitiv egészhez a 6-ot ren-
deli, ahogyan a g fliggvény is. Ekkor azt mondjuk, hogy a két fliggvény
egyenld.
Usilnfdd  Két fiiggvény akkor és csakis akkor egyenl, ha :
T ertelmezesi tartomanyuk azonos, és az értelmezési tartomany bar- :
: mely elemére a két fliggvény helyettesitési értéke egyenld.
: Ugyanez matematikai jelekkel: :: 19.abra f(x)=6
Legyenf D; >R, x> f(x) ésag: D, » R,, x> g(x) két fuggvény!
f=g&D,=D, esteD esetenf() g(x) ]

...................................................................................................

1. Az alabbi hozzarendelések kozil
a) melyek fliggvények;
b) melyek kdlcsondsen egyértelmtiek?
Adjuk meg a flggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét, a 2-hdz tartozd helyettesitési

értékét!
B ho A B i A B
9

f: A B g A
| | B
/A |
I

1.10. &bra 1. feladat

2. Az alabbi hozzarendelések koziil melyek hatdroznak meg fiiggvényt?
a) Egy gimnazium minden tanul6jahoz rendeljiik hozza az el6z06 év végi matematikaosztalyzatat!
b) Minden osztalyzathoz rendeljiik hozza azt a didkot, akinek az el6z6 év végi matematika-érdemje-
gye ez az osztalyzat!
c) A 2007-ben megjelent regényekhez rendeljiik hozza a konyvet megjelentetd kiadot!
d) A 2007-ben megjelent versekhez rendeljiik hozza a vers koltgjét!
e) A Féld minden varosahoz rendeljiik hozz4 a foldrajzi szélességliket!
f) A F6ld minden orszagahoz rendeljik hozza az orszég folyoit!
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SFuggveEnyek

3. Fogalmazzuk meg szavakkal az alabbi fliggvényeket!
a) f:N->Q, f(x):%x—l b) g:R—>R", x> x*+1 c) h:R >R, h(x)=|x-5|

d) i:[-23[ >R, i(x) =Xi3 ) j:Z" = 7", x+> 2007 utols6 szamjegye

X2, hax>5

D E:RSE, k(x):{4x+5 hax <5

4. Olvassuk el az alabbi matematikai jelekkel leirt kifejezéseket!

5 4 .
a) f(34,5)=12 b) g(-2)=0 c) h(—gJ=\/§—1ﬁ d) i(v5)=-12,76

5. Irjuk le matematikai jelekkel az alabb megadott fiiggvényeket!
a) Minden valds szdmhoz hozzarendeljik az ellentettjét.
b) Minden egész szdmhoz hozzarendeljik a haromszorosat.
¢) Minden pozitiv szdmhoz hozzarendeljlk a reciprokanal 1-gyel kisebb szamot.
d) Minden negativ racionalis szamhoz hozzarendeljik a kobénél 27-tel nagyobb szamot.
e) Minden egynél nagyobb pozitiv egész szdmhoz hozzarendeljik a ndla nem nagyobb pozitiv egé-
szek szorzatat.
f) Minden kétjegyti pozitiv egész szamhoz hozzarendeljiik az 1-et, ha a szam prim, és a 0-t egyéb-
ként.
3 , 5x -1
6. Legyenaz f:R - R, f(x)=§x—4 ésa g:R—>R, g(x)=x2—+1!
Hatarozzuk meg

a) az f és g fuggvények 2;1; 0; - 2; —% helyen vett helyettesitési értékeit;

b)az f (—g ) g(-1) szorzat értéket;

c) az R0 tort értékét;
¢(0)
14 2) 5 iy .
d)a E-f(7 )—E-g(z) kifejezés érteket!
7. EgyenlOk-e az alabbi f és g fiiggvények?

X - ha x # 2

Q) ' RoR, f(X)=x+26és g:R>R, g(x)=9 x-2"
4, hax=2

2x—-3, hax=>15

b) f:R—->R\R", f =2x-3 és g:R > R\R", =
) TR (x)=[2x-9 €5 g:R g(x) {3—2x, hax<1,5
¢) f:Z" -7, f(x)=5" utolsé szdmjegye és g:Z" — {5}, g(x)=5

d) f:{1,2,357} >Z, f(x)=x-2 és
g : az egyjegyl pozitiv primekhez hozzarendeljiik a naluk kettével kisebb szamokat
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ZhATkoordinatacrendszeris

A tovéabbiakban a valds szamok valamely részhalmazan értelmezett,
valos értéki fliggvényekkel foglalkozunk. Az ilyen figgvényeket valos

fiiggvényeknek nevezzik, dbrazolasuk a Descartes-féle derékszogii ng?g:jk /]
koordinata-rendszerben torténhet. (2.1. dbra) A sikbeli koordinata- P(~4:3) elso
rendszer lényege, hogy a sik pontjai és a rendezett szamparok kozott TN negyed
kolesondsen egyértelmii hozzarendelést hozunk 1étre. 1 .

A koordinata-rendszer két egymasra merdleges tengelybdl all, ezek 031 X
szamegyenesek, a metszéspontjuk az origo. A egyik tengely az x vagy “sgg“;edék ”ﬁggigljk
abszcisszatengely, a masik pedig az y vagy ordinatatengely. Egy sikbeli

ponthoz rendelt rendezett szampar elsé tagja a pont X koordinataja
vagy abszcisszaja, amely a pont y tengelyt6l mért eldjeles tavolsagat
adja meg. A masodik tagja a pont y koordinataja vagy ordinataja, : 2.1. abra Descartes-féle derék-
amely a pont x tengelyt6l valo elgjeles tavolsaga. sz0gli koordinata-rendszer

Mar altalanos iskolaban is abrazoltunk fiiggvényeket, elsdsorban
linearis fliggvényeket, koordinata-rendszerben. Most nézziink néhany
példat arra vonatkozolag, hogyan lehet ponthalmazokat szemléltetni a
koordinétasikon!

\5@, 1.4l Adott a koordinatasikon az A(4;6) és a B(-1;6)

pont. Az A pont origora vett tiikérképe legyen C, a B pont origora :
© vett tlikorképe pedig D pont! Készitslink abrat! Milyen négyszog az :
i ABCD négyszog? Hatarozzuk meg a teriiletét! :

A4:6)

Megoldas:

B(-1:6) /4
/:
_ s 0
Ha egy pontot tiikroziink az origdra, akkor a koordinatai ellentettjikre / i g
c

valtoznak. Ez alapjan a C(-4;-6), a D(1;-6) pont lesz. (2.2. abra)
Mivel a négyszdg k6zéppontosan szimmetrikus, ezért paralelogram-
ma. A teriiletét Ggy szamitjuk ki, hogy az egyik oldalat megszorozzuk

a hozza tartozé magassagaval. Ez alapjan a teriilete: T = 60 terilet-
egység. 2.2. 4bral. példa

\ﬁ’:/ 2, 02l Olvassuk le a 2.3. abrardl az A, B, C, D racspontok :
i koordinatait! Milyen négyszoget hataroznak meg a pontok? Hata- : y
i rozzuk meg a négyszog teriiletét! ;

________________________________________________________________________________________________________________ D @
Megoldas: / 1<\
Az A, B, C, D pontok koordinatai: A(-4;-1), B(5;-1), C(2;4) és i 0l 4 55}

D(-3;4). A négyszog trapéz, mert az AB oldala parhuzamos a CD ol-
dalaval, de az mar nem igaz, hogy paralelogramma, mert a masik két

oldala nem parhuzamos. A terllete: T = %-5 =35 teriletegység.

2.3. abra 2. példa
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BE1),
ol 1 X
O3 g (2mg)
2.4. dbra Els6 1épések
v
H A=G
s
g7

E cC F

2.5. abra Triikkds megoldas

b) v a)

P(-2;5), X3

1

0} 1 X

2.6. bra 4. a), b) példa

vy y=5

1

7 >
x=-2 | ¥

2.7. &bra 4. c) példa
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i 'Legyen B az a pont a koordinatasikon, amelynek abszmsszaja az A
i pont abszcisszajanak ellentettjénél eggyel nagyobb, ordinataja pedig :
: : az A pont ordinatajanal kettével kisebb! Legyen C az a pont, amelyet :
: i Ugy kapunk, hogy az A pontot tiikrozzik az x tengelyre, és a kapott :
: i pont abszcisszajat eggyel csokkentjuk! Hatarozzuk meg az ABC ha- :
¢ | romszdg teriiletét! :
Megoldas:
AB pont abszcisszaja vagy x koordinataja —2-nél eggyel nagyobb szam,
azaz —1, mig ordinatdja vagy y koordinataja 1. Az A pont x tengelyre
vett tikorképe az A,(2;-3) pont, igy C(1;-3). (2.4. abra)

Probaljuk a lehetd legkevesebb szamolassal, egy iigyes triikk fel-
¢ hasznalasaval meghatarozni a haromszog teriiletét!

Vegyiik fel a 2.5. abranak megfeleléen az EFGH téglalapot!
A téglalap EF oldala 3 egység, FG oldala 6 egység, igy annak teriilete
¢ 18 tertiletegység. Ebbdl kiindulva meghatarozhatjuk a kérdezett értéket,
ha kivonjuk a téglalap teriiletébél a BEC, a CFG és a GHB derékszogii
¢ haromszog teriiletét. Mivel egy derékszoglh haromszog teriiletét meg-
¢ kaphatjuk tgy, hogy két befogojanak a szorzatét elosztjuk kettével, igy

oo =24 (t0), T = ot =3 (10, T =5 =3 te). Tehit
az ABC haromszdg terlilete 8 teruletegyseg.
h .J 45, 2lh Hatarozzuk meg a koordinatasikon azon pontok

almazat, amelyek koordinataira teljestilnek az alabbi feltételek!
a)x 3 b)x=-26ésy=5 c)x=—-2vagyy=>5

Megoldés:
¢ a) Ennek a feltételnek azok és csak azok a pontok felelnek meg, ame-
: lyek az x tengelyt a (3;0) pontban metszd, arra merdleges egyenesen
: vannak. (2.6. abra)

b) Mivel a két feltételnek egyitt kell teljestilnie, ezért a megoldas a

P(—2 5) pont. (2.6. abra)
¢ ¢) Mivel a két feltétel koziil legalabb az egyiknek teljestilnie kell, ezért
¢ a keresett ponthalmaz két egyenes, amelyek a 2.7. dbran lathatok.

S A={(qy)[xe R, ye R, x>3};
B={(x;y)|xe R, ye R, y<-3}.

Abrézoljuk a koordinata-rendszerben az A és a B halmazt! 5
¢ | Szemléltessiik a koordinatasikonaz a) AN B; b) (A\B)U(B\A)
¢ i halmazokat! :
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Megoldas:

Mivel az A halmaz esetén a keresett pontok y koordinataja tetsz6leges,
és az x 3-nal nem kisebb, ezért ennek a halmaznak az x = 3 egyenes és
az attol pozitiv iranyban levo félsik felel meg. Hasonlo megfontolasok
alapjan a B halmaz az y = -3 egyenes ¢és az attdl negativ iranyban leve
félsik. (2.8. abra, 2.9. 4bra)

VA
yA
y A ! >
1 0] 1 X
1 0} 1 X
0l 4 X T
Xx=3
B
2.8. dbra A halmaz 2.9. &bra B halmaz 2.10. 4bra ANB
a) Két halmaz metszetének definicidja alapjan azon pontok halmazat
keressik a koordinatasikon, amelyek mindkét halmaznak elemei. A ke-
resett halmaz a 2.10. abrén lathatd. A folytonos vonal azt jel6li, hogy a
hatér is hozzatartozik a ponthalmazhoz.
YA

b) Az A\B azon pontok halmaza, melyek az A halmaznak elemei, de a B
halmaznak nem. Ez alapjan a 2.8. bran besatirozott részb6l ki kell ven-
ni a 2.9. dbran lathato6 sikrészt. Hasonl6 megfontolasok alapjan a B\A 1 _
halmaz esetén a 2.9. abran besatirozott részbdl ki kell venni 2.8.4bran
besatirozott részt. Igy az el6z6 két halmaz unidja a 2.11. dbran lathaté : — 1 L. oo oo
sikrész. A szaggatott vonal azt jel6li, hogy a hatar nem tartozik hozza a :
ponthalmazhoz.

2.11. dbra (A\B)U(B\A)

1. Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kovetkezé pontokat:
2. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatbeli A, B és C pontok altal meghatarozott haromszog teriiletét!

3. Vegylik fel azon pontokat a koordinata-rendszerben, amelyek koordinataira az alabbiak teljestinek!

irjuk le matematikai jelekkel a koordinatak kozotti osszefiiggéseket!

a) Az abszcisszaja 5-nél nem nagyobb pozitiv egész szam, az ordinataja kettével nagyobb az absz-
cisszajanal.

b) Az abszcisszaja 5-nél nem nagyobb pozitiv egész szam, az ordinatéja kétszerese az abszcisszajanak.

c) Az abszcisszaja —10 és 10 k6z¢é es6, 3-mal oszthatd szam, az ordinataja az abszcisszajanal 1-gyel
kisebb.

d) Az ordinataja 7-nél kisebb, —1-nél nem kisebb egész szam, az abszcisszaja pedig az ordinata fe-
Iénél eggyel nagyobb szam.
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4. Abréazoljuk azon pontok halmazat a koordinatasikon, amelyek koordinatai teljesitik az alabbi felté-

teleket!
a)x=4 b)y=-3 C)x=2ésy=-5 d)x=1vagyy=-4
g)2<x<5 f)-3<y<4 g)x<3és2<y h) 4 <xvagy -3<y

5. Adott két halmaz:
A={(xy)|xeR, yeR, x<5};
B={(xy)|xe R, yeR, y>2}.
Abrézoljuk a koordinétasikon az alabbi halmazokat!
a) AUB  b)ANB ¢ A\B d)B\A ¢ ANB f) AUB
6. Adott a koordinatasikon a P(3;5) pont. Tlkrdzziik a P pontot az x =1 egyenesre, igy kapjuk a Q

pontot! Ezutan a P és a Q pontot is tukrdzzik az F(1;2) pontra, az igy kapott pontok legyenek P, és
Q,. Milyen négyszdg a PQP,Q, négyszog? Hatarozzuk meg a tertiletét!

7. Egy bolha a koordinata-rendszer origojaban iil. Minden ugrasa egy egység hosszu, és csak ,,jobbra”
vagy ,.felfelé” ugorhat. Hany kiilonb6z6 helyre juthat el, ha legfeljebb 10 ugrast tesz meg?

8. Hany kiilonboz6 helyre juthat el legfeljebb 10 ugrassal az el6z6 bolha, ha ,,balra” illetve ,,lefelé” is
ugorhat?

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

st Eliggvenyekiszemleltetese

ececcece

: Az eddigi példainkban a két halmaz kozotti hozzarendeléseket, figg-
vényeket Venn-diagrammal szemléltettik, elemeik kdzott nyilakkal je-
161tk a hozzarendelési utasitast. A valos fliggvényeket mas modon is
szemléltethetjuk.

Legyen az f:{x|-4<x<2 xeZ} — Z, f(x)=2x+1 fiigg-
vény! Vegylnk fel két parhuzamos szamegyenest (3.1. abra)! Az egyik
szemléltesse az f fliggvény értelmezési tartomanyat, a masik szamegye-
nes az f fliggvény értékkészletét! Az értelmezési tartomany minden
elemébdl (x-bol) egy nyil vezet az értékkészlet x-hez rendelt eleméhez
(f(x)-hez). Az igy kapott abrat nyildiagramnak nevezzik. Az abrazo-
las megkonnyitése érdekében készitsink értéktablazatot: irjuk fel az
értelmezési tartomany elemeit és mindegyik ala a hozza rendelt helyet-
tesitési értéket! (3.1. abra)

X -4 -3 -2-1012
2x+1 -7 5 -3 -1 135

-4-3-2-10 12

—7-6-5-4-3-2-10123456

3.1. dbra Nyildiagram

900000000000000000000000000000000000000000000000000

g {x|-4<x<3 xeZ} > R, g(x)=

ececcecovosrs

: fggvenyt nyildiagrammal!

Megoldas:
Készitslink értéktablazatot!

eecccscsccccccce
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X -4 -3 -2 -1 1 2 3
X+ 2 -2 -1 0 1 3 4
X+ 1 17 10 5 2 1 2 5 10
X+2 2 1 1 3 4 1
5 —— | == 0 — 2 — — —
x°+1 17 10 2 2 5 2

A g fuggvény nyildiagrammal val6 dbrazolasa mar nem olyan konnyt,
mint az f flggvényé, és a 3.2. abran kiigazodni is nehéz. Célszerii a
nyildiagramnal ,,jobb” abrazolasi modot keresni. Ha az el6z6 példaban
a hozzarendelést olyan szamparokkal szemléltetjiik, amelyeknek elsé
eleme a g értelmezési tartomanyabol valo (x), a masodik eleme az x-hez
rendelt g(x), akkor nyolc rendezett szdmpart kapunk, és ezekhez hoz-
zarendelhetjiik (k6lcsondsen egyértelmii modon) a koordinatasik nyolc
pontjat.

X (Hol?) -4 -3 O I B I 2 3

x+2
=— 2 1 1 g
g(x) X% +1 —— 0 = 2 3

(Mennyit?)
¢ ! o (=11 (o 3 (224) (a1
—4,—17][—3,—10J (-2;0) [ 1'2} 0;2) (I,ZJ (2,5] (3,2]

Rendezett
szamparok [

A derékszogili koordinata-rendszerben az ehhez a 8 szamparhoz rendelt
pontok halmaza a g fliggvény grafikonja (3.3. abra).

4 1
5
(x:g(x)

@ Usilnfdd  Legyenf: A— B fiiggvény, és A, B a valos szamok
+halmazanak egy-egy részhalmaza. Ekkor az f fiiggvény grafikonjan :
: vagy képén azon pontok halmazat értjiik a derékszogii koordinata- :
: rendszerben, amely pontok elsd koordinataja az A halmaz eleme: (x), :
a masodik koordinataja pedig az x-hez tartoz6 fiiggvényérték: f(x). :

...................................................................................................

B - < -ttt ettt s s e
Q}»{/ 7, 03l Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket derékszogii
i Roordinata-rendszerben! Hany pontbol ll a fiiggvények képe? Osz-
i szekdthetdk-e ezek a pontok a grafikonok megrajzolasakor?
i Rendeljiik hozza minden 2-nél nem kisebb pozitiv egyjegyii egészhez !
i a) a nala kettével kisebb szamot;
i b) a legnagyobb prim osztojat!

Megoldas:
Az a) pontban megadott fiiggvény (képe: 3.5. dbra) matematikai jelek-
kel:

f:{2,3,4,56,7,8,9} = {0,1,2;3,4,5,6;7}, f (x)=x-2.

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 107

-4-3-2-10123

3.2. bra Abrézolas nyildiagram-
mal

Mennyit2) ¥4

sl e
(Hol?

e

3.3. 4bra Abréazolas koordinata-
sikon

>

(Mennyit?) &

(Hol?)

3.4.abraEgy f fiiggvény grafikon-
janak egy tetszoleges pontja

A
4 \(Mennyit?)

AN
21 .

1T
t

0] 123456789 x
(Hol?)

3.5. abra Az f fiiggvény képe
107
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y4 f x 2 3 4 5 6 71 8 9
" ifW=x=2 0 1 2 3 4 5 & 7

Bl e xfx)  (20) &) (42) (5:3) (6;4) (7:5) (8;6) (9;7)

—IT

—t—+—+++++> ° Ab) pontban megadott fiiggvény (képe: 3.6. abra) matematikai jelek-
1234567 EzHgl?)X * kel
0l? H

(=}

i:{2;3,4,5,6,7;8,9} > {2;3;5;7}, i(x) = x legnagyobb prim osztoja.

3.6. dbra Az i fliggvény képe X 2 3 4 5 6 7 8 9
0] 2 3 215 |8 |7 | 2| &
Gie)) (22) 33) (42 (59 (6:3) (177) (82 (93

Az f és az i fuggveny értelmezési tartomanya is a {2; 3;4;5; 6; 7; 8; 9}
¢ nyolcelemll halmaz, ezért mindkét fliggvény grafikonja nyolc elszige-
¢ telt pontbol all. igy az emlitett fuggvények képének megrajzolasakor
¢ ezek a pontok nem kothet6k ossze.

°
°
°
°
°
%

o Y2 (Mennyit?) ) e :

1 o Dopalla Abrézoljuk az  fi[-24 >R, f(x)=-2x+4 :

1 iggvényt derékszogi koordinata-rendszerben! =
ol . : .
i ¢ Megoldés:

21 P1534567 X Mivel az f fuggvény értelmezési tartomanya végtelen sok elemet tartal-
1 ) ¢ maz, ezért nem tudjuk a grafikon minden pontjat kijeldlni. A grafikon

o ¢ néhany pontjét abrazolhatjuk. (3.7. bra) Vajon az abrazolt pontok 6sz-
: szekothetok-e a grafikon megrajzolasakor? Ha igen, akkor milyen vo-

E . P 9
3.7. bra Az f fliggvény grafikon- : nallal kéthetdk dssze?

janak néhany pontja Jelenlegi ismereteink alapjan ezekre a kérdésekre nem tudunk va-
¢ laszolni, de tapasztalataink alapjin elfogadjuk (ezt késébb igazoljuk),
Y4 (Mennyit?) : hogy a vazolt pontok egy egyenesre illeszkednek. A fiiggvény képe egy
¢ szakasz, amelyhez a (—2;8) hozza tartozik (tdmott karikaval jeloljik);
\ ‘a (4;-4) pont pedig mar nem (lres karikaval jel6ljik).

2 \f : ?é\
BURERRERRREE ¢ Az ffuggvény képének van olyan pontja, amely az x tengelynek is pont-
21012034567 x . . . , " s,
o 2\ (Hol?) ¢ Ja,ezapont fontos jellemzdje a fiiggvénynek. E pont els6 koordinatajat

¢ a flggvény zérushelyének nevezzik.

3.8. bra Az f fliggvény graﬁkonjﬂ Dafinfdd  Egy f flggvény zérushelyeinek nevezzilk az értel-

<% mezési tartomanyanak mindazon x értékeit, amelyekre f(x) = 0. :
(Szemléletesen: a fiiggvény grafikonja és az X tengely k6z6s pontja- :
¢ | nak elsg koordinataja.) :
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= b oalda  Adott az f fiiggvény grafikonja (3.9. abra). (Mennyit?)
i @) Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomanyat, értékkészletét :
i észérushelyeit! ;
b)f(—2)=? Mennyi a fiiggvény he- :
lyettesitési értéke —2-nél? :
c) Mely valds x-re teljesul, hogy f(x) = 2? Hol veszi fel a fiiggvény !
a 2 értéket? 1
d) Mely valds x-re teljesiil, hogy f(x) > 2? Hol vesz fel a fiiggvény

i 2-nél nagyobb értéket?

Megoldas:

a) Az f fliggvény értelmezési tartomanya: azon x értékek halmaza, ame-

lyekhez értékeket rendel, tehat D, =1-4;7]; értékkészlete: azon érté-

kek halmaza, amelyeket hozzarendeltiink az x-ekhez, igy R,=[-3;5]; a

zérushelyei (szemléletesen az x tengellyel valo k6zos pontok els6 koor-

dinatai, abszcisszai): x, ~ —1; X, ~ 1,6; X, ~ 6.

b) Az f fliggvény x = —2 helyen vett helyettesitési értéke az 3.9. abrardl QL /\ y

leolvasva kozelitéleg 1, matematikai jelekkel f(—2) = 1.

c) Az f(x) = 2 egyenlet megoldasakor keressik az x valtoz6 azon érté- Ao Nl il 34567 X

keit, amelyekhez az f fliggvény 2-t rendel. A keresett x értékek tehat: 2%

X, =-3;X,=2;%,=5; X,=7. (3.10. dbra)

d) Az f(x) > 2 egyenl6tlenség megoldasakor keressiik azokat a valtozo

grtlekgket (i(’ Ieket), gr?]ellyﬁlihgz azf ff fugg\{eny Zﬁq(el r!agyobg értéket rlen" 3:10. sbra Kég;zinjelbli a2 ffigg-
el. (Szemléletesen: hol halad az f fiiggvény gafikonja azy =2 egyenletii vény grafikonjanak azon pontjait,

egyenes ,,fol6tt”?) A keresett x értekek a feladat c) részének megoldasa : amelyeknek y koordinataja 2-nél

és a 3.10. abra alapjan: -4 <x < -3 vagy 2 <x < 5, ahol xc R.. nagyobb

=72

— NP

1. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket derékszogii koordinata-rendszerben!
Hény pontbol 4ll a fiiggvények képe? Osszekothetdk-e ezek a pontok?
Rendeljiik hozza minden 12-nél nem nagyobb pozitiv egészhez
a) a reciprokanak hatszorosat;

b) az ellentettjénél 2-vel kisebb szamot!

2. Adott az f fuggvény grafikonja (3.11. abra).
a) Adjuk meg az f fuggvény értelmezési tartomanyat, értékkészletét
és zérushelyeit!
b) Mivel egyenlé f(1)?
c) Mely val6s x-re teljesil, hogy f(x) = 5?
d) Mely valés x-re teljestl, hogy f(x) < 5?

3.11. dbra A 2. feladathoz tartoz6
f fuggvény grafikonja

109
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i 0 2 b 1, 04l Abrézoljuk az alabb megadott fiiggvényeket de-
f(x) = 2x 0 4 : i rekszOgli koordinata-rendszerben! Milyen kozos tulajdonsagai van- ¢
2(X) =—x 0 -2 :: nak azalabb megadott fliggvényeknek? :
h(x) = —4x 0 -8 f.RoR, f(x)=2x; g:R>R, g(x)=—
i(x)zlx 0 1 i h.RoR, x> —4x; |:ReR,x.—>%x

2 3]

: Koréabbi ismereteink alapjan tudjuk, hogy az f, g, h, i fiiggvények grafi-

: konja egyenes, ezért az dbrazoldsukhoz elegendd két-két pontjuk meg-

¢ hatarozésa. (4.1. és 4.2. abra)

: A fiiggvények ko6zos jellemzdje az, hogy a hozzarendelési utasita-

: saikban az x-et egy-egy valos szammal szorozzuk meg, azaz a hozza-

: rendelés x > mx alaki. Az m egyiitthat6t az egyenes meredekségének
: nevezziik. Ez az m meredekség jellemzi az egyenest: ha a valtozo érté-

> ket 1-gyel noveljuk, akkor a fliggvényérték m-mel valtozik. (4.3. abra)

i

%# Vegylik észre, hogy ha m pozitiv, akkor novekvd x-ek esetén
novekednek a figgvényértékek is, negativ m esetén pedig az

x-ek novekedésével csokkennek a fliggvényértékek! (Ha m =0, ak-

4.2. &bra Abrézolas koordinata- § kor minden fuggvényérték O)
sikon :

Usilpf<dd Azt mondjuk, hogy az f fliggvény szigorian mono- : :
n novekvo az értelmezési tartoméanyanak egy intervalluman, ha az :
mtervallum barmely x, < X, elemeihez rendelt fliggvényértékekre az
f(xl) < f(x,) reléci¢ all fenn. :
: Ha a fiiggvényértékek kozott egyenldség is fennallhat, akkor az

i f fuggvényt monoton névekvének mondjuk ezen az intervallumon.

...................................................................................................

»,
o
.
H
H
°
H

5 Szemleletesen: nagyobb valtoz6értékhez nagyobb fliggvényérték tarto-

y4 R ) . 1 ..
1 : zik. Példaul: f:R >R, f(x)=2x ésaz i:R—>R, x> > fuggvé-
S/ y=2x :
== § BB ¢ nyek a ]—o0; oo[-on szigoruan monoton novekvoek.
< . H
y= _4x 1 S s araa s aa s EEE s EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEsEEEEEE, X
3': Usilpf<dd Azt mondjuk, hogy az f fliggvény szigortan mono- :
RN 5 n csokkend az értelmezési tartomanyéanak egy intervalluman, ha :
3 : : az intervallum barmely x, < x, elemeihez rendelt fuggvenyertekekre
3 S az f(x,) > f(x,) relécio all fenn
2. $i

i Ha a fliggvényértekek kozott egyenldség is fennallhat, akkor az f
4.3. dbra Szigortian monoton fiigg- : fuggvenyt monoton csokkenének mondjuk ezen az intervallumon.

0000 . Venyek graﬁkon_] a1 : ................................................................................................... g
[ ]
[ ]
T
) [ ]
[ ]
[ ]
[ ] ..
[ ] [ ]
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Példaul: h:R > R, x> -4x ésa g:R > R, g(x) =—x flggvények
a ]—oo;0[-0n, vagyis az értelmezési tartomanyukon végig szigordan
monoton csdkkendek.

f:R—>R, xn—>%x lésa g:RoR, x> —4x+3 fuggvenye—

ket derékszogl koordinata-rendszerben!
Megoldas:
Mindkét fiiggvény képe egyenes, abrazolasukhoz elegendd két-két
pontjuk megadasa. Példaul: az f fuggvény x = 0-hoz —1-et, x = 8-hoz
3-at rendel. (4.5. dbra) Az f és a g fuggvények hozzarendelési utasitasa

X+ mx+b alakd (m=0;m, b € R), az f fliggvénynél m = % b=-1;

a g figgvény esetén m=—-4,b=3.

..............................................................................................

Uafifdd Az fiR R, f(x)=mx+b alaka fiiggvényeket, ; : 44 3bra Atestmagassag az élet-

=(ahol m =0, m, b € R) elséfoka fiiggvényeknek nevezzik. : ¢ kor fuggvény€ben
_ Az f:R—>R, f(x)=b alaki fiiggvények az un. konstans
: fuggvények, amelyeknek képe az x tengellyel parhuzamos egyenes. : y4
E Mindazokat a fliggvényeket, amelyeknek kepe egyenes, linea- : : ,__4, .3
: ris fiiggvényeknek nevezziik. (Ezek az els6fokd, illetve konstans : \
LN ' Y =l
2.
e S, paldy Szamitsuk ki az alabbi fuggvények x =0 helyen : 1) B T X
i vett helyettesitési ertékét, majd abrazoljuk a fliggvenyeket! § /T
. f:R>R, f(x)=3x+5 g:R%R,g(x)z—%x—& .
h:R >R, h(x) =4, 4.5. 8bra A 2. példa grafikus meg-
e ....itoldésa
Megoldas:
Az ffuggvény x = 0 helyen vett helyettesitési értéke f(0)=3-0+5 =5, A

a g fliggvényé g(0) =—%-0 —3=-3, a h fliggvényé pedig h(0) = 4

(4.6. &bra)

1]

~ © \Vegytik észre, hogy az x =0 helyen vett helyettesitesi ertek

" ¢éppen a hozzarendelési utasitasban szereplé b konstanssal

egyenl6! Mivel b kénnyen leolvashat6 a hozzérendelési szabalybol,
ezért célszerli az egyenes abrazolasanal egyik pontnak ezt a pon-
tot vélasztani. Mindig igaz, hogy az f(x) = mx+ b hozzarendelési
szaballyal megadott fiiggvények x = 0-hoz tartozo flggvényeértéke : 46 abra A 3.példa grafikus meg-
f(0)=m-0+ b =b-vel egyenld, ez a (0;b) pontjat hatdrozza meg : oldasa
a figgvény grafikonjanak. A (0;b) pont viszont nem mas, mint az
egyenes y tengellyel val6 metszéspontja.

111
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yA NP D

f %, 2, valdz Abrazoljuk és jellemezzik az f fliggvényt! §
$i —2x+3, haxz2 E

2x+3

=<
1l

_._/
dedl.
| —
xy
coce

f RoR, f(x)= —%x, ha—4<x<2;

—3x-10, ha x<—-4.

S|/~ w

_ 13 Megoldas:
{ Az f fliggvény grafikonja a hozzérendelési szabaly szerint az

4.7, dbra A 4. példa megoldasa- : 1, ot e
ban segit P g PXP =2X+3, X -3 X ésaz x> —3x—10 elséfoku fiiggvények gra-

¢ fikonjaibol (4.7.) ,,6sszerakhat6™ a 4.8. 4brén lathaté médon. Az f fiigg-

y=-3%-10

<
I

N

f ¢ vény a J—oo;00[ intervallumon szigorian monoton csokken, zérushelye
:x=0.

3,04l Egy gyakorlott kerékparos egyenletes mozgassal :
: alad A 0 kilométerkétél kezdve 40 méasodpercenként rapillant a ki- :
i lométerorajara, s megjegyzi az adatokat. A dombtetére érkezve az :
i 4.9. dbra szerinti feljegyzést késziti el. ;
: Foglaljuk tablazatba az 4.9. 4bra adatait! Milyen kapcsolat van a
| $1d0 alatt megtett ut és a £ id8 kozott? Rendeljiik hozza a megfigyelés
i | kezdetétdl eltelt idohoz (1-hez) a ¢ id6 alatt megtett utat (s), dbrazol- :
i juk az igy kapott fliggvény grafikonjat! 5

O/~ row
—
—t—t

=y

¢ Megoldas:

'

j)g Vegyilk észre, hogy a ¢ id6 alatt megtett t és a ¢ id6 kozott
: szoros kapcsolat van: 2-szer, 3-szor, 4-szer annyi id6 alatt a
tlrazé 2-szer, 3-szor, 4-szer annyi utat tett meg!

t(s) 40 80 120 160 200 240
s(m) 100 200 300 400 500 600

A megtett Ut és az eltelt id6 hanyadosa allando:
: 100 200 300 400 500 600 _
: 40 80 120 160 200 240

Gy IS O i N : 3\
: ¢

E : Az utnak és az iddnek ezt a kapcsolatat ugy is nevezik, hogy a két meny-
s() 4 25t nylseg egyenesen aranyos, ¢és az aranyossagi tényez6je 2,5. (A fizika-

: ban erre a kapcsolatra s ~ ¢ jel6lés hasznélatos.)
200 1 : ,
tett Gt . . R
100 + e B 4llando=2,5 azt jelenti, hogy a megtett Gt mindig

: elteltid6
T NBRE > 2,5-szerese az idonek, tehat a megtett ut és az id6 kozotti kapcsolatot az
i s =15(7) =2,5¢ formula frja le, amely alapjan a keresett fiiggvény elséfo-
4 10. dbra s ~ ¢ grafikon ¢ ka fuggvény, grafikonja origd kezddpontt félegyenes.

=
S
o
[
o
~
=
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@ Daiinfdd  Ha két valtozd mennyiség 0sszetartozo értékeinek
 hanyadosa allandé vagy mindkét érték egyszerre 0, akkor azt mond- :
: juk, hogy a két mennyiség egyenesen aranyos. 3

...................................................................................................

Altalaban minden f:R — R, f (x)=mx fliggvényrdl azt mondhat-
juk, hogy egyenes arényossag, melynek aranyossagi tényezéje m. Az f
képe origora illeszkedd egyenes.

W P 4 ot e e A
M 9, 03l A mellékelt grafikon azonos hosszsagu, alumini- :

umbol (Al), rézbdl (Cu) és vasbol (Fe) késziilt rudak hémérséklet-val- :
i tozasra (AT) bekovetkezd megnyulasat (Al) abrazolja. (4.11. abra)
i a) Milyen kapcsolat van az egyes rudak megnyulasa és hémérséklet- :
| valtozasa kozott?
i b) Hiny mm a megnytlasa az egyes rudaknak 1 °C-nyi hémérséklet-
| valtozas hatasara?
i ¢) 10 °C-nyi hémérséklet-valtozas hatasara az aluminiumbol késziilt :
i rad megnyulasa hanyszorosa a rézbél, illetve a vasbol késziilt rad !
megnyulasanak? :
Megoldas:

a) A megnyulas—hémérséklet-valtozas grafikon mindharom rid esetén
origdn atmend egyenes, ezért az egyes rudak megnytlasa és a hdmér-
séklet-valtozas kdzott egyenes aranyossag van.

b) A grafikonokrél leolvashatd, hogy 10 °C-nyi hémérséklet-valtozas
hatasara az aluminiumbol késziilt raid megnyulasa 24 mm, a rézbol ké-
sziilt ridé 16 mm, a vashol készillt rad megnyulasa pedig 11 mm. igy
1 °C-nyi hémérséklet-valtozas hatasara az aluminiumrudnak 2,4 mm, a
rézradnak 1,6 mm és a vasrudnak 1,1 mm a megnyulasa.

c) A b) rész miatt az aluminiumbdl készllt rad megnydladsa — =
o < 24 16
= 1,5-szerese a rézbol és E—szerese a vashol készilt rad megnyula-

sanak.

Ny ———— o A e
W 7, 04l Egy 36 f6s, szerenadot ado osztalyt a fogado tanar :
i meggyes lepénnyel szeretne megkinalni. 24 szelet meggyes siitinez :
i 20 dkg liszt, 20 dkg margarin, 4 egész tojas, 15 dkg cukor, valamint :
i 80 dkg kimagozott meggy és a meggyhez még 12 dkg cukor szik- :
séges. Mennyit vasaroljon a tandr az egyes Osszetevokbol, hogy a
i diakoknak 3-3 szelet lepény jusson? :
Megoldas:
A siiteményt alkoté anyagok mennyisége és a szeletek szama kdzott
egyenes aranyossag van: kétszer, haromszor annyi szelet sliteményhez
kétszer, haromszor akkora mennyiség kell az egyes 6sszetevokbol.
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(ér’n )“ Al Cu
20 1 Fe
10 +
AT
. (©
0 10 20

4.11. dbra A hétagulas szemlél-

tetése

4.12. &bra A zene 0rom, a suti

finom
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Példaul az ismeretlen mennyiségii lisztet x dkg-nak tekintve, az adato-
¢ kat attekinthetd formaban irhatjuk fel:
3-36 = 108 szelet x dkg

24 szelet 20 dkg

LYYy

IYYYYYTYYYYYYYY

P . . . .. x 108
Az Osszetartozd értékek aranya allandod, ezért 021" ahonnan

X= 20-% =20-4,5=90. Itt az aranyossagi tényezo tehat 4,5, azaz

eccccccccce

minden hozzavalénak a receptben megadott mennyiségét 4,5-del kell
szorozni.

24 szelethez: 4 db tojas kell, igy 108 szelethez 4,5-4 = 18 db.
24 szelethez: 27 dkg cukor kell, igy 108 szelethez 4,527 = 121,5 dkg.
24 szelethez: 80 dkg meggy kell, igy 108 szelethez 4,5-80 = 360 dkg.

4.13. 4bra a= %

eecccccsccsccccccce

eccccccce

Tehat lisztb6l és margarinbol 90-90 dkg-ot (a liszt és a margarin meny-
nyisége megegyezett 24 szelet esetén, igy 108 szeletnél is ugyanannyi
kell beldliik), cukorbol 121,5 dkg-ot, meggybdl 360 dkg-ot és 18 db
tojast kell vasarolni.

2

¢ A természetben lejatsz6dd folyamatokat leir6 mennyiségek kozott na-

ecccccccccoe

eccccccce

‘:' T: gyon fontos és gyakran el6forduld kapcsolat az egyenes aranyossag.
__j ] Ei Erre mutatunk még néhany példat.
f . ' Ei 1. Kezddsebesség nélkiili, egyenletesen gyorsuldé mozgasnal a test
'x_ o E' : gyorsulasa a pillanatnyi sebességének és a mozgas idejének hanyadosa-
s

v , . , ) ,
val egyenl§ alland6: a = o Adott allando gyorsulas esetében a mozgas

ecccccccce

ideje és a pillanatnyi sebesség egyenesen aranyosak egymassal.

2. Ha az allando6 tomegl gazok allapotvaltozasat figyeljik alland6 nyo-
maéson (izobar allapotvaltozas), akkor azt kapjuk, hogy a kisebb térfo-
gati gdz homérséklete kisebb. A térfogatuk és az abszolut hdmérsékle-
tik hanyadosa allandd, vagyis ezek egyenesen aranyos mennyiségek.

eccccccccce

p = allando
4.14. dbra \i=\£
1 2
Az éallandé nyomast a Hg-szint-
kulénbség allandosagaval bizto-

vV, V.
(_1 =—2 —Gay- Lussacl. térvény.)
sitjuk.

Tl TZ

ecccccccccccccccccccoe

3. Ha az allando tomegili gazok allapotvaltozasat figyeljiik allando tér-
fogaton (izochor allapotvaltozas), akkor azt kapjuk, hogy a kisebb nyo-
masu gaz hémérséklete kisebb. A nyomas és a homérséklet hanyadosa
allando, vagyis ezek egyenesen aranyos mennyiségek.

— : B_P Gay - Lussac I1. torvény.
- Trormes: (T T

4. Szilard test hosszanak valtozasa (Al) egyenesen aranyos a test kezde-
¢ ti hosszéval (1,) és a hémérséklet-valtozassal (AT). A linearis h6tagulas
torvénye: Al=a -1, - AT.

eccccoe LTI TYTYYYYYYYYYYY

ecccccce

sccoe
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1. Abrazoljuk a kovetkez6, a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!
a)f(x)=-2x+5; b)g(x)=x—-4; c)h(x) :—%x; d)ix)= gx +5; e)jx)=-4x-3;

3x—2, hax>2 -3, hax<—4
) k(x)= 4, ha -3<x<2; I(x)=
) k(x) 9) /() 3516, hax>—4
—X+1, hax < -3 2

2. Hatarozzuk meg és abrazoljuk azt a linearis fiiggvényt, amely grafikonjanak meredeksége m, és
grafikonja y tengellyel valé metszéspontjanak ordinataja b!

am=2,b=-3 b)ym=-2,b=6 c)m:%,b:?; d)m:g,bzo

e)m:—g,b:—Z fim=0,b=2 gym=0,b=-3 h)ym=0,b=0

3. Hatarozzuk meg és abrazoljuk azt a linearis fiiggvényt, amelynek grafikonja athalad az A és a B
pontokon!

a) A(1;3), B(3;5) b) A(-1;-2),B(-3;2) c)A(1;-3), B(2;,-6) d) A[g;O], B(-3;0)

4. 6 szeletes pizzahoz 30 dkg liszt, 1 dkg cukor, 80 dkg paradicsom, 5 g oregano, 3 dkg élesztd és
15 dkg sajt sziikséges. Mekkora mennyiség kell az egyes 0sszetevokbol, ha egy tizfos tarsasagot
szeretnénk vendégiil latni tigy, hogy mindenkinek 4-4 szelet pizza jusson?

5. Egy gazpalackban levd gz hdmérsékletét 15%-kal megndveltiik. Hany %-kal valtozik a palackban
levd gdz nyomasa?

52 Aimasodfoku fuggveny.

B T T TP P PP E PP EP

}»q'/ |, udldz Mekkora annak a négyzetnek a teriilete, amelynek
 KerUlete 4x egység? 5
Megoldas:
A négyzet teriletének (T) mérészama egyenl6 az oldalhossz (X) méré-
szamanak négyzetével, igy a keresett teriilet T = x* képlettel felirhato.
(A felirasbol észrevehetd, hogy a teriilet nagysaga az oldal nagysagatol
fugg.)

Ezzel a formulaval egy fuggvényt értelmezhetiink, mégpedig azt a
fliggvényt, amely minden pozitiv valds szdmhoz (a négyzet oldalanak
mérdszama csak pozitiv lehet) hozzarendeli a négyzetét (masodik hat-
vanyat): 1:R* >R, 1(x)=x".

Ertelmezziik az f fuggvényt ugyanilyen hozzarendelési szaballyal
a valés szamok halmazan. (Ez az el6bbi fliggvénynek a kiterjesztése.)
Ekkoraz f:R — R, f(x)=x’. Abrazoljuk és jellemezziik az f fugg-
vényt! (5.1. abra) 5.1. dbra f(x) = x*
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5.2. dbra A paros fiiggvény ket HE
tetszéleges pontjanak képe

5.3. abra Péros talalat
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Az f fliggvény grafikonjanak neve parabola (pozitiv iranyba
: nyilod parabola). Jol lathato, hogy a kapott grafikon szimmetrikus az
¢ y tengelyre. Mivel barmely x val6s szamnak es ellentettjének, azaz
g —x-nek a négyzete egyenlé egymassal: X* = (—x) ezért az f figgvény
: az x-hez ugyanazt a fiiggvenyertéket rendeli, mint a —x-hez. Az f fligg-
¢ vényt ekkor péaros fiiggvénynek nevezziik (5.2. abra).

Dafinf<dd  Egy fuggvényt parosnak neveziink, ha rendelke-
zik az aldbbi két tulajdonséggal:
i —az értelmezési tartomanyanak minden elemével egyiitt annak el- :
: lentettje is eleme az értelmezési tartoményanak; (ha x e D, akkor
i —XxeDy);
i —minden értelmezési tartomanybeli elem ellentettjéhez az erede- :
ti elemhez rendelt fuggvényértéket rendeli; (minden x e D, esetén

f(=x) =(x)).
¢ Az el8bb emlitettekbdl rogton kovetkezik, hogy ha egy P(X; y) pont
: rajta van egy paros flggvény képén, akkor annak az y tengelyre vett
: tikorképe, a P’(—x;y) pont is rajta van a fiiggvény grafikonjan. Paros
: fliggvény képe tehat tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.
Az f fuggvény értékkészlete a nemnegativ valés szamok halmaza,
¢ zérushelye: x = 0.
Az f fliggvény a ]—o0; 0] intervallumon szigorGan monoton csok-
: ken, a [0; oo[ intervallumon szigortian monoton né.

Y

ﬁ Vegyik észre, hogy a fliggvény a 0 helyen 0-t, minden mas
: helyen pozitiv értéket vesz fel, ez azt jelenti, hogy a 0-hoz
tartozd fuggvényérték a legkisebb fliggvényértéke. llyenkor azt
mondjuk, hogy az x,= 0 helyen a fliggvénynek minimuma van, a
minimum értéke f(x,) = f(0) = 0.

W Dafinf<dd  Egy f figgvénynek minimuma van az értelmezési
: rtomanyahoz tartozo x, helyen, ha az ott felvett f(x,) fuggvényer- :
; i téknél kisebb értéket sehol sem vesz fel a fiiggvény. (Az értelmezési :
: i tartomanyahoz tartozo x, helyen felvett f(x,) az értékkészlet legki- :
: i sebb eleme.) :

...................................................................................................

7, 04l Irjuk fel a hozzarendelés szabélyat szovegesen,
H ajd abrazoljuk a fuggvenyeket:
iia)f: R > R, fx)=x-1; b)g: R 5> R, g(x)=x*+2!

¢ Megoldas:

: a) Minden val6s szamhoz rendeljiik hozza a négyzeténél 1-gyel kisebb
: szamot!

¢ Abiztonsagos abrazolas érdekében célszerl értektablazatot készitentink:
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Az értéktablazat masodik és harmadlk soranak osszehasonlltasabol
észrevehetjiik, hogy az f(x) = x*~1 fuggvény ugyanazon x értékekhez :
1-gyel kisebb fiiggvényértéket rendel, minta h(x) = x> fiiggvény. igy
példaula h(x)=x’ fiiggvény grafikonjanak (—2;4) pontjabol az f fugg-
vény grafikonjanak (—2; 4—1), azaz (-2; 3) pontja kaphat6 meg. Hason-
I6an a h flggvény (1;1) pontjabol az f flggvény (1;0) pontja lesz. Az
f(x) = x’—1 fuggvény képét tehat megkaphatjuk tgy, hogy a h(x) =
fiiggvény grafikonjat eltoljuk az y tengely mentén 1 egységgel negativ
iranyba, ,.lefelé”. (5.4. és 5.5. abra)

b) Minden valds szdmhoz rendeljik hozza a négyzeténél 2-vel nagyobb
szamot!

X =2 =il 0 1 2
' 4 1 0 1 4

6¢+2 3¢+2 2¢+2 3¢+2 6¢+2

Eszrevehetjiik, hogy a g(x) = x*+2 fiiggvény ugyanazon x értékekhez
2-vel nagyobb fiiggvényértéket rendel, mint a h(x)=x* fiiggvény.
fgy példaul a h(x)=x* fiiggvény grafikonjanak (-2;4) pontjabél a g
fliggvény grafikonjanak (-2;4 + 2), azaz (—2;6) pontja kaphat6 meg.

X2+ 2

Hasonléan a h fliggvény (1;1) pontjabdl a g fliggvény (1;3) pontja :

lesz. A g(x) = x*+2 fiiggvény képét tehat megkaphatjuk Ggy, hogy a
h(x)=x* fiiggvény grafikonjét eltoljuk az y tengely mentén 2 egység-
gel pozitiv irdnyba (,,felfel¢”). (5.4. és 5.6. dbra)

o
o
iod

Mind az f, mind a g fiiggvény grafikonjat a h(x)=x* alapfugg-
vény képének segitségével abrazoltuk. Az alapfiiggvény h(x) flgg-
vényértékéhez egy-egy konstanst adtunk, azaz f(x)=h(x)-1 és
g(x)=h(x)+2. llyenkor azt mondjuk, hogy az f és a g fiiggvényeket

a h fiiggvénybdl transzformacidval hoztuk létre. A fliggvényértékeket
véltoztattuk meg, ezért ezt a transzformaciot fiiggvényérték-transz-
formécionak nevezzilk.

! 1
Ff(x) = > x” és a g(x) = 3x” fliggvényeket!
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y=x'+2 y A

Wi234  x

5.4. abra Tologatéas az y tengely
mentén
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5.8. dbra En zsugorodom, vagy 6 :

nyulik?

A
y 2

N w
+—t—t

{234
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>y

¢ Megoldas:

Az abrézolast ebben az esetben is megkdnnyitheti az értéktablazat.
A 2. példa alapjan viszont egyszerli meggondolni, hogy az f, illetve a
g fiiggvény grafikonjat hogyan lehet megkapni a h(x)=x alapfiigg-
¢ vény grafikonjabol.

. L 1 .
Az f illetve a g fuggvény ugyanazon x-ekhez E-szer, illetve

3-szor akkora fuggvényértéket rendel, mint az alapfliggvény, azaz

f(x) =%-h(x) és g(x)=3-h(x). Ezért az f fiiggvény grafikonjat
megkaphatjuk, ha az alapfliggvény grafikonjat (a normal parabolat)

az y tengely mentén %-ére zsugoritjuk; a g képét pedig akkor, ha az

alapfiiggvény grafikonjat az y tengely mentén 3-szorosara megnydjtjuk.
: (5.7. dbra)

:
:

: ﬁéf\
: &

:

: Ebben az esetben is a fiiggvényértékeket valtoztattuk meg (fiiggvény-
érték-transzformaciot végeztiink): a fliggvényértékeket az f fiiggvény
esetén egy 0 és 1 kozé es6, g esetén egy 1-nél nagyobb szammal szo-
¢ roztuk meg.

&
: %# Vegylik észre, hogy ha egy parabolat eltolunk, akkor szintén
parabolat kapunk! Az mar nem olyan természetes, de szintén
teljesul, hogy ha egy parabolat megnyujtunk vagy zsugoritunk, ak-
kor is parabolat kapunk.

peeccccccccccce

o4, 04l Abrazoljuk az f:R >R, f(x)=-x* figgvény :
“orafikonjat! Jellemezziik az f fliggvényt! :

ecccoves

Megoldas:

: Az alapfuggvény a h(x)=x* (D,=R) fiiggvény. Az f fiiggvény
¢ ugyanazon x-ekhez a h fiiggvény éltal hozzéarendelt h(x) fuggvény-
: érték —1-szeresét rendeli, azaz f (x)=-h(x). Ez a fiiggvényérték-
: transzformacio az alapfiiggvény képének (normal parabolanak) az
: X tengelyre valo tiikrozését eredményezi. Példaul az alapfiiggvény a
¢ 2-héz a 4-et rendeli, mig az f fiiggvény a 2-hoz a 4 ellentettjét, a minusz
: deet, igy az alapfiiggvény grafikonjanak (2;4) pontjabol az f fuggvény
¢ grafikonjanak (2;—4) pontjat kaphatjuk meg, amely a (2;4) pont x ten-
: gelyre vonatkoz6 tilkorképe. (5.9. abra)

A fiiggvény zérushelye az x =0, a |—oo;0]-o0n szigorian monoton
ndvekvd, a [0; o[ -on szigoruan monoton csdkkend. A fiiggvény paros,
: mert barmely x esetén f (—x)=—(-x)* =—x* = f (), értékkészlete a
: nempozitiv valos szamok halmaza.
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~ + \egytik észre, hogy a fuggvény a 0 helyen 0-t, minden mas
I helyen negativ értéket vesz fel, ez azt jelenti, hogy a 0-hoz

tartozo fliggvényérték a legnagyobb fliggvényértéke. Ilyenkor azt

mondjuk, hogy az x, =0 helyen a fliggvénynek maximuma van, a

maximum értéke f (x,)=0.

Az f:R >R, f(x)=-x* fliggvény grafikonja negativ irAnyba nyilo
parabola.

w Dailnidd  Egy f fliggvénynek maximuma van az értelmezési
tartomanyahoz tartozo x, helyen, ha az ott felvett f(x,) fuggvény- :
: értéknél nagyobb értéket sehol sem vesz fel a fliggvény. (Az értel- :
mezési tartomanyahoz tartozo x, helyen felvett f(x,) az értékkészlet
: legnagyobb eleme.) 3

...................................................................................................

w Dafinfdd A fuggvények minimumat és maximumat k6zos :
: néven szélséértéknek nevezziik. Ennek megfeleléen a minimumhe- :
: lyeket és a maximumhelyeket szélséértékhelyeknek is nevezziik.

...................................................................................................

Megoldas:

Készitstink értéktablazatot az f fliggvény abrazoldsdnak megkonnyitése
érdekében! A tablazat kdzépsd sordban tiintessiik fel a h(x) = x> alap-
figgvény megfeleld értékeit is.

X
2

-2 -1 0 1 2
X 4 \ 1 \ 0 \ 1 \ 4
(x— 1) 9 4 1 0 1
A tablazatbdl latszik, hogy az f fuggvény ugyanazokat a fiiggvényérté-
keket 1-gyel nagyobb x-eknél veszi fel, mint az alapfuiggvény. (Példaul
a 4 fuggvényértéket az f az x = —1-nél, az alapfliggvény az x = —2-nél
veszi fel.) Ezért a h fliggvény képe az x tengely mentén 1 egységgel po-
zitiv irdnyba tolédik. Az alapfliggvény hozzarendelési szabalyaban az x
(valtozo) helyére (x — 1)-et irva az f fliggvény hozzarendelési szabalyat
kapjuk: h(x—1)=(x—-1)" = f (). Ekkor a véltozét valtoztattuk meg.
(5.12. abra) (llyenkor a valtozé transzformaciojarol beszéliink.)
Vizsgaljuk ugyanigy a g fliggvényt!
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y A

y=(+2)

01534 7

5.12. abra Tologatés az x tengely
mentén
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5.13. &bra Hol a helye?

y=eetyp |V oy
(x+1)2

J}w

/ 9 1\2‘54
|
t

(x+ 1)+

.Js\w

JRTTT IO 5.14. dbra Lépesrol 1épésre
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0 1 3
E X2 9 44/41/40/41//9
Y 0 1 4 9 16 25
¢ Atablazatbol latszik, hogy a g fiiggvény ugyanazokat a fliggvényérté-
: keket 2-vel kisebb x-eknél veszi fel, mint az alapfiiggvény. (Példaul a
: 4 fuggvényeértéket a g az x = 0-ndl, az alapfiiggvény az x = 2-nél veszi
: fel.) Ezért a h alapfiggvény képe az x tengely mentén 2 egységgel ne-
: gativ iranyba tolodik. Az alapfuggveny hozzarendelési szabalyaban az
i X (valtozo) helyére (x+2)-t irva a g fuiggvény hozzarendelési szabalyat
¢ kapjuk: h(x+2)=(x+ 2)2 = g(x). Ezisavaltozé transzformicidja.
(5.8. abra)

¢ Megoldas:
¢ Az f flggvény képét megkaphatjuk fiiggvénytranszformaciok segitsé-
¢ gével, az x+— x* alapfiiggvény grafikonjabol kiindulva.
¢ 1. lépésben az f,(x) = (x+1)° fliggvény grafikonjat vazolhatjuk fel Ggy,
hogy az x> x* alapfiiggvény grafikonjat az x tengely mentén 1 egy-
¢ séggel negativ iranyba toljuk.
(Ez a valtozo transzformacwja mert a valtoz6hoz konstanst adtunk.)
2 Iépésben az f,(x) = — (x+ 1) fiiggvény képét kaphatjuk meg az
f,(x) = (x+1)° fiiggvény graﬁkonjabol ugy, hogy azt az y tengely men-

 tén %-ere zsugoritjuk.

(Ez fiiggvényérték-transzformacio, hiszen a fuggvényértékeket egynél
¢ kisebb pozitiv szammal szoroztuk )

ecccce

3 Iépésben az f,(x) ———(x+ 1)* grafikonja az f,(x) = —(x+1)2 flgg-

veny grafikonjanak az X tengelyre vonatkozd tukorkepe
: (Ez fiiggvényérték-transzformacio, mert a fiiggvényértékek ellentettjét
vettuk )

Iepesben az fx)=—— (x+ 1)*+3 képéhez jutunk akkor, ha az
: 3(X) =—= (X+ 1)? graﬁkonjat az Yy tengely mentén 3 egységgel ,,felfelé”
eMoUuk

: (Ez fiiggvényérték-transzformécio, mert a fuggvényértékekhez kons-
: tanst adtunk.)
: Az egyes transzformaciok, lépések soran kapott grafikonokat a 5.14.
: dbra mutatja.

Az f(x -3 x+1)°+3 fliggvény jellemzése:
: 4
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Zérushely: X, =1 x,=-3
Szélsoérték: a maximum helye X =-1;
a maximum értéke f (-1)=3;
Monotonitdsa: ~ a ]—eo;—1]-on szigortian monoton novekvé,
a [~1;oo[-on szigortan monoton csokkend;
Nem péaros
Grafikonja negativ iranyba nyil6 parabola.

Az el6z6 példakbdl is latszik (késébb be is bizonyitjuk), hogy a parabo-
la tengelyesen szimmetrikus gorbe.

A parabola szimmetriatengelyét a parabola tengelyének nevezziik.
A parabola azon pontjat, amely illeszkedik a parabola tengelyére, ten-
gelypontnak hivjuk. Példaul a 5.14. abrén a parabola tengelye (¢) az
X =—1 egyenletl egyenes, tengelypontja C(-1; 3).
Az f fiiggvény hozzarendelési szabalyaban a kijel6lt miiveleteket elvé-

5.15. dbra Parabolaantennak
3,3 9 o )
gezve az f(x)= —a X Tox+y adodik. Az f fuggvény hozzéarende-

Iési szabalyat ebben az alakban is megadhattuk volna, de a fliggvény
transzformacio segitségével torténd abrazolasdhoz a hozzarendelési

szabalytaz f(x)= —%(x +1)* +3 formara kellett volna alakitani. Las-

sunk most egy példat erre az atalakitasra.

T e
%’ /o 4lds Abrazoljiukaz iR R, f(x)=2x*~4x-6 | y=t- 17 1 y=26- 1y
i Tuggvény grafikonjat! :
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" y=x
Megoldas:
Az atalakitas elsd 1épése, hogy kiemeljiik az x* egyiitthatdjat, a 2-t: \
f(x):2x2—4x—6:2(x2—2x—3): NN/, |, R
majd a zarojelen bellil teljes négyzetté alakitunk: 01284 &
- 2[(x—1)2 —1—3] =
végil rendezziik a kifejezést: =2(x-1)"-8.
Tehét f(x) = 2(x—1)°— 8. Az el6z6 példak alapjan az X > x” fiiggvény y=[2tx—1)"-8
grafikonjabol transzformacidk soraval eljuthatunk az f képéhez, ame-
lyeket a 5.16. abra szemléltet. 5.16. bra Lépésrol 1épésre
L3

. Vegyiik ¢észre, hogy az 1-7. példakban szerepld fliggvények

" hozzarendelési szabalyanak van ko6zos vonasa, mégpedig
az, hogy mindegyik az x valtozénak a masodfoku kifejezése, azaz
ax® + bx + c alaktak, ahol a, b, ¢ valds szamok és a = 0! Példaul a 2.
példaban szerepld f fliggvénynél a=1, b=0, c=-1, a 3. példaban
szerepld g fliggvénynél a=3, b=0, c=0, a 7. példaban szerepld
fuggvénynél a=2, b =-4, c =-6.
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5.18. &bra A T fiiggvény graﬁ-

konja

000, 5 19. dbra ,,Szabadesés”
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w Dailnidd  Azokatavalos szamok halmazan értelmezett fugg-

: nyeket, amelyeknek hozzarendelési szabalya f(x) = ax” +bx + ¢
; i (a, b, ce R, a=0)alakl, masodfoku fiiggvényeknek nevezzik. :

...................................................................................................

@ 4, 04l A Kapjamarja nevii bolygora érkez6 telepesek csa-
adonként egy 120 méter hosszl drétkeritést kapnak, amellyel egy i
: téglalap alaku telket kerithetnek be maguknak. Mekkora lehet az :

E § ilyen feltételek mellett bekeritett telek maximalis tertilete? Mekko-
: | rdk ebben az esetben a téglalap oldalai? :

ecoven

Megoldas:
¢ A bekeritett téglalap keriilete a feladat szovege alapjan 120 méter,
: ahonnan adédik, hogy a téglalap két szomszédos oldaldnak 6sszege
¢ (afélkeriilet) 60 méter.

Jel6ljlk a téglalap egyik oldalét x-szel (0 < x < 60)! Ekkor a méasik
oldala 60— x. A telek tertilete az x masodfoku fiiggvénye: T =T (x) =

= X(60—X) = —x* +60x =—(x* —60x) = —(x* —60x+900-900),
amelyet atalakitva T (x) = —(x—30)° +900 adédik.
AT fiiggvény grafikonjat a 5.18. abra szemlélteti, ahonnan kony-
nyen leolvashatd, hogy a T fiiggvénynek maximuma van, a maximum
helye x =30, a maximum értéke 900.

: Tehat a telek teriiletének maximalis értéke 900 m?, s ekkor a tég-
¢ lalap alaku telek oldalai 30 m-esek, azaz a téglalap négyzet.

“2\
s
\ad

© A természetben lejatszodo folyamatokat jellemz6 mennyiségek kozotti
kapcsolatot gyakran masodfoku fiiggvények segitségével tudjuk leirni,
ime néhany példa.

1. Egyenletesen gyorsuld mozgasnal a test altal megtett Ut (s) a mozgas
idejének () masodfoku fiiggvénye. Adott kezddsebesség (v,) és allando

. . , 1
gyorsulas (a) esetén a megtett (t: s =s(7) = v, + Eatz.

: 2. A h magassagbol szabadon esé testnél a A(t) = %g-t2 Osszefiliggés
adja meg a h tavolsagot a ¢ id6 fliggvényében, ahol a g az Gin. nehézségi

gyorsulas, amely Magyarorszagon g = 9,81m2
s

: 3. Az egyensulyi helyzettdl szamitott X kitérésnél a rugoban ,,tarolt”

: . 1 . N .
: rugalmas energiataz E .= > Dx? ¢sszefiiggés hatarozza meg, ahol

E E ugames @ FUQO rugalmas (vagy potencialis) energiaja, D pedig a rugora
¢ jellemz6 allandé, az tn. rugdallando.
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E : a rug6 rugalmas energiaja a kitérés (x) masodfokl fliggvénye.

rugalmas*
4. Galilei fedezte fel az ingaora ingajanak lengésideje (T) és az inga
hossza (/) kozétt az ZZ%TZ Osszefliggést (ahol g a méar emlitett
T

nehézségi gyorsulas), a formulabdl kiolvashato, hogy az inga hossza a
lengésidé masodfoku fliggvénye.

5.20. dbra Ingadra

1. Abréazoljuk és jellemezziik a tanult szempontok alapjan (értelmezési tartomany, értékkészlet, zérus-
hely, menete, széls6értékek, paritas) az alabbi, a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

A x> X-4 b x> xX+2 c)xn—>gx2 d)XH%XZ €) X > —2x° f)x»e—%x2
) x> (x=3) h)x> (X+4)? )x—>x-2)7 x> (x+5° Kx— %(x—l)z—Z
Dx—-(Xx+1)7%+4 m) X — 3(x — 5)°— 3 n)xn—>§(x—3)z+6

2. Abrazoljuk az alabbi, a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

a) X > X —4x b) X > X’ +2x — 3 C) X X +2X+3 d) X > —x*=5x

e) X x’+8x — 10 f) x - —3x*+6x -3 g)xn—>%x2+2x+2 h)x»—>—%x2+3x—g

3. Tekintsiik az f: [-3;3[ - R, f(x) = 2x* — 4x — 6 fiiggvényt!

a) Hatarozzuk meg az f(-2) — f(1) értéket!
b) Adjunk meg egy olyan zart intervallumot, ahol az f fiiggvény szigortian monoton nd!
c) Mely valtozé(k)hoz rendeli az f fliggvény a —6 fliggvényértéket?
d) Hatarozzuk meg az f fiiggvény szélsdértékét!
4. Tekintsiik az f(x) = —x* + 2x+ 1 ésa g(x) =x — 1 (D; = D, = R) fiiggvényeket!
a) Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az f és a g fiiggvények grafikonjat!
b) Allapitsuk meg, hogy mely x értékre teljesiil az f(x) = g (x) egyenldség!
c) Hatarozzuk meg a g(% Jf(g) értékét!

5. Egy vallalkozés koltségét a C(x) =25675x + 50000 fuggvény irja le, a bevételét pedig az
R(x) = —25x° + 75 725x — 50000 fiiggvény a darabszam (x > 0, x € Z ) fiiggvényében. (C(x) és R(X)
értféke ezer forintban értendd.)

a) Irjuk fel a nyereséget (7(x)) a darabszam fuggvényében!

b) Milyen darabszamok eléallitasa esetén lesz a termelés nyereséges?
) Hany termék el6allitasa esetén lesz a nyereség maximalis? Mekkora ez a maximalis nyereség?

6. Tekintsik az f . R — R, f (x)=x"+6x+p flggvényt! Hatarozzuk meg a p valés szamot Ugy,
hogy

a) az f figgvény x = —% helyen felvett értéke g legyen;

b) az f fliggvénynek pontosan egy zérushelye legyen;
c) az f fiiggvény széls6értéke —1 legyen!

123
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7. Tekintsilk az f(x) =X’ + 2x+ 3 és g(x) =p (D, = D, =R, pe R) fiiggvényeket!
a) Hatarozzuk meg a p valdés szamot Ugy, hogy egyetlen olyan valds x legyen, amelyre f(x) = g (x)
teljesul!
b) Hatarozzuk meg a p valés szamot gy, hogy ne legyen olyan valds x, amelyre f(x) = g (x) teljestl!

Megoldas:
¢ Tudjuk, hogy egy négyzet teriilete egyenld az oldalhosszanak a négyze-
: tével, a kertilete az oldalhosszanak a négyszerese. Tehat arra vagyunk
: kivancsiak, melyik az a pozitiv szam, amelynek a négyzete 64. Ezt
: felirhatjuk egyenlet segitségével is. Jeldljiik a-val a négyzet oldalanak
: hosszat, igy a* =64, ahol a > 0. Kénnyen meghatarozhatjuk az a érté-
6.1. dbra 64 cm?-es textilnégyze- két: a=8cm. Olyan pozitiv szdmot kerestiink, amelynek négyzete 64,
tekbdl szép foltmunka készithetd  : ezt a szamot 64 négyzetgyokének nevezzik, és igy jeloljik: J64. Tehat
J64 =38. lgy a négyzet keriilete: k = 4a =32 cm.

’“2\
¥
B

A négyzetre emelés definicioja alapjan tudjuk, hogy
: 2,5% = 6,25; (-2)% =4; 0° =0.
¢ Ha egy val6s szamot négyzetre emeliink, csak nemnegativ valds sza-

: mot kaphatunk eredménykeént, igy csak nemnegativ valds szamnak ér-
: telmezhetjlik a négyzetgyoket.

@ J,p4l)s Legyenadottaz f:R—R, f(x)=x" fuggvény. |
¢ i Hol veszi fel ez a fiiggvény a 9 értéket? §

¢ Megoldas:

\ | / y=x ¢ Keressik azon valds szamokat, amelyek négyzete 9. Ezt irjuk fel egyen-
9 y=9 ¢ lettel!
: x> =9, ahol xe R.

Két olyan valés szam van, amely megoldasa az egyenletnek, az egyik

X, =3, amasik x, =—-3. Nekink a fliggvényfogalom szempontjabol
: fontos, hogy a négyzetgyokvonas a valos szamok halmazan egyértelmii

»~ : legyen, ezért megéllapodunk abban, hogy a nemnegativ szamok négy-
: zetgyoke csak nemnegativ lehet. (6.2. abra)

Ezek szerint: 3=+/9 és -3=—/9.

6|§ abra A 2. példa grafikus meg- © F7 alapjan megfogalmazhatjuk a négyzetgyok definiciojat.
seee,, oOldésa :

eecccccccccce
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W Dafinfdd  Egy a nemnegativ valds szam négyzetgyoke az a
nemnegatlv valos szam, amelynek négyzete a. i

...................................................................................................

Példaul: 16 =4, mert 4> 0, és 4> =16.

[49 7 7 7Y 49
— =—, mert —>0, és =—. :
144 12 12 12 ) 144 :

A h= % g-t° osszefliggés adja meg a magassagot (h) a leesés ide- 6.3. abra Zuhanas
jének flggvenyében (7). A g neve nehézsegi gyorsulas, amely Ma-

gyarorszagon g =9,81 g, de az egyszerilibb szamolas érdekében
ezt vegyuk 10%-nek! Adjuk meg a leesés ¢ idejét a h magassag
fliggvényében! EI'C')ItsL'lk ki a tablazatot! :
i w0] 5 [721] 5
h(m) 5 20 30 45 | 100

Megoldas:

A Kkeresett 0sszefiiggést megkaphatjuk, ha a megadott formulabdl ki-

fejezziik az idét. fgy 2 = Z;h’ azaz t = /Z—h , h e R; . A feladatbeli
g g

képlet alapjan kiszamolhatjuk a tablazat els6 oszlopaban hianyzo6 ada-

tot, hiszen h = %-1092-(10 s)° =500 m. Ehhez hasonléan jérhatunk el
S :

az ezt kovetd harom oszlop esetén is. Az 6tddik oszloptol a ¢ = /Z—h
g .

képletet kell hasznalnunk. Ez alapjan pl. a nyolcadik oszlop hianyz6

2:30M _; 455 Ehhez
10 =

adatat az alabbi médon szamolhatjuk ki: ¢ =

<2

hasonl6an szamolhatjuk ki a tobbi esetben is az id6t.

£(s) 10 15 7,21 \/g 1 2 245 3 4,47 6.4. dbra Az els6, amasodik, a har-

< madik és a negyedik masodpercben
h(m) 500 1125 259,92 25 5 20 30 45 100  megtett utak arénya 1:3:5:7

Mivel a nemnegativ valos szamok négyzetgyoke egyértelmiien megha—

tarozott, ezért megadhatunk olyan fiiggvényt, amely minden nemnegativ :
val6s sz&mhoz hozzérendeli a négyzetgyokét: :

..............................................................................................

Uailfads (R SR, x> Jx
: Ezt a figgvényt nevezzik négyzetgyokfiiggvénynek.
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6.5. abra Az ABC haromszdg

XY

6.6. abra Azy=x’ésazy = /x
flggvények inverz kapcsolatanak
abrézolésa

126
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XTI

4, u2ldz Abrézoljuk a koordinata-rendszerben azt a harom- f
1 Sz0get, amelynek csticsai: A(0;0), B(2;4), C(4:2)! Bizonyitsuk be, hogy

5 | a haromszog egyenl6 szard, és hatarozzuk meg a szimmetriatengelyét!

¢ Megoldas:

¢ Tekintsiik az 6.5. dbran besatirozott derékszogli hdromszogeket! Ezek-

: nek egyenld két-két befogdja, ezért az atfogdjuk is. Ha az egyik ha-

¢ ez az egyenes.

: romszoget tengelyesen tikrozzik az y = X egyenletii egyenesre, akkor a
maS|k haromszoget kapjuk. igy az ABC haromszdg szimmetriatengelye

’2\
o
d

™

Vegytik észre, hogy az el6z6 feladatban szereplé B pont ma-
sodik koordinataja az elsé koordindtajanak a négyzete, mig a
C pont masodik koordinataja az els6 koordinatajanak a négyzetgyo-

ke. Igy a B pont rajtavan a g: R} — R, g(x) = x°, a C pont pedig
az iRy >R, f(x)= Jx fiiggvény grafikonjén.

Az ¢l8bb latottakhoz hasonloan bizonyithato, hogy a g fuggvény gra-
: fikonjat az y = x egyenesre tukrozve az f figgvény grafikonjat kapjuk,

tehat az f fiiggvény grafikonja egy fél parabola. A grafikon a 6.6. abran

¢ lathat6. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a g fiiggvény inverze.

Akés6bbiekben még foglalkozunk a fiiggvények kozotti inverzkap-
csolattal.

pE Jellemezzik az f:R; - R, f(x)=+/x flgg-

SRpeldal

Ertelmezési tartomanya a nem-

© negativ valos szamok halmaza. ~ Pr =Ro.

Ertékkészlete a nemnegativ valds .

szamok halmaza. Ry =R,

Zérushely x=0

Minimumbhelye x=0

Minimuma f(0)=0

Maximuma nincs

Monotonitasa a [0;eo[ intervallumon szigordan

monoton novekvo

? egbovebb reszhalmazat ahol az alabbi kifejezések értelmezhetok:

L) ks, b) V16x’—24x+9;  ©) V=x;
B L N TR W O
s J=x
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Megoldas:

a) Mivel négyzetgyokdt csak nemnegativ szambdl vonhatunk, igy
x—32>0, azaz x > 3. Tehat az értelmezési tartomany: [3;c|.

b) A négyzetgyok alatt egy teljes négyzet szerepel, mert
16x° —24x+9 = (4x—3)°. Mivel barmely valds szam négyzete nem-
negativ, ezért a kifejezés értelmezési tartomanya: R.

) Az el6z6ekhez hasonldoan —x >0, azaz x <0. Az értelmezési tarto-
many: |-os;0]. ’
d) Ebben az esetben mind a két tagnak értelmezhetének kell lennie. Igy
annak kell teljesiilnie, hogy x>1 és x <1. Mindkét egyenl6tlenségnek
csak az x =1 felel meg, igy az értelmezési tartomany: {1}.

e) Az els6 tag csak a nemnegativ szamok halmazan, a masodik pedig
a negativ szamok halmazan értelmezett, igy az értelmezési tartomany

ures halmaz.
WS J—— — R o 2 (Eorhe oo e Thoemmem, T
. 7/, 04lda Abrazoljuk és jellemezziik az alabbi fuiggvényeket: 5 y 1L,

) e SR ) =x2;
- b) h:]-0;0] 5 R, h(x) = V—x!

Megoldas:
a) Az f fuggveény ugyanaztaz érteket 2-vel nagyobb helyenveszifel, mint © g7, apra 7. paida f (x)
az alapfliggvény (X - /X ) , igy a grafikonjat gy kapjuk, hogy az alap-
fiiggvény grafikonjat 2-vel eltoljuk az x tengely mentén pozitiv irdnyba.
(6.7. &bra)

Az értékkészlete a nemnegativ szamok halmaza, a nullat, amely a
minimuma is, x = 2 esetén veszi fel, amely igy egyben a minimumhelye
is. Maximuma nincs. Az értelmezési tartomanyan szigorian monoton 0’ |

novekvd. Se nem paros, se nem paratlan.

b) A h fliggvény az alapfliggvénnyel azonos értékeket —1-szeres helye-

ken vesz fel, igy az alapfiiggvény grafikonjat tiikkrozni kell az y tengely-

re. A jellemzés itt is konnyen leolvashat6 a grafikonrol. (6.8. abra) 6.8. dbra 7. példa h(x)

=8l pelda Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket! Hatarozzuk
: meg a sz€lsoértékeiket és szélséértékhelyeiket, ha van! ]

a) f[-31]>R, f(x)=vx+3-1
' 0) g:[L5[ >R, g(x)=—Vx-1+2

az x tengely mentén negativ irdnyban 3 egységgel (x X+ 3) , majd
az igy kapott gorbét az y tengely mentén negativ iranyban 1 egységgel
(x > VX+3 —1) . Az igy felvett parabolaivnek csak azt a részét tekint-
juk, amely a [-3;1] intervallumhoz tartozik. (6.9. abra).

Megoldas: b 5
a) A grafikont ugy kapjuk, hogy az alapfliggvény grafikonjat eltoljuk ’/y LT
]
ﬁ 0* 1 X

6.9. abra 8. példa f (x)

127
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A szélsoértékek és azok helyei leolvashatok az abrardl. Maximum-
helye: x =1, maximuma: f(1) = 1, minimumhelye: x = -3, minimuma:
¢ f(-3)=-1
b) A g fiiggvény képét tigy kapjuk, hogy az alapfiiggvény grafikonjat el-

toljuk az x tengely mentén pozitiv irdnyban 1 egységgel (x VX —1),

<
1}
|
>
|
L
+
()
ecccccccccccccccse

(=]
——
(3]
<y

majd a —1-es szorzd miatt ezt tilkrozzik az x tengelyre (x > —\/x—l),

ecccccccee

6.10. 4bra 8. példa g (x) : végul eltoljuk az y tengely mentén pozitiv iranyban 2 egyseggel
(x B —Jx-1+ 2), és az igy kapott gorbének az [1;5[ intervallumhoz

tartozo részét tekintjik. (6.10. dbra)
A fliggvénynek minimuma nincs, mert az 5 nem eleme az értelme-
zési tartomanynak, maximumhelye: x = 1, a maximuma: g(1) = 2.

XTI TYYYYYYYYYYYYY

1. Szamitsuk ki!

a) V196 ; /1024 ; /14400 ; /625 b) V1,69 ; /2,25 ; /0,0025 ; /12,96

o [2t. 16 [289 [g61
81 " V49’ V100 ' \ 10000

2. Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ahol az alabbi kifejezé-
sek értelmezhetdk!

a) V2x—7; J3x+8; J7-4x ; J-5x-3 b) \E; \/xi4 ; \/X__ZS; \/2;2)(
0) V2X=5+~/x+3; VA—x+/x+2; J—x+5-v-3—2x

[ 2 3
X—2 —-J4—2x . 11—-x+,|—— . J1Ix+5+——
d) v J ; V x—11" J11x-5

3. Abrazoljuk és jellemezziik a tanult szempontok alapjan (értelmezési tartomany, értékkészlet, zérus-
hely, menete, széls6értekek, paritas) az alabbi fiiggvényeket!

a) a(x) =—Vx-5 (x=5) b) b(x)=2Vx+4 (x=-4) C) c(x)=—\/§+3 (x=0)
d) d(x)=50vx-2 (x=0) e) e(x)=+/x-3+2 (x=3) f) f(X)=—J—x+1 (x<0)

4. Fonalinganak neveziink egy konnyt fondlon fliggd, kisméretii és aranylag nagy tomegi testet a fo-
nallal egyiitt. Ha a fonalingat felkdtjiik, majd a nyugalmi helyzetébdl kitéritjiik és elengedjiik, akkor

fliggbleges sikban lengéseket végez, a fonalra kotott test egy koriven mozog. Egy teljes lengés alatt
a test kétszer egymas utan végigfut a koriven, az ehhez sziikséges id6t hivjuk lengésidének, és T-vel

jeloljiik. Ha az inga kitérése kicsi, akkor a lengésidérea T =271 - \/z Osszefliggést kapjuk, ahol / az
g

inga hossza, g pedig a nehézségi gyorsulas.
a) Adjuk meg az inga hosszat a lengésidod fiiggvényében!
b) Toltsik ki a tablazatot!

T(s) 1 3 5
Im) 01 5 1

. (A 7 -t vegyik 3,14-nek, a g-t 10 sz -nek!)
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c) Hanyszorosara valtoztassuk az inga hosszat, hogy a lengésideje kétszeresére, haromszorosara
valtozzon?

d) Hany szazalékkal csokkent az inga hossza, ha lengésideje 50%-kal csdkken?

¢) Hany szazalékkal nétt az inga hossza, ha lengésideje 50%-kal n6?

yPAZabszol uterteks g gyeEny;

Talalkoztunk mér korabban az abszolut érték fogalméaval. A pontossag

; Y Otthon
kedvéért adjuk most meg ezen fogalmak definicidjat! %‘ l ﬁ g
Dailni<ld  Valos szamok abszolut ertéket a kdvetkezokeppen : FERRTEEERE

ertelmezziik. Pozitiv szam abszol(t értéke onmaga, nulla abszol(t :

: értéke nulla (szintén 6nmaga), negativ szam abszolut értéke a szam : Ne menjetek

messzire

eIIent|et1|.‘je. gyerekek!
: Jele: |x|.
P Lo — X, ha x>0; :: 7.1 4bra Melyik kiscsiga merész-
Roviden igy is le szoktuk irni: |x| = —x ha x<0 i ¢ kedett legmesszebb hazulrol?
1 1l 1
Példaul: |-3)=3, |5|=5, |z|=7, |-0,2|=0,2, |-= =5
@ U=ilnfdd  Rendeljuk hozza minden valos szamhoz az abszo-
Slat érteket! Jelekkel: f iR >R, x—|x|. - =¥
: Ezt a fuggveényt nevezziik abszolUtertek-fliggvenynek. :
Képét az 7.2. dbran lathatjuk. ;
Jellemezziik a fuggvényt!
o 1 X
Ertelmezési tartomanya a val6s szamok
D, =R
halmaza.
Ertékkészlete a nemnegativ valos széa- .
mok halmaza. Ry =R, 7.2. dbra Abszolutérték-figgvény

A fliggvény a legkisebb értékét

; . minimumhelye x =0
a 0-nal veszi fel, y

ezen a helyen a fliggvény értéke
(a legkisebb fliggvényérték) 0.
A fliggvény barmelyik valés szamhoz Vxe R: f(x)=f(—x),
és annak ellentettjéhez ugyanazt a
fliggvényértéket rendeli, tehat a fligg-
vény paros.

Ezért a fliggvény képe szimmetrikus az
y tengelyre; két egymashoz csatlakozé
félegyenesbdl all.

minimuma f(0) = 0

vagyis|x| =|-x].
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ragguenyek

¢ Azt mondjuk, hogy a két félegyenes talalkozasi pontjanal a fliggvény
¢ grafikonjanak toréspontja van.

: A ]-=;0]-on szigordan
monoton csokkend,

a [0;o0[ -on szigortian
monoton névekvao.

Az f(x,)=0 egyenlet
megoldasa: x, = 0.

Eddig a pontig csokkend a fliggvény,

innentdl pedig novekvo.

Egyetlen zérushelye: 0.

y A
y=x R

: 3&' Vegyiik észre, hogy az abszolutérték-fiiggvény képét el
¢ Sl tudnank allitani egy mar ismert elséfoku fiiggvény képének
1 ¢ segitségével! El8szoraz R — R, X > x fliggvényt abrazoljuk. Az x
, : tengelytdl pozitiv iranyban levo félegyenesét hagyjuk valtozatlanul,
az x tengelytdl negativ iranyban levo félegyenesét pedig tiikkrozziik
az x tengelyre. 7.3. és 7.4. abra)

1, 0dld Akdvetkezd feladatok az f:R - R, x> |x| ab- :
: zolutertek -flggvényre vonatkoznak. t
: a) Irjuk fel a kérdést matematikai jelekkel, majd vélaszoljunk!

yA : i Mennyi a flggveny (helyettesitesi) értéke —6-nal? :
i b) Irjuk fel szévegesen a matematikai jelekkel megadott kérdést, :
¢\ majd valaszoljunk! f(x)=52 x=? =

7.3.dbraxm x

ia 1 Megoldas:
N X i a)Akérdés jelekkel folirva: f(—6)=?
i : Vélasz: —6-nl a fliggvény helyettesitési értéke 6. f (—6) =|—6|=6.

¢ (Més széval a fiiggvény —6-nél 6-ot vesz fol.)
: b) A kérdés szoveges megfogalmazasa: hol veszi ol a fiiggvény az 5,2

7.4. dbrax > |X| : érteket?
Valasz: azt keressiik, mely szamok abszolat | | 59
i értéke lesz 5,2. F==2
¢ Kétilyen szam van: -5,2 és 5,2. x =-52; x,=5,2.

J, 04ldz Irjuk fel a hozzarendelés szabalyat szovegesen, :
ajd abrazoljuk a fliggvényt! :
. f RoR, x> |x|- 5
i Hol veszi f6l a fliggvény a legkisebb értékét, és mennyi ez a mini-
! mum? ;

eeccccerse

Megoldas:

: Minden valds szamhoz rendeljtik hozza az abszolut ertékénel 3-mal ki-
: sebb szamot! (Minden Uj fuggvénynél készithetiink értéktablazatot a

: blztonsagos abrézolas érdekében.)
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Mi most a sz6veges megfogalmazas szerinti dbrazolast valasztjuk,
vagyis a mar ismert abszolutérték-fliggvény fliggvényértékeinél 3-mal VA
kisebb szamokat keressiik meg a grafikonon. A korabbi leckékben mar Y=l
tanultunk ilyet: fliggvényérték-transzforméaciot hajtunk végre.

Az eredeti abszolutérték-fiiggvény képét eltoljuk az y tengely men-
tén negativ iranyban 3 egyseggel. A fliggvény most is az x = 0-nl veszi -
fel a legkisebb értéket, és ez az érték —3. Vagyis a fiiggvény minimum- Y/ X

3 y

helye: 0, minimuma pedig 3. (7.5. &bra) =|x|-3
N J— S— o et oo oo o

== Sipelda Irjuk fel matematikai jelekkel a szOvegesen meg- 5

adott fuiggvényt, majd abrazoljuk! 75. bra Tologatés az y tengely

: A—4 és 3 koz¢ esé szamokhoz rendeljiik hozza az abszolut erté- : : menggn

© kilk kétszeresénél 5-tel kisebb szamot! (Legyen benne az értelmezési :
| tartomanyban a —4 és a 3 is!) :
i Keressik meg a fliggvény zérushelyeit!

Megoldas:

Matematikai jelekkel atirva: f :[-4; 3] >R, x> 2:|x|-5.
Készithetlink értéktablazatot. A teljes biztonsag eléréséig akar soron-
ként kiilon is megadhatjuk a szamolt értékeket — a miveletvégzés is-
mert sorrendje szerint.

X <4 -3 -2 -1 0 1 2 3
|x| 4 3 2 1 0 1 2 3
2:|x 8 6 4 2 0 2 4 6

2-|x-5 3 1 -1 3 5 3 -1 1

Természetesen nemcsak az egész szamokhoz rendeliink fliggvényérté-
keket, pusztan ezeket egyszerlibb kiszamolni is, abrazolni is.

A két algebrai miiveletnek megfelelden két fiiggvényérték-transz-
formaciot kell végrehajtanunk egymas utan. El6szor az alapfliiggvény
(x> |x|) képét 2-szeresére nydjtjuk az y tengely mentén (x - 2-|x|),
majd a kapott képet eltoljuk az y tengely mentén 5 egyseéggel negativ
iranyba (x > 2:|x|-5). (7.6. bra)

Az abrazolas soran figyeljiink a megadott értelmezési tartomanyra, VA
amely ezuttal csak egy intervallum: [-4; 3]! y=2:K

A fliggvény ott vesz fol 0-t, ahol a képének kdzds pontja van az x
tengellyel. Lathatjuk, hogy két ilyen hely is van, de nem egész szamok.

Igy ezt most nem olyan kénnyti pontosan meghatarozni. Probalkozzunk \
mas Uton! Az f(x)=0 egyenletet kell megoldanunk a [-4;3] inter- —4 ol17/3 X

vallumon, vagyis a 2‘|x|—5 =0 egyenletet. Amig az |x|-hez eljutunk, y=2:|x|-5
hasznalhatjuk a mérlegelvet: 5

2:]x-5=0 / +5

7.6. dbra Lépésrol 1épésre
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2:|x =5 /:2
x| =2,5.
Innen x, =-2,5; x, =2,5. (Mindkett6 eleme a [—4; 3] intervallumok.)
A Kkét zérushely tehat: —2,5 és 2,5.

%00c00c0cc0c0cc0ccccoe

4, p4lds Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket, és éllapitsuk :
i meg ¢értékkészletiiket, zérushelyeiket, szélséértékhelyeiket €s szél-
i s6értékeiket! ]

7.7. &bra Mérlegeljunk! . 1
a) f;R%R,XI—)—§|x|+2; b) f:R >R, x> |x—4|;

c) f:R>R, xn—>—%|x—4|+2.

Megoldas:
Ittisaz x> |x| fuggvény transzformaltjait vizsgaljuk.
a) A transzforméciés lépések:

X —|x| x tengelyre tiikrozzilk az alapfiggvény képét.
X > —%|x| A kapott képet % -ara zsugoritjuk az y tengely men-
tén.

X —l|x| +2  Azimént kapott grafikont az y tengely mentén pozitiv
3 irdnyba eltoljuk 2-vel.

Az értékkészlet megallapitasa el6tt célszert a fiiggvények szélsdértéket
meghatarozni. Ezt most az abrardl olvassuk le! (7.8. abra)

Afiiggvény az x =0 helyenaz f(0) =2 maximumat veszi fel.
Minimuma nincs.

igy a fiiggvény értékkészlete a 2-nél nem nagyobb valés szamok hal-
maza: R, = ]-e;2].

7.8. abra 4. a) példa

A zérushely megallapitasahoz oldjuk meg a —%|x| +2=0 egyenletet a
valés szamok halmazan!

3

=6
=l r=le-4 v =6 vagy X, =6
- =6,

A fliggvénynek tehat két zérushelye van: a —6 és a 6.

b) Az f fliggvény grafikonjat gy kapjuk meg, hogy az alapfliggvény képét
az x tengely mentén pozitiv irdnyban 4 egységgel eltoljuk. (7.9. dbra)

A fliggvény minimumhelye: x = 4, minimuma: 0.

Ertékkészlete a nemnegativ valos szamok halmaza (Rf = ]R;) .

¢ (Maximuma nincs.)

Leeee., 7.9 dbra4.b)példa : Zérushelye: x=4.
’ 132 ©
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c) A b) részben leirt figgvény ismeretében gyorsan boldogulunk. Az ott
kapott fiiggvény értékeit kell eldszor —% -dal szoroznunk, majd ezek-

hez a szorzatokhoz hozzaadni 2-t. Az alapfliggvény (az abszolUtérték-
figgvény) képébdl kiindulva az alabbi transzformaciokat hajtottuk
végre.

Alapfuggvény: x - |X|

X > |x—4| Eltoltuk a fuggveény képét az x tengely mentén
1 pozitiv irdnyban (,,jobbra”) 4 egységgel.

X ——|x—4| Tukroztik az x tengelyre és zsugoritottuk har-
3 madara.

1 ) e
X |—>——|x—4|+2 Eltoltuk az y tengely mentén pozitiv irdnyban
3 (,,folfele”) 2 egységgel. (7.10. abra)
A fuggvény maximumhelye: x = 4, maximuma: 2.
A fuggvény értékkészlete a 2-nél nem nagyobb valds szamok halmaza.
Rf = ]_oo; 2]' 1
Zérushely-keresés: —§|x —4/+2=0,

Lixg=2
3

[x=4=
X—4=-6vagy x—4 =6,
X =-2 vagy x =10.
A két zérushely: -2 és 10.

R
o 3,080 Abrézoljuk az TR - R, x> |x* —6x+5| fugg-

venyt' Majd végezziink rajta szélsérték-vizsgalatot!
Megoldas:
Elészor a masodfoku fiiggvénynél tanultak szerint hajtsuk végre az
x* —6x+5 kifejezés teljes négyzetté alakitasat!

X2 —6X+5=x*—2-3x+3 ~9+5=(x—-3)" —4.
—_

Abrazoljuk most az x (x—3)2 —4 hozzéarendelési szabalyu fligg-
vényt! Képe pozitiv iranyba nyilé parabola, amelynek tengelypontja a
(3;—4) pont. A vizsgalt f fuggvény értékeit tgy kapjuk, hogy vessziik
ezen masodfoku fliggvény értékeinek abszolit értékét. Hogyan abréa-
zoljuk az X x2 —6x+5 nggvény képe alapjén az x> |x’ —6x+5|

sy

A nemnegativ fuggvenyertekeken az abszolut érték nem valtoztat, eze-
ket a pontokat helyben hagyjuk. (A grafikon X tengely ,,folotti” része.)
A negativ fliggvényértékek abszollt értéke pedig a szamok ellentett-
je. Vagyis azoknak a pontoknak a masodik koordinataja valtozik meg,
amelyek az x tengely ,,alatt” voltak. Ezeket tehat tikrozniink kell az x
tengelyre. (7.11. &bra)
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1
=—jx-4
y=—3lx-4

7.10. &bra 4. c) példa

iz y=|x*—6x+5]
(34)
AV -
0l AL X
Y=x’—6x+5
(3 -4)

7.11. &bra Tukrozés
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7.12. dbra Tikrozés

Igy a fiiggvény legkisebb értéke a O lesz, amit az x =1-nél és az

f=lg| ¢ x=5-nél vesz fol. Legnagyobb értéke ugyan nincs, de van egy olyan
: pontja, a (3; 4) pont, amelynél a ,.kdzelben nem megy magasabbra” a
: fuggvény képe. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x =3 helyen
¢ helyi maximuma van, amelynek értéke: 4.

H
X : .
: ré\

¢ Az iménti eljarast barmely fiiggvényen végrehajthatjuk. Tekintstink egy
: grafikonjaval megadott g fliggvényt! Az f fiiggvény értekeit a g fligg-
: vény segitségével allitsuk eld: f(x) =|g(x)|!

: A 7.12. abra jol szemlélteti azt, amit az el6z6 példaban is leirtunk.
¢ A g fggvény képének az x tengely ,,fol6tti” része helyben marad, az X
¢ tengely ,alatti” részét pedig titkrozziik az x tengelyre.

Ezt specidlisan még abszollt értéket tartalmazé flggvények
: abszolutértékére is tudjuk hasznalni.

i &mma Abrézoljuk az f.R—R, x> |[x+4|-2| fiigg-

Q

y=|x+4-2 / e R ——
( Megoldas:

y=|x+4/-2

7.13. abra Az abszol
szolUt értéke

T Legyen g:R — R, x > |x+4|-2. Ertelmezzik Ggy az f fiiggvényt,
mint a g flggvény abszolut értékét! A g fliggvény abrdzolésa utan a

fenti eljarast végrehajtva kapjuk az f figgvény képét. (7.13. abra)

:
: W

:

: ;2\
:

ut érték ab- : Erdekességképpen probalkozhatunk tobb hasonloan ,,egymasba dgya-
zott” abszolutérték segitségével felirt fliggvények abrazolasaval is.

7. példa Abrazoljuk a kovetkezd fliggvényeket, és jelle-
i ‘mezziik a monotonitas szempontjabol! 5
ta) f.RR, f(x)=|x+3+|x—5|;

: b) g .- R >R, g(x)=|x+2|—|x+4|;

¢ Megoldas:

Mivel mindegyik fliggvény olyan részekre bonthatd, amelyeken a hoz-
¢ zarendelési szabaly linearis, ezért csak a toréspontok altal felosztott
szamegyenes egyes részein érvényes hozzarendelési szabalyokat kell
kitalalnunk. Az f, g és h fiiggvény is két abszolut értékes fliggvény
0sszegzésébol szarmazik. A két kiilonbozo toréspont dsszesen harom
részre bontja a szamegyenest.

: @) A két toréspont x =-3-nal és x =5-nél van. igy a harom rész: Id.
¢ 7.14. abra. Ennek megfelel6en tablazatba foglalhatjuk az egyes része-
: ken érvényes hozzarendelési szabalyokat:



l. 1. I11.
x<—3 x=-3 -3<x<5 «x=5 5<x N

|x+3| -x—3 0 x+3 8 x+3 _3? 5 =
x5 -x+5 8 —x+5 0 x—5 e | tenes  Ban
|x+3[+[x=5] —2x+2 8 8 8 2x=2 7.14. abra Toréspontok helye
Az xi—|x+3| fiiggvény az x =3 téréspontban 0-t vesz fol, a torés-
ponttol ,jobbra” a kifejezés abszollt értéke 6nmaga; attol ,balra” az n

ellentettje. Az x — |x—5| fiiggvény az x =5 toréspontban 0-t vesz fol,
a torésponttdl ,,jobbra” a kifejezés abszolut értéke nmaga; attol ,,balra” ‘
az ellentettje. Az utolsé sorban dsszeadjuk a folotte all6 kifejezéseket. N /
Leolvashato, hogy az I. részen (x < -3 esetén) a flggvény szi-
goruan monoton csokkend, hiszen —2 a meredeksége; a II. részen
(=3< x <5 esetén) konstans 8; mig a Ill. részen (5 < x esetén) szigo-
rian monoton ndvekvd. (7.15. abra)
b) Hasznaljuk az el6z6 modszert azzal a kiilonbséggel, hogy az utolso sor- 1
ban egy kivonast kell végezniink. A toréspontok helye x =-2 és x =—4. -4 -2 11 3 5

Y

x<-4 x=—-4 —-4<x<-2 x=-2 -2<x

|x+2| —x—2 2 —x=2 0 Xx+2 i 7.5 4bra7.a)példa
|x+4| —x—4 0 x+4 2 x+4
x+2—|x+4] 2 2 =G | = -2 4

Menete a |—oo; —4[ intervallumon konstans, a [-4; —2] interval-
lumon szigorian monoton csékkend; a ]—2; oo[ intervallumon ismét N _
konstans. (7.16. &bra) =4} \2_ AR
c) Célszerti el6szor az |X - 3|—nek megfeleld hozzarendelési szabalyokat g
feltlintetni a tablazatban, majd a kétszerezés utani kifejezéseket. Vé-

gtl emeljiik ki azokat a sorokat, amelyek kifejezésein az 6sszegzéseket : 7.16. abra 7. b) példa

végre kell hajtanunk. A téréspontok helye: x =-2 és x =3.

x<—-2 x=-2 -2<x<3 x=3 3<x
v A h
|x—3| —x+3 5 —x+3 0 x—3
2:|x-3  -2x+6 10  -2x+6 0 2x—6 &
|x+2| —x—2 0 x+2 5 x+2
5
2‘|x—3|+|x+2| —3x+4 10 —x+8 5 3x—4
Menete: ha x <3, akkor szigortian monoton csékkené (bar van benne 1 -
toréspont x = —2-nél, de elétte is, utina is csokkend és egymashoz csat- -4 -2 11 3 5 X
lakozo részekbdl 4ll, vagyis ezen a tartomanyon végig csokkend); ha pe-

dig x >3, akkor a fiiggvény szigortian monoton novekvé. (7.17. abra)
7.17. &bra 7. c) példa
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1. Abrézoljuk az alabbi fiiggvényeket! Jellemezziik a monotonitas és a zérushely szempontjabol!
a) f:[-53]->R, f(X)=[x; b)g:R->R, g(x)=[x-5 c) h:R->R, h(x)=|x|+3;
d) j:]-2 7[> R, j(x)=|x-4|; €) k:R" >R, k(x)=|x+3.

Mondjuk el szavakban a hozzarendelési szabalyokat!

2. A fiiggvények abrazolasa utan allapitsuk meg, milyen tipusa szélséértéke van az egyes fliggvények-
nek (minimum vagy maximum), hol veszi fel ezt, és mennyi ez a szélséérték!
Folveszik-e a fliggvények az 5 értéket? Ha igen, hol?

a) a:R—>R, x> |x+2/-3; b)b:R—->R, x>-2]x; ¢) cC:R->R, x> —|x=3;
d) d:R >R, Xt |x+4{+1; e) e:R >R, x> |x|-4; f) f I RoR, x> —|x+7.

3. Abréazoljuk az alabbi fiiggvényeket! Jellemezziik a tanult szempontok alapjan (értelmezési tarto-
many, értékkészlet, menete, szElséérték, zérushely, paritas)!
a) f:[-6; 6] >R, x> 2|x-1-5 b) g:R>R, x> —|x+4]+2;
¢) h:]-7; 4 - R, x> —%|x|—3.
Milyen értéket vesznek ol a fliggvények —1-nél, 2-nél és 5-nél?

4. Az f fiiggvényt grafikonjaval adtuk meg. (7.18. abra) Rajzoljuk meg
a | f| fuggvény képét! Adjunk meg olyan nyilt intervallumot, ame-

lyen

a) az f figgvény novekvé; /\f ,
b) az | f| fiiggvény novekvo; 1 -
¢) az |f| figgvény nivekvo, de az f nem az! S R R

5. Abrazoljuk az alabbi filggvényeket, és vizsgaljuk a menetiiket!
a) f:R—>R, f(x) :‘(x+4)2 —9‘ ;
b) g:R - R, g(x) =‘—(x+4)2 +9‘ ;
¢) h:R - R, h(x) =[x* ~12x+20| .

7.18. dbra Az f fliggvény

6. Abrazoljuk és jellemezziik az alabbi fiiggvényeket:
a) T:RoR, f(x)=|x+3-2; b) g:R—>R, x> [|x—2-5]-3-1!
Héany zérushelyiik van az egyes fiiggvényeknek?
7. Abrazoljuk és monotonitas szempontjabol jellemezziik az alabbi figgvényeket:
a) f:RSR, X |x—4|+|x+l| :
b) g R>R, x> |x+5|—|x—2| :
c) h:R >R, x> |x=3/-2|x+2|!
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V |, uéldy Szantoék a tavasz kezdetén késziilddnek kertjiik
i Telasasahoz. Péterke 1 6ra alatt 2 m*-t as fel, apukaja 8 m?-t, anyu- :
: kaja 6 m*t, Sarika pedig 3 m*-t. Mennyi id8be telne a csaladtagok-
¢ nak kulon-kilon, hogy felassak a kertet, ha Szant6 anyuka egyeddl
{12 ¢ra alatt végezne a munkaval?
Abrazoljuk a kert felasasdhoz sziikséges idot annak fiiggvényé- |
i ben, hogy valaki mekkora teriletet tud felasni egy ora alatt!

Megoldas:
Az adatokbol kiolvashatd, hogy Szantd anyuka gyorsabban dolgozik, : 8.1. dbra Szant csalad versenyez
mint a gyerekek (nagyobb a teljesitménye), de lassabban dolgozik, mint

a férje. Ha mas kortilményt nem vesziink figyelembe, nyilvanvalo, hogy

ha valaki ugyanannyi id6 alatt kétszer (haromszor) annyit as fel, mint

a masik, akkor fele- (harmad-) annyi id6 alatt fog végezni a munkaval.

fgy Sarikanak egyediil kétszer annyi idébe telne feldsni a kertet, mint

az anyukajanak, hiszen a teljesitménye fele az anyukajaénak. Vagyis

Sérika egyedl 24 6ra alatt 4sné fel a kertet. (Persze nem kell egyszerre

megtennie a 24 6ras &sast...) Péterkénél hdromszor olyan gyorsan dol-

gozik az anyukaja, igy anyukdjanak csak harmadannyi id6 kell a mun-

ka elvégzéséhez. Péterke tehat egyedill 3-12 =36 Ora alatt 4sna fel a

kertet. Szantd apuka viszont négyszer akkora teljesitménnyel dolgozik,

mint Péterke, igy negyedannyi idére lenne csak sziiksége. Vagyis apuka

36:4=9 dra alatt 4sné fel egyediil a kertet.

Foglaljuk tablazatba az osszetartozé értékeket! Irjuk a fols6 sorba e & !
azt, hogy 1 6ra alatt hany négyzetmétert astak fel az egyes csaladtagok; : g 7 17
az als6 sorba pedig azt, hogy ha egyedul végeznek a munkat, akkor : £
mennyi idére lenne sziikségiik a teljes kert felasasahoz! 2 2% Sérika
Péterke Apuka Anyuka Sérika 5
Hany m%¢ra? 2 m? 8 m? 6 m? 3 m? £
Hény ora? 36 6ra 9 6ra 12 6ra 24 6ra ElS
& 015§ o)
+ \Vegyik észre, hogy az Gsszetartozo értékparok szorzata EOY LR T

ugyanannyi (72) minden esetben!
8.2. abra A forditottan aranyos

mennyiségek abrazolasa grafiko-
.............................................................................................. . ¢ non
Dailnidd  Ket mennyiség forditottan aranyos, ha az Gssze- :
: tartozo eértékeik szorzata allando. ]

...................................................................................................

A fenti példaban az egységnyi id6 alatt felasott kert teriilete (vagyis az
egyes emberek teljesitmenye) forditottan aranyos az egész kert fel4sa-
sahoz sziikséges idovel.
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: Ha most a kert felasasahoz sziikséges id6t kifejezziik az egy ora
¢ alatt felashato teriilet fiiggvényében, akkor a kdvetkezé 6sszefliggéshez
¢ jutunk:

i 72 (m?)

az egy Ora alatt felashato teriilet

¢ akert felasasahoz sziikséges id6 =

¢ Atablazatot és tovabbi lehetséges értékpéarokat abrazolva a 8.2. abran
¢ lathaté grafikont kapjuk. A pontok az els6 siknegyedben helyezkednek

g el, egy gorbére illeszkednek, egy Un. hiperbolara.

: Nézzunk néhany tovabbi példat forditottan aranyos mennyiségek-

re! A természetben, a valosagban eléforduld forditott aranyossagoknal

gyakran csak pozitiv értékparokkal dolgozunk (mint példaul a fenti pél-

daban is).

W Adott teriiletii téglalap két szomszédos oldalanak hossza fordi-
tottan aranyos — hiszen a szorzatuk allandé.

# Adott munka elvégzéséhez sziikséges id6 és a munkavégzd (akar
¢ ember, akér gép) teljesitménye forditottan aranyos. (A bevezetd példa
is err6l szol, de a fizikaban is ezt fejezi ki a P-t =W keéplet, ahol P a
teljesitmény, ¢ az id6, W a munka.)

 Két test kezdetben 4ll, majd (pl. egy rugd hatasara) szétlokodik.
Ekkor a sz&tlokodott testek tomegének és sebességének szorzata (vagyis
a lendiiletiik) ugyanannyi (ha kiils6 hatasoktol eltekintiink), tehat a to-
meg és a sebesség forditottan aranyos egymassal. (Lendiletmegmaradas
térvénye.)

» Két ember akkor tud libikékazni, ha nagyjabdl egyensulyban
¢ vannak a libikdkan. Ehhez annak kell kdzelebb Ulnie a forgastengely-
hez, aki nehezebb. Stulytalan libikokat feltételezve: az eréxerdkar szor-
zat (az Un. forgatdnyomaték) a ket libikokazo esetében a libikdka ten-
¢ gelyére nézve ugyanakkora. Vagyis a suly és a forgastengelyt6l mért
! ¢ tavolsag forditottan aranyos egymassal.

@ Newton Il. torvénye szerint: F =m-a, ahol F az m tomegt test-
re hato erd, amely ezen a testen a gyorsulast idéz eld. Itt valtozatlan erd-
hatas mellett a témeg és a gyorsulas forditottan aranyosak. Ha tehat két
8.4. dbra J6 ez az egyenslly! ¢ test kdlcsdnhatdsaban mas hatasok elhanyagolhatoak, akkor egymaésra
ugyanazzal az F erdvel hatnak, igy ez a kdlcsonhatas a konnyebb testen
nagyobb gyorsulast hoz létre. (m,-a, =m,-a,)

W Egyenes vonall egyenletes mozgasnal a megtett (t a test sebes-
ségének és a mozgas idejének szorzataval egyenlé: s =v-¢. Igy ugyan-
azt az utat a kétszer akkora sebességii test feleannyi id6 alatt teszi meg.
Adott hosszusagl ut esetében az Gt megtételéhez sziikséges id6 és a
sebesség forditottan ardnyosak egymassal.

% Ha az allando tomegili gazok allapotvaltozasat figyeljik allan-
dé hémérsekleten (izoterm allapotvaltozas), akkor azt kapjuk, hogy
a kisebb térfogatll gdz nyomésa nagyobbh. A térfogatuk és a nyoma-
: suk szorzata allandd, vagyis ezek forditottan aranyos mennyiségek.

¢ (p,-V, = p,-V, Boyle—Mariotte - torvény.)
E Termeszetesen szamtalan tovabbi forditottan aranyos mennyiség-
part tudnank még sorolni.

8.3. dbra Hogyan lesz nagyobb?
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k\%i/ 2,03l A 8.5. abran lathato grafikonon azt abrazoltuk,
i Togy ha Kaposvarrél elindulunk valamilyen iranyban, és egy adott :
i tavolsagot allandd nagysagu sebességgel megtesziink, akkor ahhoz
i mennyi iddre van sziikségiink. '
Allapitsuk meg a grafikonrél, hogy .
i % mekkora volt az A jarmii sebessége, és mennyi id9 alatt tette meg
ezzel a sebességgel az utat;
mekkora sebességgel ment a B jarmii, és szamoljuk ki, mennyi | | : :
idébe telt neki ugyanez az ut; ‘
mennyi id8be telt a C jarmiinek ez az t, és szamoljuk ki, hogy V(Lm)
akkor milyen sebességgel mehetett; '
. % mekkora tavolsagra mentek ezek a jarmivek! )
: . 2 m 2 Ao P z ., .. :: 85 4braUgyanakkora utat meny-
§ Keressink még dsszetartozo értékeket és a sebessegek alapjan tip- ¢ nyi ido alatt tesznek meg a kiilon-
: peljiink, milyen jarmii lehetett, amit éppen vizsgalunk! Keressink a : : p526 sebességii jarmiivek?
i térképen olyan teleptiléseket, ahova mehettek ezek a jarmiivek!

Megoldas:

km
Az A jarml sebessége (az A pont els6 koordinataja) 80 — , az Ut megté-

h
teléhez szilkséges ideje (az A pont masodik koordinataja) 0,5 6ra. AB jar-

km . -
mil sebessége 120 e Az ut megtételéhez sziikséges id6t 7, -vel jeldlve

tudjuk, hogy 8OkTm-0,5 h :120kTm-tB, ahonnan ¢, :%h = 20 perc.

Vagyis a B jarmii 20 perc alatt teszi meg az utat (ha épségben oda€r, €sa : g o 412 o qasrek?
jogositvanyat sem veszik el gyorshajtasért...). Masként agy is kiszdmol-
hattuk volna, hogy a B jarmi sebessége masfélszerese, azaz 3/2-szerese
az A jarmii sebességének, igy a forditott aranyossag miatt az ut megtéte-
Iéhez szilkséges ideje az A Gtidejének a 2/3-a. A 0,5 h = 30 perc 2/3-a
valéban 20 perc.

A grafikonrol leolvashato, hogy a C jarmii 2 ora alatt tette meg az
utat, vagyis 4-szer annyi id6 alatt, mint az A jarm{i. Ebb6l kiszamolhato,

km

hogy a sebessége 1/4-e az A jarmii sebességének: 20 e Az Ajarmt le-
hetett példaul egy tavolsagi autdbusz, a B jarmii egy szabalytalanul kdz-
leked6 gépkocsi, a C jarmi pedig egy kerékpar vagy traktor. A tavolsag,
amelyet ezek a jarmiivek megtettek: s=v-¢= 8OkTm 0,5h =40km.

A térképen vald keresgélést az olvasoéra bizzuk. (Mivel Kaposvar
nagy varos, ezért a térkép szerinti tavolsadg +2 km-rel eltérhet a feladat-
ban szamolt 40 km-t6l.)

= . iy Egy téglalap két parhuzamos oldalat 25%-kal no-

veI UK. Hany %-kal kell megvaltoztatnunk a masik két oldal hosszat,
ha azt szeretnénk, hogy a teriilete ne valtozzon?
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b rugguenyeK

¢ Megoldas:
a : Jeldljiik az eredeti téglalap szomszédos oldalait a-val és b-vel! Ekkor
: ateriilete: T =a-b, s ez nem valtozik meg az oldalhosszak véltozta-
0.8 b ¢ thsa utdn sem. Nyilvanvalé, hogy mivel az egyik oldalt noveltik, a
: masikat majd csokkentenunk kell. Az egyik oldal legyen mondjuk az
¢ @, ha ezt 25%-kal noveljik, akkor az az eredeti a oldalnak a 125%-a
¢ lesz: 1,25-a. A masik oldal p%-os csokkentése gy frhatd fel: a ma-

sik oIdaIX( —L} Ezek szorzata tehat ugyanaz a mennyiség, mint

1,25a

8.7. dbra Atvaltozas

amit az el6bb kaptunk: a-b=1,25- a-( —&) b. Mivel itt sem az a,
sem a b nem lehet 0, igy az egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk vellk:

1=1,25- 1—% . Ez az egyenlet méar csak a p-t tartalmazza ismeret-

lenként. Oldjuk meg!
1:1,25=1-
100

08=1-—F_ /_1
100

—0,2=--" /.(~100)
100

20=0p
A masik oldalt tehat 20 %-kal kell csokkenteniink (8.7. abra).

[
=

Altalanosan, ha a fiiggvényérték forditottan aranyos a véltozéval

.

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

¢ (x-szel), akkor azt igy fejezhetjiik ki: f (x) =E, ahol a ¢ valamilyen
: X
allandd mennyiség. llyenkor természetesen az x nem lehet 0.

%.ﬁ b, v3l Abrazoljuk és jellemzziik a nullatol kiilonboz6 va-
16s szamok halmazéan az f(x) = 6 fliggvényt! :
1 X

ececccccconse

: Megoldas:
¢ Afiiggvényt a negativ szamokon is értelmezziik. Készitsiink értéktab-
¢ lazatot!

x 6 3 2 1 4129%—6—3—2—1—12—%

©00000000000000000000000000000000

6
-1 2 3 6 J1L —12—1—2—3—6—1—12
X 2 2
Abrézoljuk az 6sszetartoz6 értékparokat koordinata-rendszerben! (8.8.
Lee., 88 abrad. példaf(x) abra)
S140 %
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A 0 kivételével minden valds szamra értelmezziik a fuiggvényt, ér-
telmezési tartomanya a 0-t6l kiilonb6z6 valds szamok halmaza. Korab-
ban mar lattuk, hogy milyen a fliggvény grafikonja, ha a pozitiv szamok
halmazén értelmezziik. Most a negativ szdmok halmazén is értelmezve
van, és a negativ szamoknal nyilvan negativ lesz a fliggvényérték is.
fgy a fiiggvény grafikonjanak pontjai az els6 és a harmadik siknegyed-
beli egy-egy gorbére illeszkednek. A két gorbének nincs kdzos pontja.
A fliggvény képe egy hiperbola, melynek két 4ga van. A két ag tetszo-
legesen megkdzeliti az x és az y tengelyt, de nem érik el azokat. Azt a
két egyenest, amelyekhez a hiperboladgak ilyen médon hozzasimulnak,
a hiperbola aszimptotainak nevezziik.

A negativ szdmok halmazan a fliggvény szigorian monoton csok-
kend, és a pozitiv szamok halmazan is szigorian monoton csdkkend.
(De mégsem mondhato, hogy a teljes ertelmezési tartomanyan csokke- : 8.9, abra Hiperbola aszimpto-
nd, hiszen pl.: —2-nél —3-at vesz fol, mig a nagyobb +1-nél a nagyobb : takkal
+6-0t.) Zérushelye nincs: sehol nem veszi fol a 0-t. Minden mas valos
szam eldall fiiggvényértékkeént, csak a 0 nem, vagyis értékkészlete a
0-tol kiilonboz6 valos szamok halmaza. Sz¢élséértékei nincsenek.

L7

aszimptota

\Vegyuk észre, hogy minden szam ellentettjéhez ellentett
fliggvényérték tartozik! PI. f (3)=2 és f (-3)=-2, vagyis
f(-3)=—1f(3). Altalanosan: f (-x)=—f (x).

i} Ugiiniadd  Egy fuggvenyt paratlannak nevezink, ha rendel-
T Kezik az alabbi két tulajdonsaggal: Y
az értelmezési tartomanya minden elemével egytt annak ellentettje :
is eleme az értelmezési tartomanynak; (ha xe D,, akkor —xe D,); :
minden értelmezési tartomanybeli elem ellentettjéhez az erede-
ti elemhez rendelt fliggvényérték ellentettjét rendeli; (minden :
xe D, esetén f(-x)=—Tf(x)). :

...................................................................................................

Az f:R\{0} >R, f(x)=S (c adott valés szdm) fiiggvény tehét
pératlan. X

A definiciobol rogton kovetkezik, hogy ha egy P(x; y) pont rajta : 8.10. abra Paratlan fuggvény
van egy paratlan fliggvény képén, akkor annak origora vett tiikdrképe, a
P’(-x;—y) pont s rajta van a fliggvény grafikonjan. Paratlan fiiggvény
képe tehat kozéppontosan szimmetrikus az origora.

\{g, 3, valds Abrazoljuk az alabbi fuggvényeket a val6s szamok :
i Tehetd legbdvebb részhalmazéan! Allapitsuk meg minden esetben az
i értelmezesi tartomanyt és az értékkeszletet! ’
! 2 1
fa) a(x)=—+3; b) b(x)= ; c) ¢(x)= ;

_; x—6 x—6
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¢ Megoldas:
Minden esetben készithetiink értéktablazatot! De kiindulhatunk az

X 1 fliggvény képébdl is.

X
i Az a) esetben az R\ {0} >R, x> 1 alapfiiggvény fliggvényérté-
: X

: keinek 2-szeresét kell venniink, azaz nyujtanunk kell a fiiggvény gra-
: fikonjat az y tengely mentén a 2-szeresére. Ezutan minden fliggvény-
értékhez hozza kell adnunk 3-at, azaz el kell tolnunk a kapott grafikont
az y tengely mentén pozitiv iranyban 3 egységgel. (8.11. abra) Csak
x=0 esetén nincs értelmezve. Vagyis D, = R\{O}. Ha kovetjik az
alapfliggvényen végrehajtott valtoztatdsokat, kdnnyen lathatjuk, hogy

egyediil a 3 értéket nem veszi fol a figgvény. Vagyis R, = R\ {3}.

8.11. dbra 5. a) példa . , .
b) Mivel nevezé nem lehet 0, ezért x—6#0, igy Xx=#6. Vagyis

D, = R\ {6}. Ra kell jonniink, hogy mielétt a szamok reciprokat ven-
nénk, ki kell vonnunk a valtozok értékébdl 6-ot. Ami azt jelenti, hogy

: ez a flggveny pl. az > értéket nem a 2-nel veszi fol, hanem a 8-nél,

y

hiszen 8_16 = % Ugyanigy minden fliggvényértéket a 6-tal nagyobb

szamnal (valtozondl) vesz fol, mint az alapfliggvény. Tehat el kell tol-
nunk a fiiggvény képét pozitiv irdnyban 6 egységgel az x tengely men-
: tén. (Az y tengellyel parhuzamos aszimptota is eltolodik a hiperbolaval
egylitt.) (8.12. dbra) Ez az eredeti értékkészleten nyilvan nem valtoztat.
Vagyis R, =R\ {0}.

c) A b fliggvény értékeinek 4-szereseként kapjuk a c fliggvény értékeit.
¢ Vagyis az y tengely menti 4-szeres nyujtast kell végrehajtanunk az el6-
¢ 76 fliggvény képén. (8.13. abra)

Hol értelmezhet6 a fiiggvény? Mindenhol, ahol a nevezé nem 0,
¢ azaz x # 6. Vagyis D, = R\ {6}.

Mar abbol is kideriil, ahogy az el6z6 fiiggvénybdl szarmaztattuk
ezt a flggvényt, hogy ennél a fiiggvénynél is a O az egyetlen olyan
érték, amelyet nem vesz fol. Vagyis R, = R\ {0}.

d) Eszrevehet, hogy csak ki kell vonnunk a ¢ fiiggvény értékeibél 2-t.
Afluggvény képén ez egy y tengellyel parhuzamos eltolast eredményez.
(Afuggvény képével egyiitt most mar eltolodik az x tengellyel parhuza-
mos aszimptota is. A két aszimptota kdziil az egyik tehat a 6-nal metszi
: az x tengelyt, a masik a —2-nél metszi az y tengelyt.) (8.13. abra)

Az értelmezési tartomany nem valtozik meg a c fiiggvényhez ké-
¢ pest, a d fuggvény sem értelmezhet6, ha x =6, minden méas helyen
: viszont igen. Vagyis D, =R\ {6}.

: Ez a fliggvény egyedul a -2 értéket nem veszi fol. Vagyis
R, =R\ {-2}. (8.13. 4bra)

VA

e) Az R\{0} 5 R, x> 1 fiiggvényt el8szor —6-tal szorozzuk, va-
X

gyis a képét a 6-szorosara nyujtjuk az y tengely mentén, és tiikrozzik
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az x tengelyre. (Ekkor tehat a masodik és a negyedik siknegyedbe esnek
a hiperbola-agak.) Masodszor az igy kapott fliggvényértékek mindegyi-
kéhez hozza kell adnunk 2-t, vagyis az utoljara kapott figgvény képét
el kell tolnunk ,,folfelé” 2 egységgel. (8.14. abra)

Ertelmezési tartomany:

1
a 0-tol kiilonbozd valds szamok halmaza. D, = R\{O} 0
Ertékkészlete:

a 2-t31 kiilonboz6 valos szamok halmaza. R, =R\ {2}

"

* = \egyuk észre, hogy ha meg tudjuk allapitani az értelmezesi

' tartomdny egyetlen kizart értékét és az értékkészletbdl hiany- ¢ 8.14. abra 5. e) példa
z0 egyetlen valds szamot, akkor mar ismerjlik az abrazolandé hiper-
bolank két aszimptotajat, ami nagyban eldsegiti az abrazolast!

-

Y , ]
\*f@;.. 4,04k Abrazoljuk és jellemezziik a valés szamok lehet6 :
' 3x+1 '

legbdvebb részhalmazan értelmezett, f(Xx) = hozzarendelési '

i szabalyu fiiggvenyt!

Megoldas:

Azt rogton megallapithatjuk, hogy a fliggvény egyediil az x =1 helyen
nem értelmeztetd, hiszen ezen a helyen 0-va valna a nevezd. Vagyis
D, =R\ {1} . Abban hasonlit a hozzérendelési szabaly az el6z6 példa
figgvényeihez, hogy itt szerepel a nevezében valtozo. A gondot csak az
okozza, hogy a szamlaldban is szerepel, nem gy, mint az el6z6 példa
fliggvényeinél.

Most ismét két valasztasi lehetdségiink van: vagy elkezdjik elég
stirlin kiszamolgatni az egyes valtozokhoz tartozd fliggvényértékeket
(ezt most az olvaséra bizzuk), vagy megprébaljuk ezt a hozzarendelési
szabalyt visszavezetni az el6z6 feladat fiiggvényeire. Ha elég sokaig
nézzik ezt a tortet, azt latjuk, hogy a szamlalé ,,majdnem” 3-szorosa a
nevezének. Pontosabban a nevezé 3-szorosa 3-(x—1) =3x—3. Ez val-
toz6ban mar nem tér el a 3x+1 szamlal6tdl, csak egy szdmban. Hasz-
naljuk ki ezt a tort atalakitasara!

3x+1 3x-3+4 3(x-1)+4 3(x-1) L4 g4
x—1 x-1 x-1 x=-1 x-1 x-1
Ebben az alakjaban mar tokéletesen olyan, mint az el6z6 példa fiigg-
veényei, igy most mar tudjuk abréazolni. Tudjuk, hogy képe hiperbola,
amelynek aszimptotai az x =1 egyenletli egyenes (1-nél nincs értel-
mezve) és az y =3 egyenletii egyenes (a 3 nem eleme az értékkészlet-
nek). (8.15. &bra) 8.15. abra 6. példa f (x)

Ertelmezési tartomanya az 1-t61 kiilonboz6 valds szamok halmaza.
Ertékkészlete a 3-tol kiilonbozo valos szamok halmaza.

f(x) =

A J-e,1] intervallumon a fliggvény szigorian monoton csdkkend,
az |l intervallumon Ugyszintén. Zérushelye az a szam, ahol a tort
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értéke 0, vagyis ahol a szamlald 0, és a nevezd nem az. 3x+1=0, ha

: T 1 ; . .
e : x=—§.Afuggveny zérushelye a -3 Minimuma és maximuma nincs;
¢ senem paros, se nem paratlan.
RN > o /.3l Alakitsuk at az el6z8 modszerrel az alabbi torte-
F f 3 et! Melyik a , kakukktojas”? 1
B i1 2x+3 o) T2 —3x+6 g 328
a) x+2 ' ) x+1 ' ©) x—=2 ' ) 2x-1
8.16. abra , Kakukktojas” : Megoldas:

¢ a) A szamlalo majdnem 2-szerese a nevezének:
2x+3_2x+4-1_2(x+2)-1 2(x+2) 1 _, 1

X+2  x+2 X+2 X+2  x+2  x+2
Po- —4x— —4(x+1)+6 —4(x+1
T2 s HeD_ 4 b 6
: x+1 x+1 x+1 x+1  x+1 X+1
-3x+6 —3(x-2 o ) ,
: C sz = )(( 5 )=—3,am|aztjelent|,hogyaz R\{z} értelme-

L L, -3X+6
¢ zési tartomany( x —

: X—

i egy x=2-nél,kilyukasztott” egyenes, amely egy pontban kiilonbozik
i az x> -3 konstans fliggvény képétél.

hozzarendelési szabalyu fiiggvény képe

d) Az eddigiekben mindig azt figyeltiik, hanyszor lenne meg a szam-

: laléban a nevezd, ha csak a valtozok egyiitthatdit vessziik figyelembe.
¢ Kovessiik tovabbra is ezt az elvet!

: 3 3, 7 3 7

—2x——-1-—  —(2x-1)——

3x-5_2 2 2_2 (2x1) 2

2x—1  2x-1 _ 2x-1 2 2x-1

: 2

: g .

: Az elsO Iépésben a nevezo 3 -szeresét irtuk el6szor a szamlaloba, majd
kiegészitettlik gy, hogy a konstans tagok dsszege -5 legyen.

¢ (Azt is megtehettiik volna, hogy az els6 1épésben egyszertsitjiik a tor-
¢ tet a nevezo valtozojanak egyiitthatojaval, s ezzel visszavezetjiik olyan
: 3 5

kifejezéssé, mint barmelyik korabbi: 2 12 )

X——

: 2
¢ A, kakukktojas” a c) tort. Annak a fiiggvénynek a képe nem hiperbola,

: . - . —3X+6
: amelynek a hozzarendelési szabalya x — 5

2

¢ Az ebben a leckében vizsgalt fiiggvények mindegyike (kivéve az eléz6
8.17. abra Pajtikim, te tudtad, : Példa megoldasanak c) pontjaban targyalt fliggvenyt) Un. linearis tort-

,ee®e,  hogyakakukk tortet tojik? : fiiggvény.

W MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 144 2012.06.25. 14:22:55



......................................... +b
w Dailnfdd Az x> ek 5 hozzarendelési szabalyd fiigg- :
CX+ :

i vényt linearis tortfiiggvénynek nevezzik (ahol a, b, ¢, d valds sza- :

: mok és ¢ #0), ha ekvivalens algebrai atalakitasokkal nem hozhato :

: konstans alakra. (Ertelmezési tartomanya a valos szamok halmaza- :

: nak legb8vebb részhalmaza, amelyen a fliggvény értelmezhetd, va- :

gyis R\{—%} )

...................................................................................................

Az elnevezés abbdl ered, hogy lineéaris fliggvények hanyadosarol van
sz0.

8.18. abra Hogyan valtozik a nyo-
mas? (3. feladat)

1. Egy 20 és egy 30 kg-os gyermek libikokazik egy elhanyagolhato tomegii libikokan. A 20 kg-os a
libikoka végén iil, ami a forgastengelytdl masfél méterre van. Hova iiljon a masik gyerek, hogy
egyensulyban legyenek? (lasd 4. gyakorlati példa)

2. A piacon 6000 Ft-ért szeretnénk almat venni. A legdragabb almabdl csak 15 kilét tudnank venni.
A legolcsobb almat negyedaron is megvasarolhatjuk.

Mennyi a legdragabb alma kilonkénti ara? Mennyit vehetiink a legolcsobb almabol?
Mondjunk még lehetséges Osszetartozd értékparokat! Milyen viszony all fenn az alma kilénkénti ara
¢és az altalunk megvasarolhatdé mennyiség kdzott?

3. A gazok nagymértékben ,,0sszenyomhatok”. Hogyan valtozik meg a nyomas abban a tartalyban,
amelyet eredeti térfogatanak 20-ad részére nyomunk dssze? (lasd 7. gyakorlati példa) (8.18. abra)
4. Abréazoljuk az alabbi fiiggvényeket!
8 6
a) f:R\{0} > R; Xi>— i b) g R\{0} 5 R; xb 42 c) h:R\{-3} > R; XHLS;
X+
12

d) i:R\{2} 5> R; xn—>—1+é; e) j:R\[4] > R; x»—>3—n.
A felsorolt figgvények koz6tt van-e paros, illetve van-e paratlan fliggvény?
5. Allapitsuk meg az alabbi hozzarendelési szaballyal megadott fliggvények lehetd legbévebb értelme-
zési tartomanyat és értékkészletét:
2x+3
x—1
6. Abrazoljuk az alabbi hozzarendelési szaballyal megadott, a leheté legbévebb értelmezési tartoma-

nyon értelmezett fiiggvényeket! Allapitsuk meg a lehet6 legbévebb értelmezési tartoményukat, ér-
tékkeszletiiket, zérushelyeiket és monotonitasukat!

x—4 3x+5 1-2x 4x—6 5x—-2
a) x> ——; b) x— ; C) x> ; d) x> —; e) x> .
x—3 x+1 x+4 2—x 3x+1

a)xn—>i; b)xn—>i+2; c)xr—>5—l; d)XH—2+_—4;e)XH
X+6 x-1 X X+5
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ﬁ-.'_l-'uggvenyek

319]aliliggvany (iGagds2itd anyay)

#l0 3] Habakukfalvan egy telefontarsasag miikodik, és a
: i kovetkez6 dijszabassal dolgoznak. Perc alapl szamlazast végeznek,
¢ i de a megkezdett percbe mar beleszamoljak a perc ,,nulladik” méasod-
i i percét is. Cserébe az elsé megkezdett perc ingyenes, majd minden :
¢ | tovabbi megkezdett percért 1 bakukot kell fizetni. (Kerek 1 perc be- :
: | szélgetésért kell el6szor 1 bakukot fizetni.)
: i a) Mennyit fizetiink egy 3 perc 56 masodperces; egy 5 perces, illetve :
¢ | egy 6 perc 13 méasodperces beszélgetésért?
iib) Abrazoljuk, hogy egy beszélgetésnek milyen kéltsége van az id6
: | fliggvényében! '

¢ Megoldas:

: @) Mivel minden megkezdett perc utan fizetiink 1 bakukot az elsé ki-
¢ vételével, ezért a 3 perc 56 masodperces beszélgetésért 3 bakukot fi-
¢ zetlink, az 5 percesért 5 bakukot, a 6 perc 13 méasodpercesért pedig
¢ 6 bakukot. Ha tabléazatba foglalunk még néhéany adatot, gyorsan ltszik,

.

9.1 Abra Habakukfalviak hogyan fligg az id6tdl a fizetendd 6sszeg. (A bakuk roviditése: bk.)

1p 1p  2p 2p 2p 3p 4p
: i 2GImER oBmp 2mp  47mp 33mp 45mp S0mp 7mp 1mp

:  Fizetendd
68:;‘;9‘10 Obk Obk 1bk 1bk 2bk 2bk  2bk  3bk  4bk
} o s : Ceovik kord
¢ A most kapott grafikon nem hasonlit egyik korabban tanult grafikonhoz
sem. Kiilonalld, egyenlé hosszi szakaszokbol all, melyek mindegyike
: parhuzamos az idétengellyel. Tehat a fiiggvény csupa ,kis” konstans
fliggvénybdl tevodik ssze. (9.2. abra)
i : Ha most ezt a fliggvényt kiterjesztjiik a negativ szamokra is oly
11— ¢ modon, hogy a Iépcsdzetességét valtozatlan formaban Orizze meg, ami-
5 . korattériink a pozitiv oldalr6l a negativ oldalra, akkor az un. egészrész-
12 3 4dsper) : fuggvényhez jutunk.
Prébaljuk meg ennek a fliggvénynek a hozzarendelési szabalyat
szavakban megfogalmazni!

—L

——

*——o0

N w o

9.2. bra Dijszabas

°
°
°
°
°
°
.
°
°

9 Egy tetszOleges valos szam egész részén a nala
m nagyobb egészek koziil a legnagyobbat értjiik. Jele: [x].

...................................................................................................

Azt a fuggvényt, amely minden val6s szamhoz
Thozzarendeli az egész részét, egészrész-fiiggvénynek nevezzik. :
P RSR, x> [x] 3

...................................................................................................
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L

= \Vegyik észre, hogy a fiiggveny minden egész szamhoz sa- v y=[x]
jat magat rendeli hozza; a ,,Iépcsé olsé széle” illeszkedik 3 1
az y =X egyenletii egyenesre, az ,,also széle” pedig az y=x-1 2 —
egyenletli egyenesre! (9.3. abra) 11—
Vigyazzunk! Bar a ,,1épcsé” szohasznalat kézenfekvo, a fligg- n
vény grafikonja nyilvan nem tartalmaz y tengellyel pArhuzamos sza- —it ‘l_i EREREE
kaszokat! ;
........................................................................................................ T _3

I TR TIAN N 3 9.3, abra Egészresz-fuggveny

Megoldas: D, =R (értelmezési tartoméany a valds szadmok halmaza),
R; =7Z (értékkészlete az egész szamok halmaza), monoton névekvo, a
[0; 1] intervallum minden eleme zérushelye a fiiggvénynek, szélsdér-
tékei nincsenek, nem korlatos, nem paros, nem péaratlan. Azt mondjuk,
a fliggvénynek minden egész helyen szakadasa van.

U4l Egy valddi telefontérsasag egyik fajta tarifaja : y & Fizetendd di
: 2008-ban a kdvetkezd volt: perc alaph szamlazast végeznek, minden | : .| T
i megkezdett percért 35 Ft-ot kell fizetni. (A kerek 1 perc beszélgetés e ]
i még csak 35 Ft-ba keriil.) Adjuk meg annak a fiiggvénynek a grafi- :
. konjat, valamint értelmezési tartomanyat és hozzarendelési szaba- : : 1% T
i lyat, amely ezt a dijszabast allitja elo. § 701  o—
Megoldas: AT T T
Az 1d6 figgvényében kell a fizetendd pénz mennyiségét meghataroz- 16 (perc)

nunk. Nyilvan csak a nemnegativ szamok halmazan értelmezhetd a
fuggvény. Es bar a telefontarsasagok masodpercekben szoktak mérni : 9:4. &bra Tarifa perc alapt szam-
az 1d6t a perc alapu tarifakhoz is, ettdl most eltekinthetiink, és megad- lazés esetén
hatjuk értelmezési tartomanynak a nemnegativ valés szdmok halma-
zat. Talan kdnnyebb a fliggvény grafikonjat elkésziteniink el6szor. (9.4.
abra)
Az els6 példatol és magatdl az egészrész-fliggvénytdl eltérden itt
az X tengellyel parhuzamos darabkéknak nem a ,,bal”, hanem a ,,jobb
széle” tartozik hozza a megfeleld szakaszhoz. Most egyszeriien elintéz-
hetjiik egy esetszétvalasztassal:

()= 35-([x]+1), hax nem egész;
35X, ha x egész.

De felirhatjuk az egészrész-fliggvény transzforméacidjaként is:
f (x)=-35-[-x]. Itt érdemes arra figyelni, hogy az intervallumok

nyilt és zart vége csak egy y tengellyel parhuzamos tengelyre tiikrozés-
kor cserélédhetnek meg, ugyanakkor nem valhat csokkenévé a fiigg-
vény — sajnos —, igy egy x tengellyel parhuzamos tengelyre valo tikro-
zésre is sziikség van. Ezeket biztositja a két negativ eldjel.
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Hény percet mutat a nagymutatd

W/

10 11 12 13 14
pontos idé X

9.5. dbra Mennyi az id4?

(60 perc = 1 dra)
y=4{t

3 2 10 1 2 3x
(60 perc = 1 6ra)

9.6. dbra Tortrész-fuggvény

3 2 1,0 1 2 3«x
(60 perc = 1 dra)

kapcsolata

1 MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 148

Y A (60 perc = 1 ()ra),"'
3 '."—o
2 e

1 0

EW 04k Mér kicsi korunkban megtanuljuk az anal6g kijel-

: {'Zésti orakat leolvasni. Abrazoljuk most derékszdgiti koordinata-rend-
: i szerben, hogy reggel 8 és délutan 14 6ra kdz6tt mikor hany percet

¢ | mutat a nagymutato!

Megoldas:

: 8-tdl egészen 9-ig nyilvan éppen a nagymutaté mozgasa mutatja meg

nekiink az eltelt iddt, igy ott minden pillanatban ugyanannyi a fiigg-
vényérték, mint a valtozo. Pontban 9 drakor viszont 8 6ra 60 percet mar
nem szoktunk mondani, ekkor mar a radio is 9 6ra 0 percet mond be.
Ekkor tehat kezdédik elolrdl az idomérés. Majd ugyanigy minden egész

¢ Oraig egyenletesen nd a nagymutatoé altal mutatott id6, s ismét nullazo-

dik egész drakor. (9.5. abra)

"
Ha
=

¢ Arra hivatott ugyan a nagymutato, hogy a percek mulasarél adjon ta-

¢ jékoztatast, de ugyanezt 6rakra is at tudnank szamolni. Igy pl. 45 perc

¢ Orakban kifejezve: % Ora, vagy ugyanez tizedes tortben: 0,75 dra. Ha

ennck megfeleléen modositjuk a ,.fiiggdleges” tengelyen az egységet,

¢ valamint nemcsak 8 és 14 6ra kozott abrazoljuk a fiiggvényt, hanem va-

lamilyen képzeletbeli 0 6rat kiszemelve pozitiv és negativ iranyba halad-
va a végtelenségig ugyanezt az ismétlédé format megtartjuk, akkor az

¢ Un. tortrész-fiiggvényhez jutunk (9.6. abra). (Az id6 mindkét iranyban

végtelen?)

A most kapott grafikont hasonlitsuk 6ssze a 9.7. abraval, amelyen
az egészrész-figgvényt és az x+— x hozzérendelési szabalyd figg-
vényt dbrazoltuk egy koordinata-rendszerben!

Felfedezhetd, hogy az ,.egészrész-lépcsd” f6lotti ,,ferde” szaka-
szok ugyanazok, mint a tortrész-fliggvény ,,flirészfogai”. A definiciot

¢ ez alapjan szoktuk megadni.

E,
»
.
»
.
°
°
°

9.7. dbra Egész rész és tort rész : *

..............................................................................................

{49 TetszGleges valos szam tort részének a szamnak :
az egész részének kulonbségét nevezzik. Jele: {x} . Tehat deﬁm-
: ci6 szerint: {x} = x—[x]. :

...................................................................................................

¢ Habar mar ismerjiik a figgvény képét, mégis érdemes egy tablazatot
¢ is készitenlink, hogy jobban szemugyre vehessiik az dsszetartozd ér-
¢ tékeket.

X 2,3
{x} 0,3

2,75
0,75

399 4 17 07
099 0 07 07

-0,3
0,7

-1,3
0,7

-3,8
0,2
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vdlds Jellemezzik a tortrész-fliggvényt!

Megoldas:
D, =R, R, =[0; 1], zérushelye minden egész szdm. Szélséértékek
kozul csak a minimummal rendelkezik: minimuma 0, amit minden
egész helyen félvesz. Maximuma nincs, hiszen az 1-et mar nem veszi
fol, de az 1-nél kisebb, nemnegativ szamok mindegyikeét folveszi. Min-
den két szomszédos egész szam kozott szigoruan monoton névekvo.
Ezt leirhatjuk igy is: ha xe [n; n+1[, ahol n egész szam, akkor a fiigg-
vény szigoriian monoton novekvé. (9.8. abra)

Mar a fiiggvény képébdl is latszik, hogy ha rendelkezik valamilyen
tulajdonséaggal a fliggvény egy egység hosszUsagu intervallumon, ak-
kor azzal a jo tulajdonsaggal ,.kicsit vagy sokkal arrébb” is rendelkezni lr
fog, hiszen Gjra meg Gjra ugyanaz a szakasz ismétlédik meg. Gondol- 9

9.8. abra Tortrész-fliggvény

junk vissza a nagymutatora! Arra is szoktuk azt mondani, periodikusan
ismétlédik az id6, amelyet mutat. Az ilyen fliggvényekre is azt mond-
juk: periodikus.

(A periodikussag fogalmaval, pontos definicidjaval magasabb év- : 9.9. bra Ez a rész eltort
folyamokon még talalkozunk.)

A szamitogépek mikodése azon mulik, van-e fesziiltség egy-egy vezetd
két vége kozott vagy nincs, vagyis csak két allapotot kilénboztetlink
meg. Ehhez hasonldan a val6s szdmok vilagaban is fontos szerepet jat-
szik a szamok el6jele. Sokszor semmi egyébre nem vagyunk kivancsi-
ak, csak éppen a szamok el6jelére. Ezért érdemes értelmezni az el6jel-
fliggvényt.

ﬁmﬂ {9 Rendeljiink hozza minden pozitiv szamhoz +1-et,
minden negativ szdmhoz —1-et, az eldjel nélkiili szamhoz (a 0- hoz)
pedlg 0-t! Ezt a fuggvényt eldjelfiiggvénynek vagy 511gnumfugg- :
venynek nevezzik. Jele signum x vagy sy x.

...................................................................................................

+1, hax>0,
Réviden: f :R - R, sgnx=:0, hax=0,
-1, hax<0,

4y Abrazoljuk és jellemezziik az eléjelfiiggvényt!

Megoldas: i

D, =R, R, ={-1, 0; 1}, zérushelye 0-nal van. Anegativ szamok hal- : 35 7 0] {1 2 3 x
mazan is konstans, és a pozitiv szamok halmazén is konstans a fligg- %—1

vény. Ezek a konstansok egyben a sz¢éls6értékei is: maximuma 1, mini-

muma -1. (9.10. &bra) 9.10. dbra Szignumfiiggvény
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Paratlan figgvény, hiszen minden x valos szam esetén teljesiil:
sgn(—x) =—-sgn x.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

. Abrazoljuk kozés koordinata-rendszerben az

f:R >R, f(x)z%(x+l)2—3 ésa

=

Alakitsunk szorzatta!

%(x+l)2 —3=%((x+1)2 —9)=%(x+1+3)-(x+1—3)=

y=%(x+1)2—3

— (x4 4):(x-2),

Abrézoljuk a parabolat!

Tudjuk, hogy két zérushelye az x, = —4 ésaz x, = 2. Igy a g fliggvény
is ezeken a helyeken fog 0-t félvenni. Mivel a masodfoku f fliggvény
foegyiitthatdja pozitiv, ezért minimuma van, vagyis a zérushelyeitdl
,.Kifelé” pozitiv, azok kozott pedig negativ a fliggvényérték.

Ezeket az ismereteket felhasznalva mar tudjuk abrédzolni a g fligg-
veényt is. (9.11. dbra)

g y=sqn %(x+1)2—3)
1

;@4&3 X

9.11. dbra 7. példa f (x) és g(x)

1. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezé fliggvényeket!
a) f:R-R, f(x)=-2[x]; b) g:R > R, g(x)=sgn(5x+10);
¢) h:[-2,5; 4] >R, h(x)=3{x}-2; d) j:[-25 4] >R, j(x)=sgn(3{x}-2).

2. A 3. példa abraja alapjan magyarazzuk meg, miért éri meg a telefontarsasagoknak perc alap szam-
lazast végezni a masodperc alapl helyett!

3. Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az dsszetartozd flggvényeket!

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000%¢

a) f:]-5 5[ >R, fl(x)zgxz—x—g és f,:]-5 5 - R, fz(x)zsgn(gxz—x—g);

+2 X+2

4. Egy telefontarsaséag kisebb cégek szdmara Uizleti tarifakat is bevezetett. Az egyik ilyen ajanlat szerint
havi 7200 Ft befizetése esetén 24 Ft a perc- és SMS-dij. A 7200 Ft természetesen ugyanilyen tarifa-
val lebeszélhetd, csak utana kezdik el szamlazni a tovabbi beszélgetéseket. Egy kisvallalkozo ezt a
tarifacsomagot valasztotta, és februarban egyaltalan nem irt SMS-t. Allapitsuk meg, hogy legalabb
és legfeljebb hany percig telefonalhatott 6sszesen februarban, ha végiil 7248 Ft lett a szamlaja?

b) g, :]-6; —2[U]-2; 4 > R; gl(X)=X2—X és g,:]-3 4] > R; gz(x)zsgn(i).
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Xﬂ:f 1, u4ll Hatarozzuk meg azon (x;y) koordintajd pontok
i halmazat a koordinatasikon, amelyek koordinataira teljesul, hogy
b) y<2x+1; C) 2x—1<y<2x+1.
Megoldas:
a) Azon pontok, melyek koordinatai megoldasai az y =2x+1 egyen-
letnek, egy olyan egyenes pontjai, amely az ordinatatengelytaz y = 1
pontban metszi, és az egyenes meredeksége 2. (10.1. abra)
b) Az el6z6 pontban abrazoltuk azon pontokat, amelyek koordinatajara
teljesil, hogy y =2x+1. Ha az igy kapott egyenes valamely pontjabél
kiindulva az y tengely negativ irdnyaba indulunk, akkor az x koordinata
véltozatlan marad, mig az y koordinata csékken. Igy a keresett pontok
az el6z0 pontban felvazolt egyenes ,.alatt” levd pontok. Ez az abran a
satirozott rész, Ugynevezett félsik. Az egyenes pontjai nem tartoznak a
ponthalmazhoz, mivel itt az egyenldség nem volt megengedett. (Szag-
gatott a hatarol6 egyenes.) (10.2. abra)
¢) Az eléz6 két pont megfontolasait kdvetve kdnnyen kapjuk, hogy a
keresett ponthalmaz az y = 2x+1 egyenletti egyenes és az y =2x-1
egyenes kozotti sikrész. A ponthalmazt ebben az esetben is satirozassal
jeloltuk. A két egyenes nem tartozik a keresett halmazhoz. (10.3. abra)
Y vy I,"
< 4
y=2x+1 </ F

10.1. abra 1. a) példa

10.3. &bra 1. c) példa
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10.4. 4bra Hogyan mozgassa a
mester a kardjat, hogy az 1. pél-
dahoz tartoz6 abrakon lathato kép
rajzolodjon ki a sikon?
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e 2 02ldz Adott az alabbi két ponthalmaz:
(i A={(xy)|xe Rye R|x| <3},

B={(xy)|xe R,ye R,|y|<3}.

eone

i Abrazoljuk a koordinata-rendszerben a kévetkezé ponthalmazokat!

a) AUB b) ANB c¢) (A\B)U(B\A)

Megoldas:

¢ Az A ponthalmaznak olyan P(x;y) pontok felelnek meg, amelyek x ko-
: ordinataira fennall, hogy —3 < x < 3, és y koordinitaja tetszdleges. Az
ennek megfelel ponthalmaz az x = 3 és az x = —3 egyenesek altal hata-
¢ rolt tartomany, melyet a 10.5. abran jel6ltlnk.

y=- : x=+-3 X$3
: =

e
N
L7

>y
=]
>

10.7. dbra AUB e

y=-

10.5. dbra A halmaz 10.6. abra B halmaz
D(-3;3) A(3:3)

A B ponthalmaznak olyan Q(x;y) pontok felelnek meg, amelyek y koor-
—» - dinataira fennall, hogy —3 <y < 3, és x koordinataja tetsz6leges. Az en-
nek megfeleld ponthalmaz az'y = 3 és az y = —3 egyenesek altal hatarolt
C(-3-3) B(3-9) tartomany, melyet a 10.6. abran jel6ltink.

a) A két halmaz unidja pedig azon pontok halmaza, melyek legalabb az
egyiknek elemei. Igy a keresett ponthalmaz a 10.7. &bran besatirozott
rész, egy ,,végtelen kereszt”.

10.8. &bra ANB

b) A két halmaz metszete azon pontok halmaza, melyek mindkettének
: elemei, igy az A(3;3), B(3;-3), C(-3;-3) és a D(-3;3) csticsokkal ren-
¢ delkezd négyzet pontjai, melyet a 10.8. abran jeldltiink.

>
Il
|
<
w
oo

¢) Az A\B azon pontok halmaza, melyek az A halmaznak elemei, a
B-nek viszont nem. Ez alapjan az 10.5. abran besatirozott részbdl ki kell
: venni a b) részbeli négyzetet. Hasonlo megfontolasok alapjan a B\A

halmaz esetén a 10.6. abran besatirozott részbdl ki kell venni a b) rész-
¢ beli négyzetet. fgy a két halmaz uni6ja a 10.7. dbran szereplé kereszt a
¢ belsé négyzet nélkiil. (10.9. dbra)
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%’ 5, 04lds Az el6z6 feladatok alapjan adjuk meg azon pontok
i "halmazat, melyeket a 10.10. és a 10.11. abrakon besatiroztunk! ;

&

(=)

~
oo

; Fiiggvények

4

Egyenlatlen-

‘ 1 X 0] 1 X ségek

10.10. &bra 3. példa 10.11. 4bra 3. példa 10.12. abra Ha a 3. példa megol-
i ¢ dasait is megértettik, batran neki-
Megoldas: ¢ lathatunk az alabbi feladatoknak

a) Azon P(x;y) pontok, melyek koordinatajara fennall, hogy :
—X—3<y<—x+2. Ezt megadhatjuk a halmazelméletbdl mar jol is- :
mert és az el6z6 feladatban hasznalt jelolésekkel is:

A={(x;y)|xeR, ye R, —x-3<y<-x+2}.
b) Azon Q(x;y) pontok halmaza, melyek koordinatéira teljesiil, hogy
|x| <4 és |y|23. Halmazelméleti jelolésekkel:

B={(x:y)[xeR, yeR, |[x<4, |y|23}.

1. Abrazoljuk a koordinata-rendszerben azon pontok halmazat, amelyek megoldasa az alabbi egyenld-
ségeknek! Fogalmazzuk meg szavakkal a koordinatak kozotti 6sszefliggéseket!
a)y=3x-2 b)x-2y=-4 c)2x+y=-1 d)3x+2y=6
2. Abrézoljuk a koordinata-rendszerben azon pontok halmazat, amelyek koordinatéira teljesiilnek az
alabbi &llitasok! irjuk le matematikai jelekkel a koordinatak kozotti 6sszefiiggéseket!
a) Az ordinataja harommal nagyobb az abszcisszaja ellentettjénél.
b) Az ordinataja az abszcisszajanal kettdvel kisebb szam felével egyenld.
c) Az abszcisszajanak a fele hArommal nagyobb az ordinatajanal.
d) Az ordinatajanak a harmada eggyel kisebb, mint az abszcisszajanak a kétszerse.

3. Abrazoljuk a koordinatasikon azon pontok halmazat, amelyek megoldasa az alabbi egyenlStlensé-
geknek!
a) y<2x b) -—x+4<y C) X—3<y<x+2

4. Adott az alabbi két halmaz:
A={(xy)|xe R, yeR,|x <5}, B={(xy)|xe R, yeR,|y|<2},

X <6,y 34}.

Abrazoljuk a koordinatasikon az alabbi halmazokat!
a) AUB b) ANB c) A\B d) B\A e) ANB f)

>
v9)
°
°
°
°
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5. Adjuk meg azon pontok halmazat, amelyeket az aldbbi abrakon szemléltettiink! (10.13., 10.14. és
10.15. 4brék)

VA VA y A
R
i i
dh Shem
0] 1 X R X
i |
1 1
L LIl
10.13. abra 5. példa 10.14. 4bra 5. példa 10.15. abra 5. példa

6. Tekintsik a koordinatasikon az A(-5; -5), B(5; -5), C(5;5) és D(-5;5) csucsok &ltal meghatarozott
négyzetet! Hany darab olyan téglalap van, amelynek cstcsai ezen négyzetben levo racspontok koziil
valok és oldalaegyenesei racsegyenesek? Ezek kozott hany négyzet van?

7. Hany darab olyan négyzet van, amelynek csucsai az el6z6 feladatbeli racspontok, és az oldalegyenesei
nem feltétleniil racsegyenesek?

8. Egy pont uigy mozog a koordinata-rendszer origdjabol kiindulva, hogy el6szor megtesz egy egység
utat, aztan erre merdleges iranyban két egység utat, majd megint elfordul 90°-ot, és megtesz harom
egység utat s igy tovabb, mig végiil visszajut az origdba a kiindulasi iranyra merblegesen. Rajzol-
juk meg a legrovidebb ilyen utat! Mekkora ezen ut hossza?

[0
i _ DEDIog

0] mnfu

Leee. 10.16. dbra Ismét vége egy nehéz napnak, amely utan jolesik a pihenés
.. L]
154 °

Q
»
)
)
—»
° °
° °
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EOMELna;

-

1. Terelen
£

1.1. dbra Thalész
(Kr. e. 624-546)

1.2. abra Bolyai Janos (1802—
1860) és Bolyai Farkas (1775—
1856) szobra Marosvasarhelyen

Sern ool 7 ERTER
& forwiit cbdd ed;dg#z
plH ts e Fer77t sl
Sorpeds A c/w7/m ‘
larnatfrak /W
1.3. abra Bolyai Janos levelének

részlete apjahoz, Bolyai Farkas-
hoz
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ekitolcsonoSelyZET PSR

‘, 4 " Bizonyos nagyon egyszer(i szamfogalomra mar tobb ezer év-
vel ezelott élt dseinknek is sziikségiik volt. Amikor azonban
a Tigris és az Eufratesz folyok mentén pezsgébb gazdasag alakult ki,
ugrasszeriien megnétt a szamolni tudas igénye és becsiilete. Ebbdl
az 1d6bol mar nemcsak egyszerii szamolasok nyomaira bukkantak a
torténészek. Megjelent a geometria csiraja. Ez kezdetben csak a mér-
tékek kiszamitasara szoritkozott: keriilet-, teriilet-, térfogatszamitasi
képleteket allitottak eld, melyek nem voltak ugyan minden esetben
pontosak, de az akkori sziikségleteket kielégitették. Ezt kovetden
évszazadokon keresztiil beérték hasonld (vagy legalabbis hasonlo
jellegli) matematikai tudassal. Ebben az id6szakban eleve természe-
tesnek tartottak az alapvetd fogalmak kozotti 6sszefiiggéseket. Tha-
1ész volt (Kr. e. kb. 600 évvel) az els6 ismert gondolkodo, akiben
folmeriilt a bizonyitas igénye ezekkel az ,,ismert” osszefiiggésekkel
szemben.

A kovetkez6 harom évszazadban Thalészhez hasonloan egyre in-
kabb megprobaltak az alapokbol kiindulva szigortian logikai alapon
felépiteni a geometriat. Majd Kr. e. 300 évvel Eukleidész 6sszealli-
totta Elemek cim{i miivét, amelyben az addig felhalmozott tudas va-
16ban teljes kovetkezetességgel szerepelt. Az els tudomanyos igény-
nyel felépitett, logikailag kikezdhetetlen rendszer. Altalanositani is
csak 2000 évvel késdbb tudta egy bator magyar matematikus, Bolyai
Janos a minddssze 30 oldalas Appendix cim{ miivében, mely forra-
dalmasitotta a matematikat. (Ezzel egy id6ben hasonlo eredményekre
jutott Lobacsevszkij orosz matematikus is.)

Osszegezve: annak a gondolkodasnak, amelyet ma és immar
tobb mint 2000 éve matematikai gondolkodasnak neveziink, a geo-
metria volt a taptalaja az dkori gorog tudosok koraban.

A kozépiskolas geometriaanyag ennek az eukleidészi tudasnak
egy picike részét tartalmazza. S mivel még az egyetemi matematika-
kurzusokon is gyakran nehézséget okoz Eukleidész gondolatmene-
tének pontos kovetése, ezért mi ezzel meg sem probalkozunk.

Ehelyett probaljuk rendszerezni eddigi ismereteinket, és néhany
esetben bizonyitassal is foglalkozunk. Vagyis — a Thalész el6tti ma-
tematikusok mintdjara — az ,,ismert” alapvetd Osszefiiggésekbdl le-
vezethetd Gjabb Osszefiiggéseket (tételeket) bizonyitunk.

Eddigi tanulmanyaink alatt mar megszokhattuk, hogy sok olyan termé-
szettudomanyos kérdéssel talalkozunk, ahol kisebb-nagyobb testeket
pontként kezeliink. Pl. egy tirhajot a F6ldhoz viszonyitott mozgédsanak
leirasa soran, vagy akar az egész Foldet a Nap koriili keringésének vizs-
galatakor, esetleg egy vodor maltert, amelyet fol kell hiizni az épitkezés
negyedik emeletére. Természetesen megforditva, ha azt kérdeznék to-
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liink, mi jut esziinkbe a pontrol, akkor valdsziniileg egyik el6z6 példat
sem emlitenénk. Ez természetes, hiszen hosszu évek alatt eljutottunk az
elvonatkoztatasnak arra a fokara, amikor mar nem akarunk feltétleniil
targyakat megfeleltetni egy-egy geometriai fogalomnak.

Probalhatjuk koriilirni, mi is az a pont, egyenes, sik, de ezeket
még a matematika is alapfogalomnak tekinti, amely mas, egyszeriibb
fogalmakra mar nem vezethetd vissza. Ugyanigy csak rokon értelmii
szavakat tudunk mondani az illeszkedés helyett (rajta van, eleme). Ezt
is alapfogalomnak tekinti a matematika.

A pontokat nagybetiikkel, az egyeneseket kisbetiikkel szoktuk je-
161ni.

Ha egy P pont illeszkedik egy e egyenesre, akkor azt igy jeloljik:
Pee. (1.4. abra)

Ekkor a P pont az e egyenest két félegyenesre bontja.

Ha a P pont nem illeszkedik az e egyenesre, annak jele: P ¢ e.
(1.5. abra)

Az e és az f egyenes lehet parhuzamos (egy sikban fekszenek és
nincs k6zos pontjuk): e|| f (1.6. abra); vagy lehet metszo (1.7. abra). Ek-
kor a metszéspontot igy jeldljiik: e f ={M}, de a geometridban gyak-
ran lehagyjuk a halmazjelet, és csak az e[ f =M jel6lést hasznaljuk.

Az egyenest két pontja (P és Q) harom részre bontja: két félegye-
nesre és egy szakaszra. (1.8. abra)

Egy pontbdl kiindulo két félegyenes a sikot két tartomanyra bontja.
Ezeket szogeknek nevezziik. A két félegyenes kozti iv berajzolasaval
tehetjiik egyértelmiivé, melyik szogre gondolunk. A két félegyenes ko-
z0s kezdépontjat (a P pontot) a szog cslicsanak nevezziik. A szogeket
leggyakrabban a gorog abécé kisbettiivel jeldljik: a, S, y, o stb.

De az is gyakran el6fordul, hogy mindkét szogszaron adott egy-
egy pont, és ezek segitségével irjuk le, melyik szogre gondoltunk. Itt pl.
APBX. (K6zépen mindig a szog csucsat jelold betii all.) (1.9. abra)

A szogek nagysagat tobbféleképpen is szoktdk mérni. Mi eddig
csak a fokmértékkel talalkoztunk. Azt a szdget, melynek két szara egy
egyenesbe esik, ¢és ellenkezd iranyba mutat, egyenesszognek nevezziik.

Torténeti okokbol Ggy valasztjuk meg az egyenesszog mértékét,
hogy az 180° legyen. Ezek utan az egyenld szogek mértékéiil ugyanazt a
szamot valasztjuk, egyébként pedig egyenesen aranyosan rendeljiik hoz-
74 a szogek fokmértékét a szogek nagysagahoz. igy pl. az egyenesszog
felének (a derékszdgnek) 90° a mértéke, az egyenesszog kétszeresének
(a teljesszdgnek) 360° a mértéke. Jeldljiik a-val a sz6g nagysagat!

AR

nullszdg hegyesszog derékszog tompaszog egyenesszog
o=0° 0° <o <90° a=90° 90° < o < 180° a=180°
Konvex szigek

1.12. dbra Konvex szdgek
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e P
14.4braPece
P
. o
15.4braP ¢e
_

—/

1.6. dbraellf

1.7. 4bra eNf=M

p szakasz Q

1.8. &bra Szakasz

1.9. abra APBx

180°

1.10. dbra Egyenesszog

1.11. &bra Pisai ferde torony
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EOMELna;

teljesszog
180° < o < 360° o =360°

Konkév szdgek

1.13. dbra Konkav szégek

Eredet s20g Altaldnos iskolaban mar tanultunk alapveté szerkesztési lépéseket.

@ A szogekkel kapcsolatosak pl. a kovetkezok.

A Sz6gmasolés: egy adott szoget szeretnénk atmasolni egy 0j helyre.
(1.14. abra)
Felvesziink egy félegyenest: az 0j szog egyik szarat. Ennek kezdo-
pontja az 0j szog csucsa (P).
A masolni kivant szog csucsa koré rajzolunk egy korivet. (Ez a két
szOgszarat az A és a B pontban metszi.)
Ugyanekkora sugarral rajzolunk egy korivet a P pont koré. (Ez a C
pontban metszi az 01j szog felvett szarat.)
A C kdzépponti AB sugaru korivvel elmetssziik az elébbi korivet. (Ez
lesz a masik szogszar egy D pontja.)
Meghtizzuk a P kezd6ponti D-n atmend félegyenest. Ez lesz az 0j
sz0g masik szara.

Szogfelezés: adott szoget felezziink meg egy félegyenessel, az n.
szogfelezovel. (1.15. ébra)
A sz0g P cstcsa koré rajzolunk egy tetszdleges sugart kort. Ez a két
szogszarat az A, illetve a B pontban metszi.
A és B kozépponttal tetszdleges, de egyenld sugaru koriveket rajzo-
lunk. Ezek metszéspontja K.
1.15. dbra Szdgfelezés AP pontbdl kiindulé és K ponton athalado félegyenes a szogfelezo.

By

1.16. 4bra 1. példa Megoldas: | |
A szerkesztést a sz0gmasolas segitségével tudjuk megoldani.

Folvessziik a két adott szdget, majd a S szdget atmasoljuk ugy, hogy csu-
csa egybeessen az o szOg csicsaval, és egyik szara is egybeessen az o sz0g
egyik szaraval, masik szara pedig o sz0g belsejébe essen. (1.16. abra)

90° . fene
mh Merdéleges egyenes szerkesztése:

P a Szerkessziink egy megadott egyenesre merdlegest adott ponton at!

1.17. abra Ha a pont illeszkedik Ha az adott pont (P) a megadott egyenes (€) egy pontja, akkor tekint-
az egyenesre hetjiik tigy az egyenest, mint egy 180°-os szoget, amelynek csticsa az
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adott pont. Ekkor az egyenesszog felezésével megkaphatjuk a P csu-
csu 90°-os szdget, amelynek egyik szara az e egyenesre illeszkedik.
Masik szara lesz tehat a keresett merdleges. (1.17. abra)

Ha az adott P pont nincs rajta az adott e egyenesen, akkor mas mod-
szert kell valasztanunk. Vegyiink egy P kozéppontt, akkora sugart
korivet, hogy két helyen metssze az e egyenest! A metszéspontok ko-
riil mint kézéppontok koriil rajzoljunk ugyanekkora sugaru koriveket.
Ezek az egyenes tiloldalan metszik egymast (Q). Kossiik dssze P-t és
Q-t, ez lesz a P-n at az e egyenesre bocsatott merdleges. (1.18. abra)

!f{ J, p4ld Az 1.19. abran lathatd médon van megadva a P
: pont és az AB szakasz. Szerkessziink merdlegest a P pontbol az AB
i szakaszra! :

Megoldas:

Az AB szakasz akarmelyik pontjat kdtnénk is 6ssze a P ponttal, nem
kapnank a szakaszra meréleges egyenest. De ez nem jelenti azt, hogy
nincs is! A megoldas kulcsa, hogy egy egyenes ¢és egy szakasz (vagy
akar két szakasz) igy is lehet merdleges egymasra, ha nem metszik
egymast. Hizzuk meg az AB szakasz egyenesét! Majd erre az egyenes-
re allitsunk merdlegest a P pontbdl az ismert mdédon! (1.20. abra)

Jlesr Szerkessziink 112,5°-0s szoget!

Megoldas:
Az egyenesszog felezésével 90°-0s sz6ghoz jutunk. Mivel a 112,5° na-
gyobb a 90°-nal, igy azzal folytathatjuk a szerkesztési eljarast, hogy a

=135°-0s

90° és a 180° kozé esd szoget felezzitk meg. fgy 90°+ 92

szO0ghoz jutunk. A 112,5°-0s szog az eddigi szogeink koziil a 90°-o0s és

a 135°-0s kozé esik. Probalkozzunk most ennek a szognek a felezésé-
o

> =112,5°-0s szoget

vel! Szerencsénk van, hiszen igy éppen 90°+

kapunk. (1.21. abra)
(Megjegyezziik, hogy nem tudjuk barmelyik szoget véges sok 1épésben
szogfelezésekkel megszerkeszteni.)

E’-{ 2b, 0l Figyeljiik meg az 1.22. abran lathato képet, és ke- :
 Tessiink rajta egyenld nagysagu szogeket! :
Megoldas:

A silécek nyoma helyett vehetiink egyszeriien két-két parhuzamos
egyenest ugy, hogy az egyik par egyenes metszi a masik part. Ezen az
abran az egyenld szogeket egyforman jeloljik.
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1.18. 4bra Ha a pont nem illesz-
kedik az egyenesre

Pl
A B

1.19. &bra 2. példa

P

1.20. dbra 2. példa megoldasa

N

1.21. 4bra 3. példa megoldasa

1.22. &bra Silécek nyomai a hoban
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EOMELna;

Az 1.23. bran a parhuzamos szar( sz6gek minden fajtajat megfigyel-
hetjikk. Az a nagysagi szogeket beszamoztuk. (A tovabbiakban a sor-

@a szdmukkal hivatkozunk rajuk.)
B 9\ Egyallasu szdgek (a szaraikat alkotd félegyenesek parhuzamosak és
@a egy iranyba mutatnak): az 1., a 3., az 5. és a 7. De ugyanigy egyallast
\6 szogeka?2.,a4.,a6.ésa8.
%\ Valt6szogek (a szaraikat alkotd félegyenesek parhuzamosak, de paron-
a ként ellenkez6 irdnyba mutatnak): az 1. szognek véltészége a2.,ad,
a 6. és a 8. De a 3. szognek is ugyanezek a valtészogei. (Es az 5.-nek
1.23. abra Parhuzamos szar( meg a 7.-nek is.) Ugyanigy a 6.-nak pedig a paratlan sorszamuak a val-
szdgek toszogei.

Csucsszogek (olyan valtoszogek, amelyeknek a cstcspontjai egybees-

nek, igy a szarai is egy egyenesbe esnek): az 1. és a 2. szog alkot egy

csucsszogpart, valamint a 3. szognek is csucsszoge a 4. szog, de csucs-

szogek az 5. és a 6., valaminta 7. és a 8. is.

Az eddig felsorolt szogparokat alkotd szogek nagysaga mindig egyenld.
egyallasu szogek & & & gysag gcey

Mellékszdgek (a két szog csucsa egybeesik, az egyik szaruk egybeesik,

is a masik szaruk is egy egyenesbe esik, de ellenkezd iranyba mutat): az 1.

szognek mellékszoge a két mellette 16vO f szog mindegyike. A mellékszo-
gek mindig 180°-ra egészitik ki egymast, vagyis a két szog 6sszege 180°.

Tovabbi specialis szogparoknak is szoktunk még nevet adni, de ezek

valtoszogek . : o
mar nem parhuzamos szarl szogek.
Ha két szog Osszege egyenesszog, akkor azokat kiegészit6é szogeknek
nevezziik.
Ha két szog Osszege derékszog, akkor azokat potszogeknek nevezziik.
Olykor talalkozunk olyan szogekkel is, melyek szarai paronként merd-
S legesek egymasra. Ezeket merdleges szard szégeknek nevezziik.
csticsszogek

> a

mellékszogek

/‘K @ g
\ 1.26. 4bra Ha egy hegyesszog és

P egy tompaszOg szarai paronként
B 1.25. dbra Merbleges szarGi he-  merdlegesek egymasra, akkor a két
gyesszogek egyenlok egymassal szog 180°-ra egésziti ki egymast

1.24. 4bra Nevezetes szogparok .
Két metsz6 egyenes a sikot négy részre bontja. A keletkezett négy szog

koziil ketté-kettd cstcsszog, igy azok egyenlék. Ha nem mind a négy
szog egyenld nagysagu, akkor a keletkezett szogek koziil a kisebbeket
nevezziik a két egyenes hajlasszogének vagy roviden szogének. (Ha mind
anégy szog egyenld nagysagu, az csak tigy lehet, ha ezek mindegyike de-
rékszog, ekkor a két egyenes hajlasszoge is derékszog.)
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"'\'_.'r- :
K;:ﬁ, 9,04l Mekkora az a szog, amelynek kiegészitd szoge

i 4-szer akkora, mint maga a szog?

Megoldas:
Jeloljik a keresett szoget a-val! A kiegészité szoge 4-szer akkora,
tehat 4a. Ugyanakkor tudjuk, hogy egy szog és kiegészitd szogének

Osszege egyenesszOg, vagyis a +4a =180°. Innen 5a =180°, végiil da 7o

a =36° kovetkezik. A keresett szog tehat 36°-os, kiegészitd szoge
180°—36° =144°, ami valoban négyszerese a 36°-nak. 1.27. dbra 5. példa

4,04l Egy hegyesszog potszoge 20°-kal kisebb maganal
i sz0gnél. Mekkora ez a szdg? :

Megoldas:

A keresett szoget jeloljiik a-val. Potszoge a megadott dsszefiiggés sze-
rint o —20°. Mivel tudjuk, hogy egy szog ¢és pdtszogének dsszege de-
rékszog, folirhatjuk a kovetkezd egyenletet:

o+a—20°=90°,
20 =110°, Q

a =55°. AN\
A keresett hegyesszog tehat 55°-os. Potszoge 90°—55° = 35°, ami va-
l6ban 20°-kal kisebb a szdgnél. 1.28. dbra 6. példa
1. Hany fokos az a hegyesszog, amely kétszer akkora, mint a potszoge?
2. Egy szognek és mellékszogének aranya 3 : 2. Mekkora ez a sz6g?
3. Szerkessziink 45°-o0s szoget!
4. Adott a sikon egy 131°-0s szog és egy P pont. Allitsunk merélegest a P pontbol az adott sz6g mind-

két szaranak egyenesére! Mekkora szdget zar be egymadssal az igy kapott két félegyenes? Hany
megoldas van?

5. Mekkora a 38°-0s szdg potszogének a potszoge?
6. Hany fokos az a konvex szog, amely 70°-kal nagyobb a kiegészité szogénél?
7. Vegyiink fel egy tetszOleges hegyesszoget! Szerkessziik meg
a) a mellékszogét; b) a potszogét!
8. Mekkora az a szog, amely egyenld a mellékszogével?
9. Adott a sikon két konvex szog. Szerkessziik meg a két szog Gsszegét!
10. Az a és a f merdleges szara szogek. Mekkora lehet a f sz0g nagysaga, ha
a) a=63% b) o =90°; c) a =135
Hany megoldas van az egyes esetekben?
11. Ot kiilonboz6 szdget nagysag szerint sorba rendeztiink. Hany fokosak lehetnek ezek a szogek, ha
mindegyik 20°-kal nagyobb, mint az el6tte allo, és egyiitt teljes szoget alkotnak?
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A sokszdgek csticsait nagybetiikkel szoktuk jeldlni. Az oldalait pedig
vagy kisbetiikkel jeloljiik (pl. a, b, ¢) vagy az oldal végpontjainak segit-
ségével (pl.: KL vagy TS). Mindkét jeldlést hasznaljuk az oldal hossza-
nak a jelolésére is. Minden sokszognek annyi szoge van, ahany csucsa,
¢és ahany oldala. A 2.1. abran 1év6 haromszogre a cstcsai alapjan ABC
haromszog néven hivatkozhatunk. Ugyanigy a négyszog: KLMN négy-
sz0g, és az abrazolt 6tszog: PQRST 6tszog.

ABC héromszog

X N N ; P . s
\QH%.’.. |, 04l Az 2.1. abran lathato ABC, KLMN és PQRST sok- :

1'sz0g egy-egy szobanak az alaprajza. Két gyerek szeretne elbdjni :
i egymés eldl valamelyik szobaban. Melyikben tudjék ezt megtenni?

KLMN négyszog Megoldas:
S Csak a PQRST 6tszog alapu szobaban tudnak elbijni egymas eldl. Hi-
v szen a masik két alaprajz barmely pontjabol latszik annak barmely ma-
sik pontja.
Usilnfdd  Haegy ponthalmaz barmely pontjat barmely masik
T pontjaval 6sszekotd szakasz minden pontja eleme a ponthalmaznak, :
 akkor a ponthalmazt konvexnek nevezziik. ]

...................................................................................................

PQARST 6tszog
2.1. abra Sokszogek

..............................................................................................

Usilgfdd A nem konvex sikidomokat konkav sikidomoknak :
= nevezzuk. :

...................................................................................................

b 2 D20 Rajzoljuk le a 2.1. dbran lathato sokszogeket, €s
 rajzoljuk be, hogyan lehet eljutni a lehetd legrovidebb Gton egy-egy :
i sokszog valamelyik csticsabdl a tobbi nem szomszédos csucsba!l '

Megoldas:
A haromszognél csak szomszédos csucsok vannak, tehat itt nincs ilyen
0sszekoto szakasz.

. Vegyiik észre, hogy a konkav 6tszognél a P cstccsal nem
szomszédos példaul az S csucs, igy meg kell huznunk az eze-

ket 0sszekoto szakaszt akkor is, ha ez teljes egészében az 6tszogon

kiviil halad! (A QS szakasz sem halad végig az 6tszog belsejében.)

2.2. abra Atlok
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A 2.2. abrara pillantva rogton lathatjuk, hogy az imént éppen a két sok-
sz0g atloit rajzoltuk meg.

i Dailnfdd  Kossik 0ssze egy sokszog két nem szomszédos :
T csucsat egy szakasszal! Az ilyen szakaszokat a sokszog atldinak ne- :

...................................................................................................

Megoldas:
A jobb attekinthet6ség érdekében rajzolhatunk konvex nyolcszoget.
Gyorsan észrevehetjiik, hogy itt mar vonalzoval készitett abran sem
konnyl 6sszeszamolni az atlokat.
]
% Vegyiik észre, hogy egy csticsbol harom csticsba nem hiizha-
: tunk atlot: pl. az A csticsbol magéaba az A-ba, valamint a két
vele szomszédos cstcsba, a B-be és a H-ba! Igy minden csticsbél
8 -3 =5 4tl6 hiuzhato.

De azt is vegylik észre, hogy ha minden csucsbol meghtiznank
mind az 6t atlot, akkor minden atlot pontosan kétszer szamolnank!
(P1. lasd az A-bol a C-be és a C-bdl az A-ba huzott atlot.)

Mivel minden csticsbol 5 atlot huztunk, és 8 cstics van, igy 8-5=40
atlo lenne. De mindegyiket duplan szamoltuk, igy 40:2 =20 atloja

van a nyolcszognek.
‘:“2\

Az elébbi példa gondolatmenetét megismételhetnénk akarhany oldala
sokszogre. Igy megallapithatjuk a kovetkez6 tételt.

............................................................................................

: Az 1 oldalt sokszdg 4tloinak szama:

n»(n—S).

...................................................................................................

Megoldas: :
Jeldljik a sokszdg oldalainak szamat n-nel! Ekkor tudjuk, hogy az :

n-(n-3) n-(n-3)
=44 egyenletet kell

atloinak szama: , vagyis az

megoldanunk. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 2-vel, majd

vonjunk ki mindkét oldalbol 88-at:
n-(n-3)-88=0.
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: 2.3. dbra Az egy csticsbol hiizha-
¢ 10 atlok szama §-3=5

2.4, abra Hanyféle sokszoget lat-
hatunk a képen?
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EOMELna;

A zérdjel felbontasa utan probalkozzunk szorzatta alakitassal!
n’-3n-88=0
(n+8)-(n-11)=0
A szorzat csak ugy lehet 0, ha legalabb az egyik tényezdje 0, azaz
n+8=0 vagy n-11=0.
Az elso 0sszefiiggésbol n-re a negativ —8 értéket kapnank, ami nyilvan
nem lehet egy sokszog oldalszdma. A masodik &sszefliggésbdl viszont
n =11-et kapunk, ami mar lehet egy sokszog oldalszama.

Ellendrizziik megoldasunk helyességét! A 11 oldalu sokszdgnek

% = 44 atloja van.

Tehat a sokszog 11 oldali.
2.5. dbra Probalkozzunk!

Elevenitsiik fol azt is, amit a haromszogek, sokszdgek belsd és kiilsd
A szogeirdl tanultunk!

w Dzilni<dd  Egy sokszog belsé szogének neveziink egy olyan
B ' - szoget, amelynek csucsa a sokszdg egyik cstcsa, két szara pedig a :
sokszognek ebbdl a csticsbol kiinduld két oldalat tartalmazza. (Oly—

kor a belsd szog helyett csak szoget mondunk.)

...................................................................................................

Minden sokszdgnek annyi belsé szoge van, ahany cslicsa.

Amint a 2.6. abran is latszik, a tobboldalu sokszogek egy-egy belsd
szogének nagysaga 0° és 360° kozott barmi lehet. Konkav sokszdgnek
van konkav (vagyis 180°-nal nagyobb) szdge is, konvex sokszdgnek
csak konvex szdgei vannak. A haromszdgek belsé szdgei nem lehetnek
nagyobbak 180°-nal. Ez 6sszhangban van azzal az Osszefiiggéssel is,
amit mar altalanos iskolabol jol ismeriink.

.............................................................................................

Bizonyitas:
Ennek igazolasahoz hasznaljuk a szogparokrol tanultakat! Az ABC ha-
romszog C csucsan til hosszabbitsuk meg az AC oldalt, €s a C csucson
at huzzunk parhuzamost az AB oldallal a 2.7. abran lathat6 modon! Az
o és az a' egyallasu szogek, tehat a = a'.

A [ és a f’ valtoszogek, igy f = ' A C csucsnal pedig o', ' és y
egyenesszoget alkot, vagyis o'+ B’ +y =180°, igy o+ B+y =180°

is teljestl.

= . 9,02l Egy haromszog két belsd szogének nagysaga 23°
¢s 71°. Allapitsuk meg, mekkora a haromszog harmadik szoge, és
i mekkora ennek a harmadik szognek a mellékszoge! ’

164

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 164 2012.06.25. 14:37:14



Megoldas:

Legyen a két megadott szog a haromszog a és f szoge! Tudjuk, hogy
o+ f+y =180°.

Ezért y =180°—(a + ) =180°—(23°+71°) =180°—94° = 86°.

A haromszog harmadik szdge tehat 86°.

Ennek a 86°-os szognek a mellékszoge ezt a szoget 180°-ra egésziti ki.
Igy a harmadik szog mellékszoge 180°—86° = 94°-0s. :
&
;;% Vegyiik észre, hogy a y mellékszdge éppen az a és a f szogek
: Osszegével egyenld! Ez a 2.7. dbra alapjan természetes.

Dailnicdd A haromszog barmely belsé szogének mellékszo- : :
ét a haromszog Kkiilsé szogének nevezzik. :

: nem mellette fekvd belsd szogének dsszegével:
Yiass =2+ B, Bas=a+y € au,=p+7.

...................................................................................................

: ¢ 2.8. &bra Bels6 és kiils6 szogek

WY v b it og ‘k lat
ii’ 9, 04l Egy haromszog két belsd szogének nagysaga 58° 5 : apesotata

i s 37°. Szamitsuk ki, hogy mekkora a haromszog harom kiils6 szo- :
i gének dsszege! Vizsgaljuk meg, hogyan fiigg a végeredmény a meg- :
i adott sz6gek nagysagatol! '

Tétel A haromszog barmely kiilsé szoge egyenlé a két c W‘X

Megoldas: :
Jeldlje a az 58°-0s szoget, f a 37°-0s szoget, y pedig a haromszog har- :

madik szogét! (2.9. abra) :

Az o kiilsd szoge: o, =180°—a =180°—58° =122°. B Q

A kiils6 szoge: P, =180°— B =180°-37°=143°, :

Ay kiilsé szoge pedig: ¥, =0+ =58°+37°=95°, sy \ N
A harom kiils6 szog 6sszege: 122°+143°+95° = 360°. C NN

A feladat masik részének megoldasahoz irjuk fol altaldnosan a harom : ) )
¢ 2.9. abra 6. példa

kiils6 szog 0sszegét!
akulso + ﬁkulso + ykulso = (1800—(1) (1800 ﬁ) (a + ﬂ) = 3600

Azt az eredményt kaptuk, hogy a megadott szogek nagysagatol ﬁlgget—
leniil mindig 360° az &sszeg. :

...........................................................................................

...................................................................................................
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Megoldas:

A problémat visszavezetjiik a haromszogek belsé szogeinek dsszegérdl
tanultakra. Rajzoljuk meg a hétszog egyik cstcsabol kiinduld dsszes at-
lot! (2.10. abra) Ha sorban haladunk az atlok megrajzolasaval (AC, AD,
AE, majd AF), akkor egy-egy atl6 megrajzolasakor mindig egy-egy 1j
haromszog keletkezik a hétszog belsejében. Az utols6 (negyedik) atld
behuzasakor pedig egy 6todik haromszog is.

I Vegyiik észre, hogy az 6t haromszog minden belsé szdoge
hozzajarul a hétszog belsé szogeinek dsszegéhez, €s éppen
ki is adjak ezt az 6sszeget! Igy megallapithato, hogy a hétszog belso

2.10. abra Konvex hétszog szogeinek sszege 5-180° = 900°.

Az elébbi gondolatmenetet hétszog helyett tetszdleges oldalszamu kon-
vex sokszogre is megismételhetjiik.

Az n-oldali konvex sokszog egy csticsabol n—3 4tlo huizhato, ezek-
kel n—2 darab haromszdgre bontjuk fel a sokszdget. Ezen haromszogek
mindegyikének Osszes szogdsszege éppen a sokszog belsd szogeinek
Osszegét adja. Tehat igaz a kdvetkezo tétel.

Bebizonyithato, hogy ez az dsszefiiggés konkav sokszogekre is érvé-
nyes.
Foglaljuk tablazatba a legkevesebb oldali sokszogek belso szogei-

2.11. & Itt is (5-2)-180° 1- .. Rt (o L .
dbra It is (5-2)1180° a be nek dsszegére és atloinak szamara vonatkozo ismereteinket!

S6 szogek Osszege

Sokszog oldalszama  Bels6 szogek 6sszege Atlék szdma
(n-3

n (n—2)-180° m(n-3)
2

3 180° 0

4 360° 2

5 540° 5

6 720° 9

2.12. dbra Hany teremér kell abba , . , , . .
a kiéllitéteremg ¢, amelynek ilyen A haromszdgekhez hasonloan barmely konvex sokszognek értelmez-

az alaprajza? hetjiik a kiils6 szogeit.

166

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 166 2012.06.25. 14:37:38



w Dgilnf<do A konvex sokszog egy belsd szogének mellék-
+ sz0gét az adott szog Kiilsé szogének nevezziik.

...................................................................................................

_ 4,04l Mekkora egy n-oldali konvex sokszog kiilsd szo-

"geinek dsszege? /2 <7
Megoldas: v

Adjuk 0ssze az Osszes belsé és kiilsé szoget!

Ez egyrészt n-180°, hiszen a sokszdg minden cstcsanal 180°-ra egé- Q

sziti ki egymast a belso és a kiilsé szog. (2.13. abra) Masrészt: a kiilsé
szogek Osszege + a belsd szogek Osszege = a kiils6 szogek Osszege +
(n—2)-180°.

Ezért a kiilsé szogek dsszege = n-180°—(n—2)-180° =
=n-180°-n-180°+2-180° = 360°.

Vagyis azt a meglepd tényt kaptuk, hogy akarhany oldalii konvex sok-
szognél a kiils6 szogek dsszege 360°.

2.13. 4bra 8. példa

9, 04l Egy tizszogrol tudjuk, hogy minden szoge egyenld :
i Nagysagli. Mekkordk ezek a szogek? 5
Megoldas:
1. modszer:
A tizszdg belsé szogeinek Osszege (10—2)-180°=8-180°=1440°.
Mivel minden szdge egyenld nagysagu, ezért egy-egy szoge:
1440°

=144°-0s. (2.14. abra)

2. modszer:
Ha minden szdg egyenld nagysagu, akkor ezek csak konvex szogek
lehetnek, igy a tizszog kiils6 szogeinek dsszege 360°. A kiilsd sz0- : 2 14 abra Egy tizszog
gek nagysaganak is egyenlének kell lennie, igy egy-egy kiilsé szoge:
360°
10

180°—36° =144°.

=36°-0s, vagyis a belsé szdgek nagysaga ennek mellékszoge:

.‘If{ 10, vald Egy négyszog szégein,ek az aranya (egy meghata-
: rozott koriiljarasi sorrendben) 5:3:4:4. Allapitsuk meg, mekkorak a :
i négyszog szogei! :
Megoldas:

Az aranyt ismerve folirhatjuk a négyszog egyes szogeit az alabbi modon:
a=5,, P=30a, y=4a, és 6=4a,. Ezek 0sszege 360°. Vagyis
50, +3a, + 40, +4a, =16a, = 360°, ahonnan ¢, =360°:16 = 22,5°.
Anégyszog  szogeinek  nagysaga  tchat: 5.22,5°=112,5°%
3-22,5°=67,5° és a masik két szog 4-22,5° =90°. 2.15. dbra 10. példa
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. Hany atloja van a) egy hétszognek; b) egy tizszognek; c) egy tizenkétszognek?
. Hany oldalu az a sokszdg, amelynek egy csucsabol 3 atlo huzhato?

. Hany oldalu az a sokszdg, amelynek kétszer annyi atloja van, mint oldala?

. Hany oldalu az a sokszdg, amelynek 6sszesen 27 atloja van?

g~ W N -

. Mekkorak annak a haromszognek a szogei, amelyrdl tudjuk, hogy a szogek aranya 4:3:8? Hataroz-

zuk meg a kiilsé szogek (ugyanilyen sorrendben vett) aranyat is!

6. Egy sokszog szogeit nagysag szerint ndvekvo sorrendbe allitjuk. Ebben a sorrendben minden szog
40°-kal nagyobb az elbtte 1évonél. Hany fokos a sokszog legkisebb és legnagyobb szdge, ha a sok-
sz0g oldalainak szama a) 3; b) 4; ¢) 5;d) 7?

7. Egy konvex sokszog belsé szogeinek 0sszege ugyanannyi, mint kiils§ szogeinek 6sszege. Hany
oldalu ez a sokszog?

8. Egy konvex sokszog belsé szdgeinek dsszege 4-szer akkora, mint kiilsé szégeinek dsszege. Hany

atloja van ennek a sokszdgnek?

3, Lérelemek taVol5aaaSORSZOHEREGEA B vAIbE
ISMELEsH

©0000000000000000000000000000000000000000000000000

s 8 @,ﬁ 1ooalds A térképrészleten Nagykanizsa belvarosanak egy
i Tésze lathato. Hatirozzuk meg a térkép alatt talalhat6 1épték segit-
i ségével, hogy milyen messze van egymastol a Kossuth tér és az |
i Eotvos tér! '
Megoldas:
Egy kis darab papirt tegyiink a lépték mellé, rajzoljuk at a szélére a
100 méterenkénti beosztasokat! Ennek a papirnak a nullapontjat tegytik
az Eotvos tér Kossuth térhez kozelebbi sarkahoz! Majd forgassuk tigy a
papirt, hogy a Kossuth tér felé mutasson a mércénk! Nyilvan mindenki
azt a legrovidebb tavolsagot fogja keresni, amelyen az egyik térrél el le-
het jutni a masikra. A térkép szerint ez kb. 180 méter. Ha megfigyeljiik,
¢ milyen messze van e két tér legtdvolabbi csiicske, majdnem 500 métert
kapunk. Amikor a két tér tavolsagara gondolunk, természetesnek tiinik,
: hogy a lehetd legkisebb tavolsagot vessziik. gy mondhatjuk, hogy a két
¢ tér kb. 180 méterre van egymastol.

(Persze ha két tér messzebb van egymastol, és csak cikkcakkban le-
het eljutni egyikrdl a masikra, akkor a tavolsag nem feltétlentil ugyanaz
a hossz, amelyet az utcakon sétalva meg kell tenniink a két tér kozott.)

ﬂa
&

3.1. &bra Nagykanizsa
|l

©0000000000000000000000000000000000000000000¢09.

3.2. bra Nézziink utana pl. az in-
ternet segitségével, hogy Michel-
angelo egyik leghiresebb festmé-
nye (Adam teremtése) hol lathato!

LYY YT YT YYYYTYYYYYY

3 Tl ¢ A geometridban hasonloan értelmezziik az alakzatok, ponthalmazok
Leeee., 3.3 abraRészlet ¢ tavolsagat.
S [ )
) .
.. ...
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Két pont tavolsaga az altaluk meghatarozott szakasz hossza.
Uzilni<dd  Két ponthalmaz tavolsagan a pontjaik kozotti ta—
: olsagok minimumat értjik.
: (Kés6bb talalkozunk majd olyan sikidomokkal, melyek pontjai koztl
i tavolsagoknak nincs minimuma. A problémara akkor visszatériink.) :

...................................................................................................

A tavolsag jelolésére gyakran hasznaljuk a d betiit. (distancia = tdvolsag)

Ezek alapjan egy P pont és egy e egyenes tavolsaga d(P; e):

a P pontbdl az e egyenesre allitott merdleges P’ talppontjanak és a P
pontnak a tavolsaga. Roviden: d(P; e) = d(P; P') = PP".

Ha két alakzatnak van kozos pontja, akkor a definici6 alapjan a
tavolsaguk nulla. igy pl. két metsz6 egyenes tavolsaga is nulla.

Ha viszont két egyenes parhuzamos, akkor a pontjaik kozti mi-
nimalis tavolsagot tigy kapjuk, ha az egyik egyenes egy tetszdleges
pontjanak tavolsagat vessziik a masik egyenestdl. Ami ugyanazt jelenti,
mint ha a parhuzamosokra merdlegesen allitunk valahol egy egyenest, s
a parhuzamosokkal vett metszéspontjainak tavolsagat vessziik.

d(e;f)=d(A;B)=AB
Elfogadtuk, hogy két pont tdvolsdga az altaluk meghatarozott szakasz
hossza. Ezzel azt is elfogadtuk, hogy a két pont kdzotti vonalak koziil a
pontokat 0sszekotd szakasz a lehetd legrovidebb.

Vagyis akar egy gorbe vonal mentén mennénk az A pontbdl a B pont-
ba, akar egy torott vonal mentén, az az AB szakasznal csak hosszabb
lehetne.

Ezek alapjan nyilvanvald az un. haromszog-egyenlotlenség.

............................................................................................

A haromszogben barmely két oldal hosszanak ¢ osz-
: szege nagyobb a harmadik oldal hosszanal.

C a+h>c és
b+c>a és
c+a>h

A C B

3.8. dbra Haromszog

Ez ugy is leirhato, hogy |b = C[ <a ¢és
|bl— c[ <b és

|a—b|<u.

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 169

3.4. dbra Két ponthalmaz tavol-
saga

3.5. abra Pont és egyenes tavol-
saga

-/
B[ f

3.6. dbra Parhuzamos egyenesek
tavolsaga

A

3.7. &bra Két pont kozt a legrovi-
debb ut az egyenes

3.9. abra Maszoka haromszogek-
bol
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EOMELna;

w 2, 02ldz Szerkessziink haromszoget, ha adott harom olda-
anak hossza! 1

Megoldas:

Azt, hogy adott harom oldalanak hossza, ugy kell érteni, hogy pl. a
keziinkbe kapunk egy fehér lapot, amelyen nincs semmi mas, csak ez
a harom szakasz. Szoéval fel kell késziilnlink minden eshetdségre! (Te-
hat ha nem ismerjiik ezeket az adatokat, akkor sem valaszthatjuk meg
onkényesen pl. harom egyenld hosszsagunak.) Lehetéleg probaljunk
meg a legaltalanosabban harom szakaszt f6lvenni!

Vegyiik fol eldszor valahova a ¢ hosszsagu oldalt! A szokésos
jelolések szerint ez lesz az AB oldal. A szemkozti C csucs az A cstcs-
tol b tavolsagra van, igy rajta van egy A kdzéppontd, b sugar koron.
De ugyanigy rajta van a B kdzéppontu, a sugara koron is, hiszen a B
csucstol pedig a tavolsagra van. Szerkessziik meg a két kort! Ezek met-
széspontjaban lesz a C csucs. Két ilyen pontot is kaptunk, az abran az
egyiket C-vel, a masikat C'-vel jeloltiik.

Az eldbbiek alapjan a haromszog csak akkor 1étezik, ha barmely
két oldal hosszanak dsszege nagyobb a harmadik oldalnal.

3.10. dbra 2. példa

A szerkesztés alapjan megallapithatjuk, hogy a haromszoget egyértel-
milen meghatarozza harom oldala.
Q;"{,- 5, 04l Adott négy szakasz: egy 5 cm, egy 12 cm, egy
6 cm és egy 22 cm hosszasagu. Allapitsuk meg, hogy a négy sza- g

kasz koziil melyik harombol lehet hdromszdget szerkeszteni, és me- :
1y1k harombol nem! ]

Megoldas:

El6szor nézziik az elsé harom szakaszt! A leghosszabb szakasz mar 6n-
magaban is hosszabb akarmelyik masiknal, igy csak azt az egy egyen-
I6tlenséget kell ellendrizniink, hogy a két kisebb szakasz hosszanak
Osszege nagyobb lesz-¢ a leghosszabb szakasz hosszanal. 5+12 > 16,
tehat teljesiil az egyenl6tlenség. Ebbdl a harom szakaszbol lehet harom-
szoget szerkeszteni.

5+12<22,igy az 5 cm-es, a 12 cm-es és a 22 cm-es szakaszbol nem
lehet haromszoget szerkeszteni.

5+16 < 22, még itt sem elég nagy a két rovidebb oldal hosszanak 6sz-
szege. Ezekbdl az adatokbdl sem szerkeszthetd haromszog.

12+16 > 22. Ez pedig megint jo, hiszen a két rovidebb oldal hosszanak
Osszege nagyobb, mint a leghosszabb oldal.

3.11. dbra Tower Bridge

170
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2b 0dldz Egy haromszog oldalai cm-ben mérve egész sza-
i ok. Két oldaldnak hossza 6 cm és 13 cm. Hany ilyen haromszog :
i van? Hany ilyen haromszog van, ha a harmadik oldalnak nem kell :
i egész cm hosszisaglnak lennie? '
Megoldas:
A 6 cm-es oldalnal rovidebb oldala nem lehet a haromszégnek, mert
akkor a két rovidebb oldal hossza egyiitt sem érné el a 13 cm-t. A leg-
kisebb egész oldalhosszusag, amely szoba johet, a 8 cm-es. (Még 6+ 7
sem nagyobb 13-ndl.) Ezt a 8 cm-es oldalt centiméterenként novelhet-
jik még a 13-on tul is egészen addig, mig a két kisebb oldal dsszege
—amely most mar a 6 cm-es ¢€s a 13 cm-es — nagyobb, mint ez az oldal.
6+13=19, tehat a harmadik oldal legfeljebb 18 cm-es lehet. fgy 11 j6
haromszoget kaptunk. (A harmadik oldal 8, 9, 10, ..., 18 cm.)
Jelolje ¢ a hianyz6 oldal hosszat centiméterben! Ekkor a kovetke-
76 harom egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie: 6+13>c, 6+¢>13 ¢és
13+c>6.
Az utolso nyilvan teljesiil akdrmilyen pozitiv € esetén. Az els6bdl

19 > ¢, amasodikbdl ¢ > 7 adodik. Vagyis ha a harmadik oldal hossza-
nak cm-ben kifejezve nem kell egésznek lennie, akkor a |7; 19] nyilt

intervallum minden eleme lehet a ¢ oldal hossza. Tehat akkor végtelen
sok ilyen haromszog van.
(A masodik kérdésre adott valasz modszerével is megoldhattuk

volna az elsd kérdést. A |7; 19] nyilt intervallumnak éppen 11 egész

szam az eleme.)

5,04l Sok autonal télen a hatsé ablakiiveget flitGszalak
i Segitségével melegitik, hogy kiviil leolvadjon réla a jég, és ki lehes-
i sen latni rajta. Egy fiit6szal annyi hét ad le, hogy rovid id6n beliil a :
! téle akar 1,5 cm-re 1év6 pontokon is megolvad a jég. Allapitsuk meg |
i és rajzoljuk le, hogy egyetlen egyenes fiitészal milyen rést képes :
i olvasztani a hatso ablakiiveg jégbevonataba! Indokoljuk meg, miért :
vannak az egyenes fiitdszalak parhuzamosan elhelyezve egymastol :
i 3 cm-re! '

Megoldas:

Az els6 kérdés a matematika nyelvén igy hangzik: mi azon pontok hal-
maza a sikon, amelyek a sik egy egyenesétdl legfeljebb 1,5 cm-re he-
lyezkednek el?

Az e egyenestdl 1,5 cm-re 1évé pontok halmaza két egyenes, me-
lyek parhuzamosak az e egyenessel (f és g). (3.14. abra)

Azon pontok halmaza pedig, amelyek legfeljebb 1,5 cm-re helyez-
kednek el az e egyenestdl, a két parhuzamos ( f és g), valamint a koztiik
1év6 sikrész. (3.15. abra)

Az egyenes flitdszal tehat egy ilyen savban olvasztja le a jeget.
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3.12. &bra Finom ,,haromszogek”

3.13. dbra Autd szélvédsje flit6-

szallal
f
i
1,5¢cm;|
i e
i
1,5 cmi
A g
3.14. &bra 5. példa
f
e
g

3.15. &bra Megoldas
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Két szomszédos flitdszalat tehat célszerii parhuzamosan, egymas-
tol 2x1,5 cm-re, azaz 3 cm-re elhelyezni, hogy a koztiik 1évé teljes ab-
lakrészt le tudjak olvasztani. Igy ha az egész hatsé ablakon 3 cm-enként
helyezziik el a flitdszalakat, akkor a hatso ablakfiités bekapcsolasa utan
nem sokkal tokéletesen kilatunk hatrafelé.

% .
\%ef( 9,08l Adott egy egyenes és rajta kiviil egy pont. Szer-
essziink parhuzamost az adott ponton at az egyenessel! 5

Megoldas:

Nézziink egy konnyen attekinthetd szerkesztést! Jeloljiik az egyenest
P e-vel, a pontot P-vel! Allitsunk merdlegest a P pontbol az e egyenesre,
P majd erre a merdlegesre is allitsunk merdlegest a P pontban. Az igy
kapott egyenes parhuzamos lesz az e-vel (hiszen a két derékszog egyik

& szara koz0s). A merdlegesek szerkesztésének szerkesztGvonalait a raj-
zon nem tlintettiik fel. (3.16. abra)
3.16. 4bra 6. példa Sy e

= /,03lds Szerkessziik meg azokat a pontokat, amelyek

i a) két metsz6 egyenes mindegyikétél 2 cm tdvolsagra vannak; .
;b) két metsz6 egyenes koziil legalabb az egyiktél 2 cm tavolsigra

i vannak!
2om\” Megoldas:
Az el6z6 két feladat alapjan konnyt dolgunk van. Megszerkesztjiik az
f egyik egyenestdl 2 cm-re 1évé pontok halmazat (egy-egy parhuzamos
2em 2 az egyenes két oldalan), majd ugyanezt a masik egyenes esetében.
2cm g, Az a) esetben a két-két parhuzamos metszéspontjai felelnek meg.

Négy ilyen pont van. (A 3.17. abran pirossal jeloltiik.) A négy pont ép-
/ pen egy rombusz négy csucsaban helyezkedik el.
AD) esetben elegendd, ha az egyik egyenestdl van 2 cm-re a keresett
3.17. dbra 7. példa pont, igy a négy, kékkel jelolt egyenes minden pontja jo (a pirosak is).

1. Milyen messze van egymastol Nagykanizsan az E6tvos tér és az Erzsébet tér? (Hasznaljuk az 1.
példaban szerepl6 térképet!)

2. Milyen tavolsagra helyezzék el egymastol egy babaagy (fliggdleges) racsait, hogy biztosan ne essen
ki a csecsemo két 1éc kozott, és a feje se szoruljon be két 1éc kozE?

3. Adjunk meg harom kiilénb6z6 primszamot, amelyek lehetnek egy haromszog oldalhosszai! (Keres-
siink tobb megoldast is!)

4. Hany olyan haromszog van, amelynek oldalhosszai az {1, 2; 3; 4; 5} halmazbdl valok? Hany olyan
van ezek kozott, amelynek minden oldala kiilonbdz6 hosszusagu?

5. Adjunk meg négy olyan pozitiv egész szamot, amelyek koziil semelyik harom nem lehet egy harom-
sz0g harom oldalanak a hossza! (Keressiink tobb megoldast!)

172
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6. Rajzoljuk le azon pontok halmazat, amelyeknek egy adott egyenestél mért tavolsaguk
a) 3 cm; b) 3 cm-nél nagyobb; ¢) 2 cm-nél nem kisebb és 3 cm-nél nem nagyobb!

7. Adott két metsz6 egyenes: az e és az f. Szerkessziik meg azokat a pontokat, amelyek az e egyenestol
3 cm-re, az f egyenestdl pedig 1cm-re vannak!

8. Jeloljiik meg a koordinata-rendszerben azon pontok halmazat,
a) amelyeknek az X tengelytdl vett tavolsaga 5 egységnél nem nagyobb;
b) amelyeknek az y tengelytdl vett tavolsaga 3 egységnél nem nagyobb;
c) amelyekre egyszerre teljesiil az a) és a b) feladat feltétele!
Milyen ponthalmazt kaptunk a c¢) részben?

9. frjuk le szavakban, milyen ponthalmazt dbréazolnak a rajzokon a kékkel jelolt sikrészek!

3.18. dbra Ponthalmazok

Osztalyozzuk a haromszogeket! ] ‘
Mar lattuk, hogy a haromszoget egyértelmiien meghatarozza harom S7dr S7dr

oldalanak hossza. Igy specialis haromszogekhez jutunk, ha az oldalak
kozott vannak egyenlok.
Azt a haromszoget, amelynek van két egyenld oldala, egyenl6 sza- @
ri haromszoégnek nevezziik. A két egyenld oldal a két szar, a harmadik a=b
pedig az alap. A szarak altal kozbezart szog a szarszog. (Az egyenld o o
szart haromszognek akar mindharom oldala is lehet egyenld hosszu.)
Azt a haromszdget, amelynek mindharom oldala egyenld hosszusa-
gl, egyenlé oldala vagy mas néven szabalyos haromszognek nevezziik.

LY - A alap C B
;}_ #‘ Vegyiik észre, hogy ha az oldalainak a segitségével szer-

kesztjiik meg a szabalyos haromszdget, akkor ugyanahhoz
az abrahoz jutunk az AB oldalbol kiindulva, mint pl. a BC oldal-
bol kiindulva! Igy éppen az oldalak egyenlésége miatt természetes,
hogy minden egyes oldallal szemkozt ugyanakkora szog all. S mivel
a harom egyenld nagysagu belsd szog 6sszege 180°, igy a szabalyos
haromszdg minden bels6 szoge 60°-0s. Ha mar ezt tudjuk, konnyen
végrehajthatjuk a kdvetkez6 szerkesztést.

4.1. dbra Egyenl szart haromszog

4.2. dbra Szabalyos haromszog
173
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BOMELIn:A

Megoldas:

Szerkessziink tetszdleges oldalhosszsaggal szabalyos haromszdget!
Vagyis vegylink egy tetszéleges hosszusagu szakaszt (AB), majd mind-
két végpontja koriil huzzunk ugyanilyen sugarti koriveket! A korivek
valamelyik metszéspontjat kossiik dssze a szakasz egyik végpontjaval
(e)! Az e egyenes az AB szakasszal 60°-os szdget zar be. (A haromszdg
harmadik oldalat mar nem is kell meghtznunk.) (4.3. dbra)

4.3. dbra 1. példa

= 2, 02l Szerkessziink derékszoget a 60° szerkesztésének
i 1smeretében! '

Megoldas:
Hasznaljuk ki, hogy 90°=60°+60°:2! Ezért a szerkesztést elvégez-
hetjiik ugy, hogy egymas mellé szerkesztlink két 60°-os szdget, majd a
masodikat megfelezziik.
A koriil AB sugarua koriv.
B kortil AB sugaru koriv, a két koriv metszéspontja C. (Az AC egyenes
adna a 60° masik szarat, de az egyenest nem muszdj meghuznunk.)
C koriil AB sugart koriv, metszéspontja az A koriili korivvel D. (Az
ACD haromszog is szabalyos, igy megvan a masodik 60°, amelyet
most még meg kell felezniink.)
Felezziik meg a CAD szdget, vagyis a C kozépponta AB sugart kort
metssziik el egy D kdzépponti AB sugart korivvel! Az egyik met-
széspont természetesen az A pont lesz, a masikat nevezziik E-nek!

A CAE szbg 30°-0s, igy a BAE szog nagysaga 60° + 30° = 90°.
Ha elég iigyesek vagyunk, dsszesen csak négy azonos sugaru korivet
kell megrajzolnunk, mig eljutunk az E pontig. (4.4. abra)

45. dbra Tompaszogii hiromszog Vizsgaljuk meg ezek utan, milyen lehet szogeit tekintve egy haromszog!

¢ Tudjuk, hogy a haromszog belsé szogeinek osszege 180°. Igy az mar

biztos, hogy minden szdgének 180°-nal kisebbnek kell lennie. Lehet-e

két tompaszdge egy haromszdgnek? Gyorsan megadhatjuk a nemleges

A g : valaszt, hiszen a tompaszdgek nagysaga egyenként 90°-nal nagyobb,

igy két tompaszdg dsszege 180°-nal nagyobb lenne. Ugyanigy két de-

rékszoge sem lehet egy haromszognek. Ezek alapjan a haromszogeket
osztalyozhatjuk a legnagyobb szogiik nagysaga szerint is.

4.6. dbra Derékszogli haromszog

Tompaszogiinek nevezziik azt a haromszoget, amelynek a legnagyobb
szdge tompaszog. (Masként: amelynek van egy tompaszdge.) (4.5. abra)

Derékszogilinek nevezziik azt a haromszoget, amelynek a legnagyobb
szoge derékszdg. (Masként: van egy derékszoge.) (4.6. abra)

Hegyesszogiinek nevezziik azt a haromszoget, amelynek a legna-
gyobb szdge(i) hegyesszog(ek). (Masként: minden szdge hegyesszdg.)
4.7. dbra Hegyesszogli haromszog © (4.7. abra)
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4, 04l Mit mondhatunk arrél a haromszogrél, amelyrdl :
i tudjuk, hogy egyik belsd szogének nagysaga egyenld a két mas1k
: belsd szogenek Osszegével?

Megoldas : @
Jelolje a haromszog legnagyobb szogét y, a két kisebbet a és f! Tud-

juk tehat, hogy 7 =a + f, deaztis, hogy o+ B+ =180°. fgy a+p ' [0\
helyére irhatunk y-t a méasodik &sszefiiggésben: y +y =180°, vagyis A

y =90°. A haromszog tehat derékszogl. (A két kisebb szogrdl és az

oldalak hosszardl semmit nem tudunk.) : 48 @bra3. példa

H
H
H
w2 H
B :
= H
H
H
H
H

Nézziik most a négyszogeket!

%f’h o3l Ismerjiik egy négyszog négy oldalanak hosszat.
i Meghatarozzak-e egyértelmiien a négyszoget ezek az adatok? (Le- : :
i gyenek ezek az oldalak 6, 6, 8 és 4 egységnyi hosszusiguak!)

Megoldas:
El6észor is: még azt sem tudjuk, milyen sorrendben kdvetik egymast az :
oldalak, tehat a példa megoldésa mar emiatt sem egyértelmii. Masod- : TE !
szor: ha megallapodnank is abban, hogy az oldalak sorrendje egyezzen : ﬂj L o S
meg a felsorolas sorrendjével, akkor is végtelen sokféle ilyen négyszo- : e

get tudnank eldallitani. Gondoljunk pl. a fémépitére: négy meghataro- ;
zott hosszasagl lapocskat lazan dsszecsavarozva még csak ,,csuklos”
négyszoghdz jutunk. (Akar konkav is lehet.) (4.9. abra)

o
o
;,3\

Tehat az oldalak ismeretében nem tudjuk egyértelmiien elballitani a 4.9. dbra Ugyanolyan oldalhossz{-

négyszoget. ¢ sagl négyszogek femépitobol
%/ 3, 0alds Tudjuk, hogy egy négyszog minden oldala egyenld
o0sszusagu, 5 cm-es. Ez meghatarozza-e mar egyértelmiien a négy- : :
| szoget? ¢

Megoldés: g i

A fémépitobdl késziilt négyszog még mindig 6ssze tud csuklani a ke- :

zlinkben. A négyszog nem egyértelmiien meghatarozott. De a kép mar
nem olyan valtozatos, mint az el6z6 esetben. Az igy kapott négyszogek :

a rombuszok. :
2 L/

Azt a négyszoget, melynek minden oldala egyenlé hosszusagt, rom- :
busznak nevezziik. ¢ 4.10. d&bra Rombuszok Joo0ce,
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alap Mas specialis négyszogeket is megismertiink altalanos iskolaban.
Azt a négyszoget, melynek van két parhuzamos oldala, trapéznak ne-
szar szar vezziik. (4.11. abra)
Azt a négyszdget, melynek két-két szemkozti oldala parhuzamos, pa-
alap ralelogrammanak nevezziik. (4.12. abra)
Azt a négyszoget, melynek két-két szomszédos oldala egyenlé hosz-
szusagu, deltoidnak nevezziik. A deltoid lehet konkav is és konvex is.

(4.13. abra)

@ 9,921k Igaz-e, hogy ha egy négyszog minden szoge egyen-

4.12. &bra Paralelogramma 0, akkor az paralelogramma?

Megoldas:

A négyszdg négy belsd szogének dsszege (4—2)-180° =360°. Igy ha
minden szdge egyenld, akkor az csak derékszog (90°) lehet. Vagyis a
vizsgalt négyszog téglalap. De az is teljestil ra, hogy a két-két szemkdz-
ti oldala parhuzamos, tehat az is igaz, hogy paralelogramma.

4.11. bra Trapéz

konkav konvex
4.13. abra Deltoidok Azt a négyszdget, melynek minden szoge derékszog, téglalapnak ne-
vezzik. (4.14. abra)
j k Azt a nég}fszéget, melynek minden szoge egyenld és minden oldala
egyenld, négyzetnek nevezziik. (4.15. abra)
A négyzet minden felsorolt specialis (konvex) négyszog tulajdonsagait
\ f hordozza, igy megallapithato, hogy a négyzet specialis trapéz (hiszen

van két parhuzamos oldala), specialis paralelogramma (hiszen két-két
szemkdzti oldala parhuzamos), specialis deltoid (hiszen két-két szom-
szédos oldala egyenld), specialis téglalap (hiszen minden szdge egyen-

4.14. dbra Téglalap

j \ 16) és specialis rombusz (hiszen minden oldala egyenld hosszu).
N — — I
= . /,02ldJs Dontsik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok!
\ / : a) Minden rombusz paralelogramma.
) ) i b) Minden paralelogramma rombusz.

: ¢) Minden téglalap trapéz.
i d) Van olyan deltoid, amely paralelogramma.
i e) Van olyan négyzet, amely trapéz.

4.15. dbra Négyzet

Megoldas:

Mivel a rombusznak két-két szemkozti oldala parhuzamos, ezért az a)
allitas igaz. A b) viszont nem igaz, hiszen egy olyan paralelogramma,
amelynek szomszédos oldalai nem egyenlé hosszuak, nem rombusz.
Minden téglalapnak van két parhuzamos oldala, ezért trapéz. Tehat a c)
allitas igaz. Egy olyan deltoid, melynek nemcsak két-két szomszédos
oldala egyenld, hanem mind a négy, egyben rombusz is, amely specialis
paralelogramma. Tehat a d) allitas igaz. Az e) allitas els latasra furcsa.
De mivel minden négyzetnek van két parhuzamos oldala, vagyis minden
négyzet trapéz, igy az is igaz, hogy van olyan négyzet, amely trapéz.

A helyes valaszok tehat sorban: I, H, I, I, I. (I: igaz, H: hamis.)
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. 3, 04l Egy paralelogramma egyik szoge 42°-os. Hataroz- :
zuk meg a paralelogramma tobbi sz6gének nagysagat! :

Megoldas:

Hosszabbitsuk meg az AB oldalt B-n til, és vegyiink fel ezen a félegye-
nesen egy E pontot, amely a paralelogramman kiviil esik! (4.16. dbra)
Az oldalak parhuzamossaga miatt a DAB és a CBE szog egyallasu szo-
gek, igy nagysaguk egyenld (o). Ugyanigy a nagysagu a paralelogram-
ma C-nél 1év0 szdge, hiszen az pedig valtoszoge akarmelyik elébb em-
litett szognek, és tudjuk, hogy a valtdészogek nagysaga is egyenld. Tehat
a paralelogramma szemkdzti szogei egyenlé nagysagtiak. Ugyanakkor
latjuk, hogy a B csucsnal 1évé a szog kiilsd szoge a paralelogrammanak,
igy a mellette 1évo S belsd szoget egyenesszogre egésziti ki. Vagyis
a + B =180°. Eddigi megallapitasaink szavakban kifejezve azt jelen-
tik, hogy a paralelogramma egy oldalan fekvo két szog dsszege 180°,
mig a szemkdozti szogeinek nagysaga egyenld. A feladatot altalanosan
oldottuk meg, eredményét a késdbbiekben is hasznalhatjuk. A konkrét
valasz pedig ennek megfelelden: a paralelogramma szdgei sorban 42°,
138°, 42° ¢és 138°.

Megoldas:
Az alapok parhuzamossaga miatt az el6z6 példa modszerével megalla-
pithato, hogy a trapéz egy szaron fekvd szogei egyenesszogre egészitik
ki egymast. (4.17. ébra)

Az tehat biztos, hogy a két megadott szog nem k6zds szaron nyug-
szik. De még mindig nem egyértelmi, hogy hol helyezkednek el. Vagy
az egyik alap két végpontjaban, vagy pedig szemkdzt egymassal.

Az egyik esetben 6, =180°—-76°=104° és y, =180°—-50°=130°.

A masik esetben 6, =180°—-76°=104° és 3, =180°-50°=130°.

A szOgek nagysaga tehat mindkét trapéznal ugyanakkora, csak mas sor-
rendben kovetik egymast. (4.18. és 4.19. abra)

Megjegyzés: Egyik esetben sincs egyértelmiien meghatarozva a trapéz,

hiszen nem tudjuk, milyen hosszuak az oldalai.

W e T L g o
: 10, 02lcJz Szerkessziink deltoidot, ha adott két oldalanak :

: hossza: 4 cm €s 6 cm, valamint az egyik atlojanak hossza: 5 cm. 1

Megoldas:

A deltoid két-két szomszédos oldaldnak hossza egyenld, a megadott
oldalak viszont kiilonb6zd hosszusaguak, igy a 4 cm-es és a 6 cm-es
oldalbdl is kettonek kell lennie.
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A B E

4.16. &bra 8. példa

o +B=180°

4.17. dbra 9. példa
BN
76°

50°

4.18. &bra Egyik eset

1)

507
2
S ﬁyy

4.19. dbra Masik eset

q<7

4.20. dbra Vazlat a 10. példahoz
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4.21. 4bra Egyik lehetSség

5¢cm >
4cm

6cm g
D©B
>

A

c
X

Készitsiink vazlatrajzot, amely egy kész deltoid képét abrazolja!
(4.20. abra)

Tudjuk tehat, hogy AB = AD és BC = DC, de nem tudjuk, hogy melyik
atlo hossza az 5 cm. Mindkét lehet6ség elképzelhetd.

Ha az AC 4tl6 hossza az 5 cm, akkor kezdhetjiik ennek az atlonak a fel-
vételével a szerkesztést. Erre megszerkeszthetjiik az AC szakasz mind-
két oldalan a sziikséges haromszogeket: az ACB és az ACD haromszo-
get, hiszen ezeknek ismerjiik az oldalait (4 cm €s 6 cm). (4.21. dbra)

Ha a BD 4tl6 hossza az 5 cm, akkor is ezzel az ismert hossza atloval
kezdjiik, csak ekkor erre egy 4 cm szarhosszusagu egyenld szaru ha-
romszdget és egy 6 cm szarhosszsagu egyenld szari haromszoget
kell szerkeszteniink. Itt tovabbi két eset adodik: lehet a két haromszog
a BD atl6 két kiilonb6z6 oldalan (konvex deltoid) és a BD atlo egy-
azon oldalan (konkav deltoid). (4.22. abra)

&
+ = Vegyiik észre, hogy az el6z6 példa els6 esetében leirt szer-
: kesztésbol kitiinik, hogy mivel az AC atlé6 mindkét oldalara
ugyanazokbol a hosszadatokbol szerkesztettiink haromszoget, igy
a két haromszog megfeleld szogei is egyenlok lesznek! Eszerint a
deltoid B és D csucsanal 1évo szogek egyenlok. Ehhez a megallapi-
tashoz nem hasznaltuk ki, hogy mekkorak voltak ezek a tavolsagok,
tehat ez minden deltoidra érvényes.

-

Ahogy mar a négyszogeknél sem volt elegendd azt mondani, hogy min-
den sz6g vagy minden oldal egyenldsége esetén négyzetet kapunk, gy
ez a tobboldall sokszdgeknél sem elegendd a szabalyossaghoz.

D B
W Usilnidi  Egy sokszoget szabélyos sokszégnek nevezink,
'+ ha minden oldala egyenld hosszusagli és minden szdge egyenld :
p i nagysagu.

4.22. dbra A masik lehet6séghez
tovéabbi két deltoid tartozik

STo7

4.24. dbra Ne csak a nyolcszog
legyen szabalyos!

178
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4.23. &bra Szabalyos sokszogek

Megoldas:
A nyolcszdg belsd szogeinek Osszege (8—2)-180°=1080°. A sza-
balyos nyolcszognek nyolc egyenld szoge van, igy minden szogének

o

”_ 135°.

nagysaga:
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ciiffe i

1. Szerkessziink 3 cm oldalhosszlisagu szabalyos hatszoget! Milyen hossza a hatszog leghosszabb
atloja?

2. Egy deltoid harom szdgének az aranya 5:1:2. Mekkorak a deltoid szogei?

3. Egy paralelogramma egyik szoge 40°-kal kisebb egy masik szogénél. Mekkorak a paralelogramma
szogei?

4. Hany fokos szdget zarnak be egymassal a szabalyos tizenkétszog szomszédos oldalai?

5. Egy rombusz egyik oldala a hosszusagu, egyik szoge kétszer akkora, mint egy masik szoge. Milyen
hosszl a rombusz rovidebbik atloja, és hany fokos szoget zar be az oldalakkal?

6. Hany oldalt az a szabalyos sokszog, amelynek egy bels6 szoge 160°-0s?

7. Hany kiilonboz6 sikidomot tudunk eléallitani a) 2; b) 3; c¢) 4 darab azonos oldalhosszsagu
szabalyos haromszogbdl, ha a haromszogeknek teljes oldalukkal kapcsolodniuk kell egymashoz?
Rajzoljunk le minden lehetséges sikidomot, és amit tudunk, azt nevezziik meg!

\ e ; AL pun haborti idején a romaiak megtamadtak Szirakuza va-
rosat, de Arkhimédész talalmanyainak koszonhet6en két évig
nem tudtdk bevenni azt. Arkhimédész az dkori Gorogorszag egyik
legnagyobb matematikusa és fizikusa volt. Végiil arulas segitségé-
vel bevették a varost a romaiak. Arkhimédész talalmanyaival akkora
tiszteletet vivott ki maganak, hogy a romaiak hadvezére, Marcellus
parancsba adta, hogy kiméljék a tudos ellenfél életét. Egy romai har-
cos mégis leszurta a 75 éves Arkhimédészt, aki matematikai problé-
maiban volt elmeriilve. Talan felingerelte a katonat azzal, hogy ami-
kor az a homokba rajzolt abrat 6sszetaposta, a tudos raszolt: ,,Noli
turbare circulos meos!” (Ne zavard koreimet!) Marcellus a gyilkost
megbiintette, és Arkhimédészt tisztességgel eltemettette, kivansaga
szerint sirkdvére vésette a hengerbe irt gomb és kup korvonalait,
legkedvesebb tételének abrajat. A tétel szerint az egyenld alapt és  :
magassagu kup, félgomb és henger térfogatainak aranya 1:2:3. {51 &bra Arkhimédész
A torténet tobb mint kétezer éves, am a kor fogalma ennél sok- (Kr. e. 287-212)
kal-sokkal régebbi. Gondoljunk bele, hogy tobb szazezer évvel ez- :
el6tti 6seink ugyanazt a ,.kerek” Napot lattak, ugyanazt a ,,kerek”
Holdat csodaltak holdtoltekor, ugyantugy korbeiilték a tiizet, mint
a mai kor embere. A kornek mindig is mély filozofikus tartalmat
tulajdonitottak. Jelképezi a tokéletességet, az egységet. Szamtalan
korjatékban ismétlddik ezer évek ota, hogy a korben allo emberek
bezarjak, és egyuttal befogadjak a kor kdzepén allot a kozosségbe.
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Az emberiség technikai fejlodését 1épésrol 1épésre segitették eld
a kiilonbozo talalmanyok. Koziiliik néhany forradalmasitotta a fejlo-
dést. Talan az els6 ilyen kiugré jelentdségii talalmany a kerék volt.
Megint a kor...

Erdemes tehat nekiink is egy kis figyelmet szentelniink a kornek! Azt az
elvonatkoztatott fogalmat, amelyet a matematikusok kornek neveznek,
a kovetkezoképpen definialjuk.
w Usilifedd A Kor azon pontok halmaza a sikban, amelyek a
: sik egy adott pontjatol adott egyenld tavolsagra vannak. (Masként
i korvonalnak is nevezziik.)
:  Azadott pontot a Kor kdzéppontjanak, az adott tavolsagot a kor
sugaranak nevezziik. A sugar jelolésére a latin radius sz6 rovidité-
5.3. 4bra A kor i seként tobbnyire az r betiit hasznaljuk.

kor

...................................................................................................

o A definiciot leirhatjuk halmazelméleti jeleinkkel is:
{Pe S|PO=r,ahol O(€ S) és r >0 adott} .
\ e 1o 02l Az 5.4-5.7. abrakon megjeldltik a kor bizonyos

i részeit vagy egy-egy korhoz kapcsolodo ponthalmazt. Hogyan ma- |
5.4. bra Koriv és hir i gyaraznank el szavakban, melyik ponthalmaz mit jelent? '

érintési pont MegoldéS'
erinto Figyeljiink a szoveges leirasnal arra, hogy valamilyen vonalr6l vagy
sikrészrol van-e szo!
Koriv: a korvonalnak a korvonal két pontja kozé esé darabja.

Az 5.4. abran a kisebb darabot jeldltiik meg, de a nagyobbikat is kor-
ivnek nevezziik.

szel6
) Har: a kérvonal két pontjat 6sszekotd szakasz.

5.5. dbra Erintd, szel6, dtmerd Atméré: olyan hur, amely tartalmazza a kor kozéppontjat. Ugy is fo-
galmazhatnéank, hogy a leghosszabb hur. Hossza éppen két sugarnyi.
Jelolésére altalaban a d (diameter) betlit hasznaljuk.
Szel6: olyan egyenes, amelynek a korrel két kozos pontja van. Mas-
ként: a kort metsz6 egyenes.
Erinté: olyan egyenes a kor sikjdban, amelynek a korrel egy kozos

W pontja van.

Erintési pont: az érintének és a kornek a k6zos pontja.

Korcikk: egy koriv és a koriv két végpontjahoz tartozd sugar altal
kozrezart sikrész.

Korszelet: egy koriv és a koriv két végpontjat dsszekoté har altal
kozrezart sikrész.

Korlap: mondhatnank, hogy a korvonal altal bezart sikrész, de in-
kabb az eredeti kordefinicio alapjan szoktuk meghatarozni ezt a fo-
galmat. A korlap azon pontok halmaza a sikban, amelyek a sik egy
adott pontjatdl adott tdvolsagnal nem nagyobb tdvolsdgra vannak.

5.6. abra Korcikk, korszelet

5.7. bra Zart korlap

180
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Ez a meghatarozas pontosabban a zart kdrlap fogalmat irja le, amely-
hez tehat a korlapot mintegy lezarva maga a kdrvonal is hozzatartozik.
(Nyilt kdrlapon csak a kérvonalon beliili sikrészt értjiik, tehat maga a
korvonal nem tartozik hozza.)
N e

: 2. 03lds Mutassuk meg, hogy a kor érint6je merdleges az :
i Crintési ponthoz hiizott sugarra! ’
Megoldas:
A korvonalon kiviil elhelyezkedd pontok mind nagyobb tdvolsdgra van-
nak a kor kozéppontjatol, mint a kérvonal pontjai. Ez az e érintének az
E-t61 kiilonb6z6 P pontjaira is vonatkozik: OP >r.

Az érintd egyenesnek tehat az érintési pontja (E) van a legkdzelebb

a kor kozéppontjahoz. Igy az O pont és az e egyenes tavolsaga az OE
sugar hossza. Vagyis az érintd egyenes érintési pontjahoz tartozé sugar
merdleges az érintdre.

5.8. &bra Erint6 és sugar kapcso-
lata

Megoldas: (
Az el6z6 példa alapjan egyszer(i dolgunk van. Kossiik 6ssze a megadott
pontot a kor kdzéppontjaval, és erre a sugarra a megadott pontban allit-
sunk merdlegest! Ez a meréleges lesz a kor adott pontbeli érintdje. garézs |

héz

q{ 2 odlds A Hegeds csalad nemrég épitkezett. Most szeret-
i nék elkésziteni a bekdtSutat a kaputdl a gardzsajtoig. A kerités és a |
i haz elhelyezkedése az 5.9. dbran l4thaté. Segitsiink megoldani nekik |
i ezt a problémat! :

Megoldas: kapu
A kapun nyilvan a kapu vonalara merdlegesen megy be a kocsi, és a
garazsba is szembdl érdemes érkezni. A lehet6 legegyszer(ibb, ha a ka-
putdl induld hosszabb egyenes utat egy korives rész vezeti at a garazsba
befutd szakaszig. Mivel ez a gyakorlati probléma nem igényel nagy
matematikai precizitast, ezért elegend6 hozza pl. két bot és egy azokat
0sszekotd, elég hosszi madzag. Ha az egyik botot jo helyre leszurjuk, (
mar htzhatjuk is a korivet a kifeszitett madzag tils6é végén a masik
bottal. Mar csak azt kell kitalalni, hol legyen az a ,,jo hely”.

Egy koriv kdzéppontjat keressiik. Ennek a pontnak egyenld tavol
kell lennie a két utszakasztol. Ha egészen pici ivben is tudna kanyarod-
ni a kocsi, akkor gondolatban meghosszabbitanank a kaputo6l jovo és a

5.9. &bra Az udvar

héz

garazs |

garazstol jovo utszakaszt, és valahol a metszéspontjuk kozelében szar-

nank le a botot. De mivel a kocsi csak nagyobb ivben tud kanyarodni,

ezért elindulunk ettdl a képzeletbeli metszésponttol olyan iranyba, hogy

tovabbra is egyenld tavol legyiink a két itszakasztol. Ha mar elég nagy- ‘

nak latszik a tavolsag, akkor nyugodtan szurjuk le a botot, és rajzoljuk kapu

meg a madzag masik végén 1évo bottal a korivet! (5.10. abra) 5.10. dbra A terv
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Megjegyzés:
Hegedtisék hamarosan rajottek, hogy célszerii a kanyarrészt kibdviteni,
mert nem tul kényelmes ugyanezen az tton kifarolni.
&
Vegyiik észre, hogy az elobbi példaban két (egymasra merd-
leges) egyeneshez k6zos érintd kort szerkesztettiink!

Vizsgaljuk meg, hogy két kor hogyan helyezkedhet el egymashoz ké-
pest! Jeloljiik az egyik kor kdzéppontjat O-val, sugarat r-rel, a masik
kor kozéppontjat K-val, sugarat R-rel! Vildgos, hogy ha a két kor nem
esik egybe, akkor vagy 2 k6zds pontjuk van (metszik egymast), vagy 1
ko6zos pontjuk van (érintik egymast), vagy nincs kdzos pontjuk.

Az is természetes, hogy adott koroknél ez a kozéppontjaik tavol-
sagan mulik.

5.11. &bra Korzérajz

OK>R+r OK=R+r

A
Y,

R—r<OK<R+r R—r=0K

&

A legutols6 esetben a két kor kozéppontja egybeesik, ezeket koncentri-
kus (egykozepii) koroknek nevezziik.

Az érintésnek pedig két fajtajat is megfigyelhetjiik: ahogy kozelit-
jik egymashoz a két kor kozéppontjat, eloszor a kiilsd, utdna a belsd
érintés esetét.

R-r >0K

5.12. &bra Korok kozotti kapesolat

5.13. 4bra Keressiink koncentri-
kus koroket az abran! &

Vegyiik észre, hogy két érintd kor kdzéppontja és az érintési

pont egy egyenesbe esik kiilsé és belsé érintéskor is! (Ilyen-
kor a két kor érintési pontjaban kozds érintd egyenes hiizhato a két
korhoz.)
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: Az A és a B pont 5 cm-re fekszik egymastol.
i Mi azon pontok halmaza a sikban, amelyek

i a) A-tol 3 cm-nél nagyobb, de 4 cm-nél nem nagyobb tavolsagra

i vannak;

| b) A-t6] 3 cm-nél nagyobb, és B-t61 4 cm-nél kisebb tavolsagra van-

i nak;

¢) A-t6l 4 cm-nél nem nagyobb, és B-t6l 2 cm-nél nem nagyobb ta-

i volsagra vannak;
i d) A-tol 1 cm-nél kisebb, B-t61 3 cm-nél kisebb tavolsagra vannak;

i ) A-tol 1 cm-nél nem kisebb, B-t8l 7 cm-nél nem nagyobb tavol-

i sdgra vannak?

i A megoldasokat rajzzal szemléltessiik!

Megoldas:

Ha egy korvonal hozzatartozik a keresett ponthalmazhoz, akkor azt
folyamatos vonallal rajzoljuk meg, ha nem tartozik hozza, akkor azt
szaggatott vonallal rajzoljuk meg.

b)

5.15. dbra A két korvonal kozotti résza  5.16. dbra A B kdzéppontl, 4 egység

megoldashalmaz sugaru kor belsejének az A kozéppontu,
3 egység sugaru koron kiviil es6 része
! A, Q B, AN B, :
c) d)

5.17. &bra A két koriv kozé es6 sikrész ~ 5.18. bra Nincs ilyen pont. A keresett

halmaz tires halmaz

5.19. abra Itt a kis A kozéppont korbe nem tartozo, de a
B kozéppontuba beletartozo pontok adjak a megoldast
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5.14. &bra Napfogyatkozas

5.20. &bra Koncentrikus korok
egy textilmintan

183

2012.06.25. 14:40:16



1. Szerkesszlink egy megadott korhoz egy adott egyenessel parhuzamos érint6t!

2. Egy téglalap két szomszédos oldalanak hossza 3 cm és 5 cm. Szerkessziink olyan kort, amely a
téglalapnak harom oldalat érinti! Hiny megoldas van?

3. Hogy tudnank jellemezni a sik azon pontjait, amelyek a sik egy O pontja koril rajzolt 12 cm és
15 cm sugaru korvonal k6zé esnek?

4. Egy kecskét 8 méter hossza kotéllel kotnek ki legelni. Majd mikor mar ezt a teriiletet lelegelte,
odébb viszik a kar6t 12 méterrel. Milyen alaku teriiletet tud lelegelni az 0j helyen a kecske? Szer-
kessziink méretaranyos abrat!

5. Adott egy 5 cm sugaru kor. Mi azon 2 cm sugart kdrok kdzéppontjanak halmaza, amelyeknek nincs
kozos pontja a megadott korrel?

6. Egy szakasz két végpontja koré szerkessziink — a) egyenld sugaru érint6 kdrdket;  b) olyan érintd
koroket, amelyek sugaranak aranya 1:3! Hany megoldast talalunk az egyes esetekben?

7. Egy haromszog csucsai koré szerkesszlink olyan kdroket, amelyek paronként érintik egymast! Min-
den haromszog esetén megoldhaté-e a feladat? Hany megoldas van?

6. A haromszog koré irhatoker;

Az eldz6 leckében igéretet tettiink, hogy visszatériink a kovetkezd
A problémara.

= | uildy  Szerkesszik meg egy adott korivnek a kozép-
g : i pontjat! 5

6.1. abra Koriv 3
Megoldas:

A koriv két végpontja egyenld tavol van a kor kozéppontjatol. Keres-
siink olyan pontokat, amelyek egyenld tavolsagra vannak az A és a B
ponttol!
Egy ilyen pontot biztosan talalunk: az AB szakasz felezGpontjat
(F). Ezenkiviil olyan egyenld szart haromszdgek harmadik csucsat kell
A megszerkeszteniink, melyeknek az AB szakasz az alapja. Vegyiink f6l
néhany lehetséges szarhosszisagot — csak arra kell figyelniink, hogy
ezek az AB szakasz felénél hosszabbak legyenek. Majd szerkessziik
meg a harmadik csucsok helyét!

Az egyenlészari haromszogeket nem érdemes megrajzolnunk, hi-
szen itt most a szarukra semmi sziikséglink sincs. A keresett pontokat az
abran kékkel jeloltik. Eszrevehetjiik, hogy az osszes megszerkesztett
pont egy egyenesre esik. SOt azt is, hogy ez az egyenes merdleges az AB
szakaszra és (minthogy az F pont is rajta van) felezi azt. Ezt az egyenest
az AB szakasz felezémerdleges egyenesének nevezziik.

6.2. &bra A és B ponttdl egyenld Az is természetesnek latszik, hogy ha ezen az egyenesen felve-
tavolsagra 1évd pontok szlink egy tetsz6leges pontot, az egyenld tavolsagra lesz A-t6l és B-t6l.
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A kor kozéppontjanak tehat rajta kell lennie az AB hur felezéme-

réleges egyenesén.
De ezek szerint, ha ennek a korivnek egy masik htrjat vélasztjuk : A \40
ki, akkor annak a felezOmerdlegesén is rajta kell lennie a kor kozép- </
pontjanak. Mar csak arra kell tigyelniink, hogy a masik hur ne legyen
parhuzamos az elézével.
Valasszunk ki a kdriven pl. az A ponthoz egy B-tdl kiilonbz6 ma-
sik pontot: C-t! 0 8
Az AB szakasz ¢és az AC szakasz felezOmerdlegesének metszés-
pontjaként kapjuk az ivet tartalmazo kor kozéppontjat. (6.3. abra)

. 6.3. abra A harok felezémerdlege-
) sei atmennek a kor kdzéppontjan

. Vegyiik észre, hogy az el6z6 megoldés soran egy egyszerti
eljarast talaltunk egy szakasz felezOmerdleges egyenesének
a megszerkesztésére!
A szakasz végpontjai koriil rajzoljunk egy-egy egyenldé sugaru A
kort tigyelve arra, hogy ez a sugar nagyobb legyen a szakasz hosz-

szanak felénél! A két kor két metszéspontjat 6sszekotod egyenes lesz
a szakasz felezOmerdleges egyenese. Ezzel persze egyben a szakasz
felezOpontjat is megtalaltuk. (6.4. abra)
Fontos dsszefliggésre bukkantunk az el6z6 példa megoldasa soran. 6.4. dbra Szakasz felezémerdle-

gesének szerkesztése

Tétel Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egy sza-
: kasz két végpontjatol egyenld tavolsagra vannak, a szakasz felezd-
: merdleges egyenese.

...................................................................................................

Figyeljiink erre a megfogalmazasra, hogy ,,azon pontok halmaza”! Ez-
zel ugyanis még sokszor fogunk talalkozni. Két dolgot jelent egyszerre.
Itt most a kdvetkezo kettot.

Az egyik: ha egy pont rajta van egy szakasz felezémer6legesén, akkor
egyenld tavol van a szakasz két végpontjatol.

Ha Pe f, akkor PA=PB. 6.5.4bra Pe f < PA=PB
A masik: ha egy pont egyenld tavol van egy szakasz két végpontjatol,
akkor rajta van a szakasz felezémer6leges egyenesén.
Ha PA=PB, akkorPe f.
(Ez utobbit masként tgy is mondhatnank, hogy ha egy pont nincs rajta
a szakasz felezémerdlegesén, akkor nem egyenld tdvolsagra van a sza-
kasz két végpontjatol. k
Ha P¢ f, akkor PA= PB.)

%{:’ 7,03l A 6.6. abran lathato k kornek mely pontjai vannak
i egyenld tdvolsadgra az A és a B ponttol? Szerkessziik meg ezeket a
i pontokat! ’
Megoldés: Al

Az A és B ponttdl egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza az AB sza-
kasz felezOmerdlegese. Ezen tehat rajta kell lenniiik a keresett pon- : 6.6. 4bra 2. példa

185

MATEMATIKA_9 TANKONYV.indb 185 2012.06.25. 14:40:26



toknak. Ugyanakkor a korvonal pontjai koziil szeretnénk valasztani.
A megoldas tehat: az AB szakasz felezomerdlegesének ¢s a korvonal-
nak a metszéspontjai. Az abran a P és a Q pont. (6.7. abra)
Megjegyzés: A pontok és a kor adott elhelyezkedése mellett két pontot
talaltunk, amely megfelel a feladat feltételeinek. Gondoljunk bele, hogy
a megoldasok szama attdl fiigg, hogy a felezOmerdleges egyenesnek és
a kornek hany kozos pontja van! fgy a kor és az adott pontok maés elren-
dezddése esetén lehetne egy megoldas is, s6t az is el6fordulhatna, hogy
egyaltalan nincs megoldas. (Rajzoljuk le az A és a B pontot, valamint a
kort olyan elrendezésben, hogy ne legyen megoldasa, illetve hogy egy
megoldasa legyen a feladatnak!)

e 3 02ldy Az Alfoldon egy 0 tévétornyot szeretnének épitent,
6.7. abra 2. példa megoldasa amely egyforman tudja besugarozni Szegedet, Bajat és Kecskemétet.
i Van-e olyan hely, amely a harom varostol egyenld tavolsdgra van?
Megoldas:
A varosok kozti nagy tavolsagok miatt pontszeriinek tekinthetjiik a va-
rosokat. A feladat matematikai modellje tehat: adott harom pont (S, B,
K), van-e olyan pont a sikjukban, amely mindharom ponttdl egyenld
tavolsagra van? Ha van ilyen pont, akkor annak Szegedtdl és Bajatol
is egyenld tavolsagra kell lennie, vagyis a modellben az SB szakasz
felezOmerdlegesén kell lennie. Ugyanez mondhatd el Szegedrdl és
Kecskemétrdl is. A keresett pontnak tehat rajta kell lennie az SK sza-
kasz felezOmerdlegesén is. Tehat ha van ilyen pont, akkor az csak a két
felezOGmerdleges metszéspontja lehet. (Mivel Szeged, Baja és Kecske-
mét nem esik egy egyenesbe, ezért a két felezOmerdleges biztosan nem
parhuzamos, vagyis metszik egymast.) Jeloljiik ezt a pontot Q-val. A Q
pont tehat egyenld tavol van Bajatol és Szegedtdl, valamint Szegedtdl
és Kecskeméttél is. Tehat BQ = QS = QK. Igy a Q pont egyenld tavol
van Bajatol és Kecskeméttol is.
Jelekkel leirva: Qe f,g = QB=QS
és = QB=0QK

Qe fy, = QS=0QK
Van tehat olyan pont, amelyik mindharom varostol egyenld tavolsagra
van. Keressiik meg a térképen, hogy kb. hova esik ez a pont a valdsagban!
&

ATCEREMTY

6.8. dbra Hol legyen a tévétorony?

Vegyiik észre, hogy mivel a Q pont egyenld tavol van B-t6l
¢és K-tol, igy a Q pont rajta van a BK felezomerblegesén is!
Vagyis a harom felezdmer6leges egy pontban metszi egymast. Csak
azt hasznaltuk ki, hogy a B, az S és a K pont haromszdget alkot (vagyis
nem esnek egy egyenesbe). A BS, az SK és a KB szakaszok a harom-
szO0g oldalai; ezen szakaszok felezémerdlegesei pedig a haromszog
oldalainak felezémerdlegesei, roviden oldalfelezé6 merdlegesek.
Azt is észrevehetjiik, hogy mivel a Q pont egyenld tavol van a
BSK haromszég mindharom csucsatol, ezért egy Q kozéppontu QB

6.9. abra A harom oldalfelezd : sugart kor mindharom cstcson atmegy.
mer6leges egy ponton megy at

186

MATEMATIKA_9 TANKONYV.indb 186 2012.06.25. 14:40:34



..............................................................................................

Dgilnf<do Az olyan kort, amely a haromszdg minden csucsan
tmegy, a haromszog koré irhat6 kdrének nevezziik.

...................................................................................................

............................................................................................

A haromszog oldalfelezé merdlegesei egy pontban
: metszik egymast. Ez a pont a hiromszog koré irhato korének a ko- :
i zéppontja. :

.................................................................................................. ;

6.10. 4bra A haromszog koré ir-
hato kor szerkesztése
Az el6z6 példaban leirtakbdl az is kidertil, hogy minden haromszdgnek

pontosan egy koriilirt kdre van.
Figyeljiik meg, hogy hegyesszogli, deré¢kszdgli és tompaszdgii harom-
szogek esetén hol helyezkedik el a haromszdg koré irt kor kdzéppontja!

Q
4 ‘ A \ A \
B B B
6.11. &bra Hegyesszogii 6.12. &bra Derékszogii 6.13. abra Tompaszogii
haromszognél a harom- haromszognél az atfogéra haromszognél a harom-

sz0g belsejébe esik esik (igy annak csak fele- szogon kiviilre esik 6.14. abra Hogyan helyezkedhet
z8pontja lehet) még el a két tanya?

1. Az orszaguttél nem messze (néhany kilométernél nem tavolabb) épiilt két tanya. A két tanyan é16
csaladok kozos postaladat szeretnének kozvetleniil az orszagut mentén. Ugy egyeznek meg, hogy
akkor a legigazsagosabb a postalada elhelyezése, ha egyenld tavolsadgra van mindkét tanyatol. Ezen
a szakaszon az orszagit egyenes. Szerkessziik meg, hova keriiljon a postalada! A tanyak barmilyen
elhelyezkedésénél megoldhato-e a feladat?

2. Akoordinata-rendszerben adotta P(—8; 5) ésa Q(4; 11) pont. Melyik pont van egyenl tavolsag-
raaP ésa Q ponttol
a) az X tengelyen; b) az y tengelyen; ¢)a (—4; 2) kozéppontu 5 egység sugara koron?
Rajz segitségével hatarozzuk meg a keresett pontok helyét, majd olvassuk le a koordinataikat!

3. Milyen nehézséget jelentene Berettyoujfalutél, Debrecentdl és Nyirbatortol egyenld tavolsagra té-
vétornyot épiteni?

4. Szerkessziink szabalyos haromszdget, melynek oldalai 5 cm hosszisaguak! Szerkessziik meg a ha-
romszog koré irt kort!

5. Hany olyan kor van, amely  a) egy paralelogramma;  b) egy téglalap;  c) egy trapéz négy
csucsa kozil legalabb harom csucson atmegy?

187

MATEMATIKA 9 TANKONYV.indb 187 2012.06.25. 14:40:38



EOMELna;

YA TOMSZoYENIatoRON

Az el6z6 leckében megtalaltuk azon pontok halmazat a sikban, ame-
lyek a sik két adott pontjatol egyenld tavolsagra vannak. Vizsgaljunk
meg most egy hasonld problémat: a két adott pont helyett két adott

egyenessel!
N ——
= L, p2lds Mi azon pontok halmaza a sikban, amelyek két |

i adott egyenestdl egyenld tavolsagra vannak?

Megoldas:

A sikon kétféleképpen helyezkedhet el két egyenes. Vagy parhuzamo-
sak, vagy metszOk. Ha a két egyenes parhuzamos, akkor a keresett pont
nyilvan csak a két egyenes kozott lehet. Jeloljiik a két parhuzamos ta-
volsagat d-vel! Akkor lesz egy pont egyenld tavolsagra mindkét egye-

nest6l, ha ez a tavolsag % . Ami azt jelenti, hogy a keresett pontok egy
7.1. abra Kozépparhuzamos olyan egyenesre illeszkednek, amely parhuzamos az adott egyenesek-
kel, és mindkett6tol % tavolsagra halad. Ennek az egyenesnek minden

pontja megfeleld, azaz egyenld tavolsagra van a két adott egyenestol.
Ezt a két parhuzamos egyenes kdzépparhuzamosanak is nevezziik.

Abban az esetben, ha a két egyenes metsz6, mar oldottunk meg
kicsit hasonlo feladatot. Kerestiik azokat a pontokat, amelyek mindkét
egyenestdl 2 cm-re vannak. (Mindkét egyenestdl 2 cm-re parhuzamoso-
kat huztunk, ezek metszéspontjai voltak a keresett pontok.) Ugyanezzel
a modszerrel keressiink még olyan pontokat, amelyek mindkét egye-
nest6l adott tavolsagra vannak (pl. 3 cm-re, 4,5 cm-re, tetszélegesen
felvett tavolsagra)!

L - OASNES e
| SeeS

N arA s
NSNS

A

7.2. &bra e-t6l és f-t6] egyenl6 tavolsagra 1évé pontok

Azon pontok halmazat, amelyek egy adott tavolsagra vannak az e ¢és
az f egyenest6l, egyforman szineztiik. A metszéspontjukként keletke-
zett keresett pontokat — ezek adott egyenld tavolsagra vannak mindkét
egyenestdl — pedig ugyanolyan szinnel.

7.3. &bra A szogfelezd iranya
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-+ Vegyiik észre, hogy az egyszinii pontok egy-egy rombusz
csucsai! (P1. ABCD.) Sét, az egyes rombuszok oldalai paron-
ként parhuzamosak egymassal, igy egyenldk a szdgeik is; kozép-
pontjuk pedig ugyanaz a pont. Vagyis a rombuszok atléi mind egy-
egy egyenesbe esnek. Az e és az f egyenes metszéspontja szintén
egyenlo tavolsagra van a két egyenestdl, igy az is eleme a keresett
ponthalmaznak. Eddigi megfigyeléseink alapjan észrevehetd, hogy
a keresett ponthalmaz két egyenes, amely felezi a két adott metszd
egyenes (e és f) altal bezart szogeket.

7.4. &bra A kar6 is rombusz

Tétel Két metszd egyenestdl egyenld tavolsagra 1évo
: pontok halmaza a sikjukban a két egyenes altal meghatarozott szo- :
i gek szogfelezd egyenesei. ]

...................................................................................................

Itt is két allitast fogalmaztunk meg egyszerre.

I. Ha egy pont rajta van a két egyenes altal meghatarozott szogek két
szogfelezéje kozil valamelyiken, akkor a pont egyenld tavolsagra van
a két metsz6 egyenestol.

Il. Ha egy pont egyenld tavolsagra van két metszd egyenest6l, akkor
rajta van a két egyenes altal meghatarozott szogek valamelyik szogfe-
lez6jén. (Hasonld megallapitast keriilgettiink az 5. leckében, amikor a
garazsbejaro ivét probaltuk elkésziteni.)

Természetesen egy konvex szog két szaratol egyenld tavolsagra 16vo
pontok halmaza a szogtartomanyban a szogfelezé félegyenes.

7, 0alds Milyen szoget zar be egymassal két metsz6 egye-
i nes két szogfelezo egyenese? 1

Megoldas:

A 7.5. abran is szépen latszik, de néhany tovabbi rajzzal megerdsithet-
jiik a sejtésiinket, hogy a két szogfelezo egyenes merdleges egymasra.
Valéban, hiszen az egyenesek altal bezart szomszédos szogek egyenes-
szogre egészitik ki egymast, vagyis o + f =180°, igy a szogek felének

a B ) ) 7.5. dbra Nemcsak tgy latszik,
Osszege: > + > =90°, ami éppen a szogfelezok hajlasszoge. valéban merélegesek

o 3, 03]z A Maxim Vandorcirkusz jarja az orszagot, minden
i héten mas telepiilésen vernek satrat. A sator méreteit bizonyos ke- :
 retek kozott tudjak valtoztatni, de az alapjanak mindenképpen kor
: alakunak kell lennie. A kovetkezd teleptilésen viszonylag kicsi, ha- :
| romszog alak teriilet a1l rendelkezésiikre, ezért itt ugy kell felverni- :
i tik a satrat, hogy mindharom oldalon a telek széléig érjen. Segitsiink :
i nekik, hogy hova tegyék a sator alapjanak kézéppontjat! (Az tres
{ teriilet elég nagy ahhoz, hogy a satrat felallitsak.) :
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Megoldas:

Rajzoljunk, majd fogalmazzuk meg a problémat matematikai nyelven!
Adott egy haromszdg (ABC), és olyan kor kozéppontjat keressiik (O),
amely a haromszog minden oldalat érinti. (7.6. abra)

Ha van ilyen kor, akkor a kdzéppontja sugarnyi tavolsagra van
a haromszog mindharom oldalatol, hiszen korabban megallapitottuk,
hogy az érintési ponthoz tartoz6 sugar merdleges az érintére. Olyan
pontot keresiink tehat, amely egyenld tavol van az ABC haromszog
minden oldaléatol.

Azt mar tudjuk, hogy azok a pontok, amelyek két oldalegyenestdl
vannak egyenld tavolsagra, a két oldalegyenes altal bezart sz6g szog-
felez6jén helyezkednek el. fgy az O pontnak rajta kell lennie az a szog
szogfelezjén ( f, ) is, és a f sz0g szogfelezdjén ( fj ) is. Akét szogfele-
7.6. dbra A haromszg mindha- : Z0 metszi egymast, csak ez a pont lehet az O. Es ez valoban jo is, hiszen
rom oldalat érint kér az O pont egyenl6 tavol van a b és a ¢ oldalegyenest6l, valamint a ¢ és
az a oldalegyenestdl, vagyis a haromszog mindharom oldalegyenesétol.
A gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy az O ponton kiviil nincs mas
pont, amely mindharom oldalegyenest6l egyenld tavolsagra lenne.

A cirkuszi sator alapjanak kdzéppontjat tehat ugy hatarozhatjuk
meg a haromszdg alaku telken, hogy megkeressiik a haromszog vala-
melyik két szoge szogfelez6jének a metszéspontjat.

Az eléz6 példaban talaltunk egy olyan kort, amely érinti egy harom-
sz0g oldalait.

@ Usflnfdd  Egy olyan kort, amely érinti a hdromszog mind-

% harom oldalat, a hdromszdg beirt korének (vagy a haromszégbe :

i frhat6 kérnek) neveziink. 3

...................................................................................................

Foglalkoztunk még a haromszog belsd szdgeinek szdgfelezdjével is,

ezeket roviden a haromszog szogfelezdéinek is mondjuk.

L]

= Vegyiik észre, hogy mivel az O pont egyenl§ tavol van az a
¢és a b oldaltol is, ezért rajta van a C csucsbol induld szogfe-

lez6n ( f, )-nis! (7.7. dbra)

C
f Az eddigiek alapjan kimondhatjuk a kovetkez6 tételt.

7.7. bra A haromszog szdgfele- Tétel A haromszog szogfelez6i egy pontban metszik
261 egy pontban metszik egymdst © : egymast, ez a pont a haromszog beirt korének kozéppontja. :

...................................................................................................

Az el6z6 példaban leirtakbol az is kidertiil, hogy minden haromszognek
pontosan egy beirt kore van.
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Megoldas:
Annyival tobb a dolgunk, mint az el6z6 leckében, hogy nemcsak a ko-
zéppontjat kell megszerkesztenilink a kdrnek, hanem a sugarat is. Ez
pedig éppen a kdzéppontnak az oldalaktol vett tavolsaga. A szerkesztés
menete:
Vegyiik fol a haromszoget!
Szerkessziik meg két szog szogfelezdjét, metszéspontjuk legyen O!
O-bol allitsunk merdlegest valamelyik oldalra, a merélegesnek ezzel
az oldallal vett metszéspontja legyen P!
Szerkessziink O kdzéppontt, OP sugaru kort!
(A szerkesztés menetében sem, és az abran sem tiintettiik fel a szerkesz-
tés részlépéseit, amelyeket mar korabbrdl ismeriink. A P pont a beirt
kornek az abran a BC oldallal vett érintési pontja.) (7.8. abra) 7.8. dbra Haromszog beirt kéré-
. = nek szerkesztése
9, 02lds Héany olyan kor van egy haromszog sikjaban,
i amely a haromszog mindharom oldalegyenesét érinti? 5
Megoldas:
Els6 latasra lehet, hogy nem tlinik fol, mi az Gjdonsag ebben az el6z6
feladatokhoz képest. Figyelmes olvasas utan viszont kideriil, hogy itt
nem pusztan a haromszog oldalait jelentd szakaszokrol van sz6, hanem
az oldalakat is magukba foglal6 egyenesekrol. Készitsiink abrat!
Hasznaljuk fel korabbi megallapitasunkat, miszerint két metszo
egyenestOl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a sikon az egyene-
sek két (egymasra merdleges) szogfelezéje! Az abran az egy csticshoz
tartozo szogfelezoket egyforman szineztiik. Annak belatasat, hogy ha-
rom kiilonbdz6 szinli egyenes egy pontban metszi egymast a harom-
sz6gon kiviil is, az eddigiek alapjan az olvasora bizzuk.
Tehat négy ilyen kor van. (7.9. abra)

7.9. dbra Harom egyenest egy-
.............................................................................................. . ¢ szerre érinté korok
<19 Egy olyan kort, amely kiviilrdl érinti a haromszdg :
+ egyik oldalat, és érinti masik két oldalanak a meghosszabbitasat is, a :
: haromsz6g hozzairt kdrének neveziink. 3

...................................................................................................

Minden haromszognek harom hozzairt kdre van.

1. Szerkessziik meg az ABC haromszog AB oldalanak azt a pontjat, amelyik a masik két oldalegyenestdl
egyenld tdvolsagra van!

2. Szerkessziink olyan félkort, amely érinti egy haromszog két oldalat, atmérdje pedig a haromszog
harmadik oldalara illeszkedik!

3. Hany olyan kor van a sikon, amelyik egyszerre érint két parhuzamos egyenest és egy azokat metszo
harmadik egyenest? Vélaszunkat indokoljuk!

4. Szerkessziik meg az ABC haromszog koriilirt korének azokat a pontjait, amelyek egyenl6 tavolsagra
vannak az AB és a BC oldal egyenesétol!
Szerkessziik meg a koriilirt kor azon pontjait is, amelyek egyenld tavolsagra vannak az A és a C
ponttol! Mit figyelhetiink meg?
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5. A Kertész csalad a koltozés utan viragoskertet tervez. Ehhez egy paralelogramma alaku foldteriilet
all rendelkezésiikre, amelynek az atloja mentén egy kis atkel6utat meg akarnak hagyni. Az atkeld
két oldalan pedig egy-egy arvacskatiikrot szeretnének kialakitani, vagyis olyan kor alaku részt,
amelybe arvacskakat iiltetnek. Segitsiink nekik megtervezni az arvacskak helyét! (A lehetd legna-
gyobb tiikrot képzelték el, amely az egyes részekben elfér.)

6. Mutassuk meg, hogy egy paralelogramma szdgfelez6i vagy egy pontban metszik egymast, vagy
metszéspontjaik téglalapot hataroznak meg!

7. Egy haromszog két szogének nagysaga: 74° és 42°. Mekkora szoget zarnak be egymassal a harom-
sz0g szogfelez6i?

8. Egy haromszog szogeit jelolje a, S és y! Mekkora szoget zarnak be egymassal a haromszog szogfelez6i?

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

= eruetsZamitas

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢
()

.

1, 04ldz Szantofoldet szeretnénk vasarolni. A térkép alapjén
- dontsiik el, melyik folddarabot érdemes vélasztani, a zolddel vagy a :
| pirossal szinezettet, ha terméértékiik egyforma az egész teriileten!
Hatarozzuk meg a parcellak tertiletét! A szamitashoz sziikséges !
i adatokat az abran feltiintettiik! :

b=550m

a=330m
8.1. dbra Egyik széles, masik hosszu. Melyiket valasszam?

Megoldas:

A valaszthato foldteriiletek egyike sem téglalap alaktl, s6t nem hasonlit
egyik ismert teriiletképletti matematikai sikidomra sem. Ugy tudnank
meghatarozni a teriileteket, ha felbontanank a parcellakat olyan részek-
re, amelyeknek kiilon-kiilon ki tudjuk szamitani a teriiletét.

A z01d sikidomot példaul egyetlen szakasszal egy téglalapra és egy
trapézra tudjuk bontani. Ezek teriiletét meg tudjuk hatarozni, hiszen is-
merjiik a téglalap oldalhosszait (a 8.3. abran a és b), valamint konnyen
meg tudjuk hatarozni a trapéz magassagat (C—a) és alapjainak a hosszat
(b—fése).

8.2. dbra Szantofoldparcellak c

N

a

9000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢9.

8.3. dbra Bontsuk szét és szamoljunk!
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A téglalap oldalai: (8.4. abra)
a=330m és b=550m,
tertilete:

T =a-b=330m-550 m = 181500 m°.

téglalap

A trapéz alapjai: (8.5. abra)
b—f=350m és e=200m,
magassaga: C—a =390 m.

a

8.4. dbra Téglalap. Ez menni fog!

c-a
Terilete: T, ,, = w -390 m =107 250 m”.
[
4 . . b-f
Igy a z6ld teriilet:
catatap + Taper = 330550+ M -390 = 288750 (m?).
8.5. dbra Trapéz. Hat..., ha tud-
c d nank az alapok és a magassag
. hosszat...
| :
b |

8.6. dbra Ezt meg egészitsiik ki!

A piros sikidom teriiletét meghatarozhatjuk példaul ugy, hogy ki-
egészitjiik azt a zold teriiletnél vizsgalt trapézzal. Igy egy derék-
szOgli haromszogh6z jutunk, amelynek befogéoi b=550m és
d+c—-a=1040 m+ 720 m—330 m =1430 m. Majd a derékszogii ha-
romszog teriiletébdl kivonjuk a trapéz teriiletét.

A piros teriilet: (8.6. abra)

_ 550-1430

haromszég | trapéz

—107250 = 286000 (mz).

Tehat a z6ld sikidom teriilete a nagyobb, bar elenyészd a kiilonbség
a két teriilet kozott. (Ugyanakkor formaja miatt talan megmunkalni is
konnyebb a z6ld teriiletet, mint a pirosat.)

8.7. &bra ,fgy konnyti!”

Bevezetd példankban volt alkalmunk atismételni néhany korabbrol mar
ismert teriiletképletet. Gytjtsiik most 0ssze a legfontosabbakat, ame-
lyeket eddig tanultunk!
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EOMELna;

Teriiletképletek:

Téglalap (8.8. abra); négyzet mint specialis téglalap (8.9. abra)

b a

8.8. dbra Téglalap tertilete 8.9. dbra Négyzet teriilete

Haromszog (8.10. abra)

A haromsz6g magassagvonala (m,) az egyik csucsbdl a szemkozti
oldalegyenesre bocsatott merdleges egyenes. A haromszdg magassa-
gat kétféle értelemben is hasznaljuk. Egyrészt a magassagvonal azon
szakasza, amely a cstcs ¢és a szemkozti oldalegyenes kozé esik, mas-
részt ennek a szakasznak a hossza (amely éppen az egyik csticsnak a
szemkdzti oldalegyenestdl vett tavolsaga). Minden haromszognek ha-
rom magassagvonala van, és a harom oldalhoz tartoz6 magassaga lehet
mas-mas hossz(sagu.

A hegyesszogli haromszog mindharom magassaga a haromszogon
beliil halad. A derékszogli haromszog atfogbhoz tartozd magassaga a
8.10. dbra Haromszog teriilete haromsz6gon beliil halad, az egyik befogohoz tartozd magassaga egy-

beesik a masik befogéval és forditva. A tompaszdgii haromszog leg-
hosszabb oldaldhoz tartozo magassaga a haromszogon beliil halad, de a
két rovidebb oldalhoz tartozé magassaga a haromszogon kiviil.

4 Trapéz (8.11. abra)
A trapéz magassaganak az alapok egyeneseinek tavolsagat nevezziik.
m Deltoid (8.12. 4bra)
R\ A teriiletképlet konkav deltoidra is érvényes!
a
r_ate Paralelogramma (8.13. abra)
2 a
8.11. &bra Trapéz teriilete L/
b m, b a
AN v >
a a
-/ T=a-m T:a-ma:%f

8.13. &bra Paralelogramma teriilete ~ 8.14. &bra Rombusz teriilete

; Mivel a paralelogramma specialis trapéz, ezért magassaga ugyanugy
e-

T="+ az alapok egyeneseinek tavolsaga, mint a trapéz esetében. De a para-
lelogrammanak akarmelyik két szemkozti oldalat tekinthetjiik a trapéz
8.12. &bra Deltoid teriilete alapjanak, igy a paralelogrammanak kétféle magassaga lehet.
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Rombusz (8.14. abra)

A rombusz teriiletének kiszamitasara egyarant hasznalhat6 a paralelog-
ramma teriiletképlete és a deltoid teriiletképlete, mivel a rombusz spe-
cialis paralelogramma ¢s specialis deltoid is egyben.

Kor (8.15. abra)

), 04l Egy haromszog teriilete 20 teriiletegység, egyik :
i Oldala pedig 8 egység hosszi. Mekkora ennek a hdromszognek az :
i ismert oldalhoz tartoz6 magassaga? i 2 .15, 4bra Kor teriilete
i Hany kiilonboz6 alaki ilyen haromszog van? ’

T=rm

Megoldas:
Legyen a a 8 egység hosszusagl oldal! Az ehhez tartozo magassagot

jeloljik m,-vall Tudjuk, hogy T = >

&m,
adatokat! 20 = > 2 Esinnen m, =5 egység.

. Helyettesitsiik be az ismert

Most keressiink olyan haromszogeket, amelyek megfelelnek a
megadott adatoknak!

Rogzitsiik a haromszdg 8 egység hossziisagu a oldalat! Abbdl,
hogy az ehhez tartozé6 magassag hossza 5 egység, csak annyit tudunk,
hogy a szemkdzti cstcs 5 egységnyire helyezkedik el az a oldal egyene-
sétol. Vagyis az a oldal egyenesétdl mindkeét oldalra 5 egységnyire 1év6
parhuzamosok barmelyik pontja lehet a haromszog harmadik csucsa.
Tehat végtelen sok kiilonb6z6 haromszog 1étezik a megadott adatokkal
(koztiik hegyesszogl, derékszogli €s tompaszogli is). (8.16. abra)

8.16. abra Kozos oldald, azonos
magassagl haromszogek

\?\rgwr 5. palda Az ABC haromszogben AB = 12 cm, BC = 8 cm
¢és a C csucsbol indulé magassag: m_ =6 cm. Hatdrozzuk meg az A
i cslicshoz tartozé magassagot!
i Hany ilyen haromszog van? Szamitsuk ki mindegyiknek a kérdezett !
| magassagat! :
Megoldas:
Nézziik eldszor, hany megoldas lehet! Most nem feladat ugyan meg-
szerkeszteni az ABC haromszdget, de ha elképzeljiik, hogyan hajtanank
végre ezt a szerkesztést, akkor latszik, hogy két megoldas adodik. m,

A C csucsnak egyrészt m, tavolsagban kell lennie az AB szakasz

egyenesétdl, vagyis rajta kell lennie az AB-vel — attol m, tavolsagban : 4 B
huzott — parhuzamos egyenesek valamelyikén; masrészt a B ponttol
BC =8 cm tavolsagra kell lennie, azaz rajta kell lennie a B kdzéppontu,
8 cm sugaru koron is. Az egyeneseknek és a kdrnek két-két metszés-
pontjuk van, igy az AB oldal egyenesének mindkét oldalan kétféle meg-
oldas lehetséges: az ABC haromszog és az ABC" haromszog. (Az abran
csak az egyik oldalara esé haromszdgeket abrazoltuk.)

8.17. &bra El8szor képzeljik el,
hogyan szerkesztenénk!
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Szamitsuk ki mindkét esetben az m, magassagot! Ehhez hasznaljuk a
tertiletképletet:

AB-m, BC-m
Trec = 5 = 5 “! Innen AB-m, =BC-m, és

m, = AB -, =ﬁ=9(cm).
BC 8
A haromszog A csucsbol induldé magassaganak hossza 9 cm.
Azt az eredményt kaptuk tehat, hogy az m, magassag fliggetlen
8.18. abra A megoldas attol, hogy a két haromszog koziil melyikrdl volt sz6. De ez annyira
nem meglepd, hiszen a teriiletiik ugyanakkora, és a BC oldal is egyenld
a BC' oldallal.
44 03l Egy téglalap két parhuzamos oldalat 6 cm-rel, :
: masik két oldalat 10 cm-rel megndveljiik. fgy egy olyan négyzetet
i kapunk, amelynek teriilete 324 cm®-rel nagyobb, mint a téglalap te-
riilete. Mekkorak a téglalap oldalai? ]

Megoldas:
Jel6ljiik az oldalak megndvelése utan kapott négyzet oldalat x-szel! Ek-
kor tudjuk, hogy a téglalap oldalai (cm-ben mérve) kezdetben x—6 és
X—10 hossztak.

Atéglalap teriilete tehat T,

téglalap

=(X—-6)-(x—-10), anégyzet teriile-

te: T, = X°. Anégyzet teriilete nagyobb 324 cm’-rel, ezért a kdvet-
kezd osszefliggés teljesiil: (X—6)-(x—10)+324 = x>. Az egyenlet bal
X . oldalan végezziik el a miiveleteket, majd vonjunk Gssze:
i X* —6x—10Xx+60+324 = x°,
Lo x? —16x+384 = x°,
‘—6 s -16x =384,
""" X =24.
* Innenki tudjuk szamolni a téglalap oldalainak hosszat: Xx—6 =18 (cm)
x=10 és x—10=14 (cm).
Ellendrzés: a 18 és 14 cm-es oldalakkal rendelkez6 téglalap teriile-
te: T=18-14=252(cm?®), a 24 cm oldala négyzet teriilete pedig

T =24° =576 (cm?). A négyzet teriilete valoban 324 cm’rel tobb a
téglalap teriileténél.

s} 9dldza Jeldljik meg az ABCD téglalap oldalain az oldalak

egy-egy harmadolopontjat egy koriiljarasi irinyban haladva a kovet-
i kezéképpen: az AB oldal A-hoz kozelebbi harmadold pontja legyen !
: P, a BC oldal B-hez kozelebbi harmadolé pontja legyen Q, a CD ol- :
dal C-hez kizelebbi harmadol6 pontja legyen R, és a DA oldal D-hez |
i kozelebbi harmadolé pontja legyen S! §
\ Hanyadrésze a PQRS négyszog teriilete az ABCD téglalap teriileté-
nek, ha a téglalap két szomszédos oldalanak hossza :
- a) AD =6 cm és AB=9 cm; b)AD=aésAB=b?

8.19. dbra 4. példa
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Megoldas:
a) A téglalap teriilete: T,cp =6 cm-9 cm =54 cm’.
A PQRS négyszog teriiletét legegyszeriibben tigy kaphatjuk meg, ha az
ABCD téglalap teriiletébdl kivonjuk a PQ, QR, RS és SP szakaszok altal
a téglalapbol ,,levagott” deré¢kszoglh haromszogek teriiletét.

Mivel két oldal és a kdzbezart szog egyértelmiien meghatarozza
a haromszoget, igy a szemkdzti csticsoknal keletkezett haromszogek
egybevagoak, teriiletiik egyenld. Az egyes derékszogli haromszogek
befogoinak hosszat feltiintettiik az abran.
A haromszogek Osszteriilete:

2-Typs, +2-Toop, = 2-%+2-2—é6=12+12= 24 (cm?).

{gy a PQRS négyszog teriilete: Topes =54 cm’ —24 cm® =30 cm®.

T . Teors _30cm* 5
A PQRS négyszog teriilete tehat —— =——— = — része az ABCD
Tpeep S4cm” 9

téglalap teriiletének.

b) A gondolatmenet ugyanaz, mint az a) részben.

2ab a2
3 3 g 3

TPQRs:TABCD_Z'TAPSA_Z’TBQPA=a’b_2'T_ 'Tz
2a b a 2b 2ab 2ab 4ab 5ab
=a-b-————. —=a-b-———=a-b—-——=——
g 3 3 3 9 9 9 9

Lo 5
Es itt is ugyanazt az eredményt kaptuk: a PQRS négyszog teriilete 5

része az ABCD téglalap teriiletének. Tehat a két teriilet aranya fiiggetlen
attol, hogy mekkorak az ABCD téglalap oldalai.

Megjegyzés: Az arany kiszamitiasahoz ugyan nem kellett tudnunk,
hogy a PQRS négyszog milyen alaki, de a megoldas menetét tovabb-
gondolva konnyen addodik, hogy a PQRS négyszog szemkozti oldalai
parhuzamosak, vagyis a PQRS négyszog egy paralelogramma.

4l A park egy haromszog alaki fiives parcellajaba
olyan kor alaku viragagyast (tiikkrot) terveznek, amely érinti a ha-
i romszog oldalait. Hany szazaléka lesz a viragagyas tertilete a par- !
cella teljes teriiletének, ha tudjuk, hogy a parcella teriilete 140 m?, és
Osszesen 875 darab 8 cm széles szegélyezd diszcolop kellett hozza,
i hogy teljesen koriil tudjak keriteni?

Megoldas:

A feladat szovege els6 ranézésre zavarba ejtd, hiszen a parcella alak-

jarol semmit nem tudunk azon kiviil, hogy haromszdglett. A teriiletén

kiviil még a kertiletét tudjuk kiszamolni a felhasznalt c616pok szama

alapjan. A haromszog kertilete: K =875-8 cm =7000 cm =70 m.
Rajzoljunk taldlomra egy ilyen parcellat virdgagyassal egyiitt!

Pontosabban a feladat szempontjabol nekiink mar csak ennek a ma-
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D 6. cm R 3em ¢
2cm
S 4cm
4cm Q
2cm
A 3em p 6 cm B

8.20. abra Vagjuk le a ,,folosle-
get”!

2b b
D 3 R 3 ¢
a
3 2a
S 3
2a Q
3 a
3
b P 2 g
3 3

8.21. &bra Oldjuk meg altalano-
san!

8.22. dbra 6. példa matematikai
modellje
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EOMELna;

8.23. &bra Vagjuk szét a harom-
szoget!

e —— e —
8.24. 4bra Nézziink utana, hogy
mire és hogyan hasznaltdk Heron
labdajat az okorban!
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tematikai modellje sziikséges: egy haromszog, a beirt kdrével egyiitt.
Huzzuk meg a beirt kdrnek az érintési pontokhoz tartoz6 sugarat! Ezek
merdlegesek a megfeleld oldalakra. Majd kossiik dssze a beirt kor ko-
zéppontjat (O) a haromszog csticsaival! (8.22. abra)

A szaggatott vonalak mentén képzeletben felvaghatjuk az ABC ha-
romszdget, igy harom kis haromszog keletkezik: az AOB, a BOC ¢és a
COA haromszog. Az AOB haromszdgnél az AB = ¢ oldalhoz tartozé ma-
gassag éppen a beirt kor sugara: r. fgy ennek a haromszognek a teriilete:

-r . . . -r
Thos, = CT Ugyanigy adodik amésik kétharomszoégreis: Ty, = ar

2
-r .
és Teop, = bT . A harom teriilet 6sszege adja az ABC haromszog terii-
c-r ar br (a+b+c)r
—t =

letét: Trge, =Thros. + Tooc. + Tcon. = T > 2 2

. K -r
Vagyis Tyge, = % Szavakban: a haromszog teriilete egyenld a
haromszog fél keriiletének és beirt kore sugaranak szorzataval. Tehat a
haromszog alakjat nem ismerjiik ugyan, de a beleirhat6 kor sugarat ez
alapjan ki tudjuk szamolni.

70-r 2-140

A feladat adataival: 140 = , ahonnan

=r,igy r=4(m).
Ebb6l mar meghatarozhato a kor alak( virdgagyas teriilete:

Ty =17 -7 =4° -7 =167 =~ 50,3 (m” ). Ez pedig %-100 ~35,9 sza-

zaléka a parcella teljes teriiletének. A konkrét feladat alapjan még ez
a pontossag is soknak tiinik, elegendd azt valaszolnunk, hogy a virag-
agyas teriilete kb. 36%-a a parcella teriiletének.

Erdekességként megjegyezhetjiik még, hogy Heron-képlet néven is-
mert egy teriiletképlet, amely a haromszog oldalhosszainak ismereté-
ben adja meg a haromszog teriiletét. Ha @, b és ¢ a haromszog harom

oldala, akkor T = \/(a+b+C)'(a+b—u)iéa—b+c)-(—a+b+c)’

ami

rovidebben igy is irhato:

T= \/S ‘(s—a)-(s—b):(s—c), ahol s a haromszog fél keriiletét jeldli,

at+b+c
azaz s= >

1r)éJ <z Egy haromszog oldalainak hossza 13, 14 ¢és 15
egység. Szamitsuk ki, mekkora a haromszognek a 14 egység hosszi-
i sagu oldalhoz tartoz6 magassaga! ]
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Megoldas:

Szamoljuk ki elészor a haromszog keriiletének a felét: s = 13+14+15 =

=21 egység. A teriilete az imént emlitett Heron-képlettel:
T= \/S‘(S—a) (s=b)-(s-¢)= \/21‘(21—13) -(21-14)-(21-15) =
=+/21-87-6 =+/7056 =84 teriiletegység.

. 14-m .
Masként viszont ugyanez a teriilet: T = — =7m. Vagyis 7m =84,

igy m=12 egység.
A 14 egység hosszisagl oldalhoz tartoz6 magassag 12 egység.

8.25. bra Tangram

Es egy jaték mindenki szaméra!
Osi tavol-keleti eredetii a tangram nevii jaték. A 8.25. abran lathat mo-
don fel van darabolva egy négyzet kisebb alkotorészekre: négyszogek-
re és haromszogekre. (Fogalmazzuk meg, milyen specialis sikidomok
ezek!) A jatek lényege, hogy egy-egy elére megadott figurat ki kell rak-
ni a rendelkezésiinkre allo készlet darabjaibol. (Pontosan ezek felhasz- , i

L . . . , i . A tangramot a 8.25. abra alapjan
nalasaval, vagyis minden darabot fol kell hasznalnunk, és ha véletlentil : i kartonpapirbol is el tudjuk ké-
tobb készlet lenne el6ttiink az asztalon, akkor sem szabad a masik kész- : sziteni magunknak. De taldlhatunk
letb6l tovabbi lapokat elkérni.) az interneten is olyan oldalakat,

ahol jatszhatunk vele, példaul:

http://games.ztor.com/tang/.
8.26. &bra Allitsuk el az abrékat a tangramkészlet darabjaibol!
£

5_#': Minél zartabb, tomorebb egy alakzat, annal nehezebb kita-
. lalni, hogyan lehet 6sszerakni. Vegyiik észre, hogy az dsszes
feladvanyban szerepld figura mint sikidom teriilete ugyanakkora,
ami persze nyilvanvald, hiszen ugyanazokbol a darabokbol all.

1. Egy haromszog harom oldalanak hosszardl tudjuk, hogy a < b < ¢. Hirom magassagarol pedig tud-
juk, hogy m; <m, <m,. Melyik magassag melyik oldalhoz tartozik? A véalaszt indokoljuk meg!

2. Egy négyzet atloinak hossza 8 cm. Mekkora a négyzet teriilete?

3. Egy négyzet kozéppontja koriil rajzoljunk kért, amely dtmegy a négyzet cstcsain! Allapitsuk meg a
kor és a négyzet teriiletének aranyat, ha a kor sugara a) 6 cm; b)r!

4. Hanyszorosara n0 a négyzet teriilete, ha az oldalait az
a) 5-szorostikre, b) 7-szerestikre, ¢) n-szerestikre noveljiik?
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5. Hanyszorosara nétt annak a négyzetnek az oldala, amelynek a teriilete
a) a 36-szorosara, b) a 100-szorosara, ¢) a k’-szeresére, d) az n-szeresére nott?
6. Adott haromszog egyik cstcsan at szerkessziink olyan egyenest, amely két egyenld teriileti harom-
szogre bontja az eredeti haromszoget!
7. Egy haromszog beirt korének sugara 5 cm, teriilete 150 cm®. Szamitsuk ki a haromszog keriiletét!

8. Egy haromszog egyik oldalanak hossza 16 cm, és a hozza tartoz6 magassag 18 cm. Milyen hossza
lehet a haromszognek az az oldala, amelyhez 12 cm-es magassag tartozik?

9. Egy haromszog két magassaganak hossza 12 cm és 18 cm, egyik oldalanak hosszal6 cm. Eldont-
het6-¢ ezek alapjan egyértelmiien, hogy mekkora a haromszog teriilete? Ha nem, indokoljuk meg,
miért nem; ha igen, szamitsuk is ki a tertiletet!

10. A Molnar csalad a lehetd leghosszabb porazon szeretné tartani
Prézlit, a kutyat. Ismervén Prézlit, pontosan tudjak, hogy ameddig vetemenyeskert
elér, mindent kias. Hova tlizzék le a karot, amelyhez majd kikotik, 17m
hogy se a viragos kertet ne érje el, se a keritést, se a veteményes- 10m
kertet? Legfeljebb milyen hosszu porazra kéthetik ki Prézlit? A kert
alaprajza a 8.27. dbréan lathato. virdgagyas
kerités 9m

8.27. dbra A kert

ORAWIt a0 OrasZtetelny

A kovetkezd példat egy kb. 4000 évvel ezeldtti babiloni agyagtablan
talaltak.

e ...

\\"ﬁi%;( 1, valdsEgy gerenda 0;30 hosszu. Feliil 0;6-tal lecsuszott.
: entr6l mennyivel tavolodott el?” t
i A szOveg igen sziikszavi (bar még igy is némiképpen ki van egesz1t—
ve ahhoz képest, ami az agyagtablan fonnmaradt). Ma valahogy igy
i fogalmaznank meg ugyanezt a feladatot: 5
i Egy 30 egység hosszu gerenda fels6 széle 6 egységnyit csuszott le a
: fal mellett. Milyen messzire cstiszott el igy a gerenda alja a falt6l?

Megoldas:
deh { Az agyagtablan kozolt megoldas mai jelolésekkel valo (kicsit részlete-
sebb) leirasat probaljuk tolmacsolni ugy, hogy a 4000 éve kdzdlt gon-
dolatok ne csorbuljanak.
Jeloljiik a gerenda hosszat d-vel, azt a magassagot, ahol a cstiszas
h utan a fols6 vége van, h-val, és amennyit az alja elcstiszott a faltol, azt

b-vel. A ,lecsuszast” ismerjiik, ez d —h =6 egység. Ebbdl tudjuk h-t:

b h=30-6 =24 egység. Ittegy képlet kovetkezik az dbabiloni megoldas

szerint: b =+/d? —h? . Ezt kiszamitva: b = v/30? —24? =+/900-576 =

9.1. dbra 1. példa
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=4/324 =18 egységet kapunk. A gerenda alja tehat 18 egységgel tavo-
lodott el a faltol.

A hasznalt képletet nyilvanvaléan a b® =d? —h® Osszefiiggés eldzte
meg, amely egyenértékii a b’ +h’ =d? Osszefiiggéssel. Vagyis egy
olyan Osszefiiggéssel, amely a derékszogli haromszog oldalai kozott all
fenn. Ez az Osszefiiggés mar altalanos iskolabdl is ismerds lehet: ezt
nevezziik ma Pitagorasz-tételnek.

............................................................................................

Barmely derékszogii haromszog befogdinak négy-
: zetosszege egyenld az atfogd négyzetével. Vagy masként: barmely :
i derékszogii haromszog befogoira rajzolt négyzetek teriiletének dsz-
szege egyenld az atfogdra rajzolt négyzet teriiletével.

...................................................................................................

Ha a derékszogii haromszog befogoit a és b jeloli, az atfogojat pedig c,
akkor igy is irhatjuk az 6sszefliggést:

a’+b*=c’.
A dologban az az érdekes, hogy a Pitagorasz-tételt a fenti megoldasban
tobb mint 1000 évvel azel6tt alkalmaztak, hogy Piithagorasz megsziile-
tett volna. A mai tudomanytorténet szerint valdszinii, hogy az 6babiloni
matematika valoban hasznalta ugyan a tételt (st keresett is racionalis
oldalhosszsagu derékszogli haromszdgeket), de bizonyitani nem tudtak.
Azt viszont tudjuk, hogy Piithagorasz és kdvetdi, az in. pitagoreusok mar
ismerték a tétel bizonyitasat. Ok adtak kozre, és igy késobb (jabb par
szaz ¢év mulva) Piithagorasz nevéhez kapcsoltak ezt a tételt.
A tétel bizonyitasa:

Ahhoz, hogy mi is lassuk a tétel igazsagat, daraboljunk fel kétfélekép-
pen egy a+b oldalhosszisagl négyzetet!

A a E b B
a T1 a
H K F
b I b
D @ @ b c
9.4. dbra 1. feldarabolas 9.5. dbra 2. feldarabolas

A 9.4. abraban meghuztuk az EG szakaszt és a HF szakaszt. Igy két
négyzet keletkezett: az a oldalhosszisagi AEKH négyzet és a b oldal-
hosszisaga CGKF négyzet, valamint két téglalap, amelyeknek az ol-
dalhosszasagai a, illetve b. Ha a téglalapokat az abran lathaté moédon az
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9.2. dbra Derékszogii haromszog

oldalaira rajzolt négyzetek

9.3. dbra Piithagorasz
(K. e. 582-496)
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atlojukkal két haromszogre bontjuk, akkor négy darab a és b befogoju
A a2 E b B derékszogli haromszoget kapunk.
gy az a+b oldalhosszusagh négyzet teriilete egyenld a két négy-

al 4 zet és a négy derékszogli haromszog terliletének dsszegével:
H K F Tl + TZ + 4 : Théromsziig = a2 + bz + 4 : Théromsziig .
b T, b Nézziik a 9.5. abrat! Itt az a+b oldalhosszusagli négyzet csucsai-

nal keletkezett egy-egy derékszogii haromszog, amelyeknek a befo-
g0i szintén a és b. A 9.5. abra kis derékszogii haromszogeibol tehat
b 2 g b Cc ugyanannyi van, mint a 9.4. abran, és teriiletiik is egyenld. Vizsgaljuk
meg most a kimarado részt! Egy olyan négyszog keletkezik, amelynek
minden oldala olyan hosszl, mint a derékszogii haromszogiink atfo-
gdja, vagyis a négyszog minden oldala egyenld, igy ez egy rombusz.
Ugyanakkor tudjuk, hogy a derékszogii haromszog hegyesszogeinek
Osszege 90°, igy a PQRS négyszognek pl. az R csticsa mellett allo két
sz0g Osszege is o+ B =90". Igy a négyszog R csticsanal 16v6 belsd
szoge is 90°, hiszen az a-val és a f-val egylitt egyenesszoget alkot-
nak. Tehat a PQRS négyszog egy derékszogli rombusz, vagyis egy
négyzet. Itt tehat az a+b oldalhosszisagu négyzet teriilete egyenld a
nagy négyzet és a négy derékszogli haromszog teriiletének sszegével:
T,+4 'Thammszag =c’+4. T‘néromszég'
Mivel a két kiilonboz6 felosztasnal ugyanazt a tertiletet irtuk fel kétfé-
leképpen, igy azok nyilvan egyenlék egymassal:

az + b2 + 4 ) T'néromszi')g = Cz + 4 : Théromszég E

Eppen ezt akartuk bizonyitani.

9.6. dbra Emlékeztetd

azaz a® +b® =%

- 7, 04l Szamitsuk ki, milyen hossza az 4tfogdja annak a :
{ "derékszogli haromszognek, amelynek két befogdja :
a)8cm és 15 cm; b) 10 m és 6 m hosszusaguak!

Megoldas:
A Pitagorasz-tételt alkalmazhatjuk mindkét esetben. Jeldljiik a befogo-
c=? kat a-val és b-vel, a keresett atfogot pedig c-vel! Ekkor a tétel szerint
tudjuk, hogy a’+b’ =c’. Ebbe az dsszefliggésbe helyettesitsiik be az
adatokat!
P 8% +15° =¢?
64+225=c’
9.7. abra 2. a) példa )
289=c¢

Két olyan szamot is talalnank, amelynek 289 a négyzete: a 17-ct és a
—17-et. De mivel a ¢ hosszusagot jeldl, igy csak a pozitiv szam johet

szoba: ¢ =17.
Tehat az a) kérdésre a valasz: a derékszogli haromszog atfogodja 17 cm
hosszu.
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Ugyanezt kell végigesinalnunk a b) kérdésnél is, csak itt végiil nem
kapunk egész szamot.

10> +6° =¢*

100+36 =c?
136=¢’
136 =c

A négyzetgyok segitségével konnyen tudjuk jeldlni ilyenkor is a kere-
sett szamot. Kozelitd értékét pedig szamologéppel vagy fliggvénytabla-
zat segitségével meghatarozhatjuk.

€c=+136 =11,66
Valasz a b) kérdésre: az atfogd hossza /136 m, vagyis kb. 11,66 m.

‘@ 5,04l Egy téglalap atloja 26 cm, az egyik oldala pedig
:"10 cm hosszi. Mekkora a téglalap teriilete? :

Megoldas:
A téglalap teriiletét két szomszédos oldalanak szorzataként szamolhat-
juk ki. Az egyik oldala adott, tehat ha a masik oldalat ki tudjuk szamita-
ni, akkor mar majdnem kész is vagyunk a feladat megoldasaval. Mivel
a téglalapnak minden szdge derékszog, ezért a téglalapot az atloja két
derékszogli haromszogre bontja. Ezek egyikére maris alkalmazhatjuk a
Pitagorasz-tételt. Hasznaljuk az abra jeldléseit!
A kiemelt haromszognek a két befogoja a és b, atfogdja e. igy
a’ +b? = e”. Behelyettesitve az adatokat:
10° +b* = 26°,
100+b* =676,
b* =576,
b=24.
A téglalap masik oldalhosszusaga tehat 24 cm. Igy a teriilete:
T =a-b=10cm-24 cm = 240 cm®.

‘b, 03l Egy kétaga létra szérai 3 méter hosszuak. A 18t- :
i Ta akkor 4ll stabilan, ha vizszintes talajon teljesen szét van nyitva, :
i amennyire csak az 6sszekoto lanc engedi. Tlyenkor a két szérdnak a :
| f6ldon mért tavolsaga 140 cm. Milyen magasan van ilyenkor a létra :
 legteteje? '
Megoldas:
A létra szarainak modelljéiil hasznalhatjuk egy egyenld szarti harom-
sz0g szarait. Ennek a haromszognek az alapja a létra szarainak a f6ldon
mért tdvolsaga.
Mivel az A pont egyenld tdvolsagra van a B és a C ponttdl, ezért ko-
rabbi megallapitasunk szerint A illeszkedik a BC oldal felezdmerdleges
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9.8. 4bra 2. b) példa

e=26
/_ a=10
b=?
9.9. bra 3. példa
A
30 dm 30 dm
B . U - o C
7dm 7dm
9.10. &bra 4. példa
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9.11. bra Csak 6vatosan!

9.12. &bra 5. példa

1 MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 204

¢ egyenesére. fgy a BFA haromszog egy derékszogii haromszdg. Ebben
¢ a haromszdgben az atfogd (AB) és az egyik befogo (BF) ismeretében
¢ keressiik az FA befogot.

: Atfogd: AB=3m=230dm.

BC 140cm

© Egyik befogo: BF === =70 cm =7 dm.

¢ Masik befogo: FA=?

: Pitagorasz-tétel: FA’ + BF? = AB®. Helyettesitsiik be az adatokat!
¢ (Figyeljiik meg, hogy ilyen adatok mellett dm-ben a legkényelmesebb
elvégezni a szamolast!)

FA? +7% =30°
FA? +49 = 900
FA? =851

FA=4/851 = 29,17 (dm)

¢ Vagyis a létra magassaga kb. 29,2 dm = 2 m 92 cm. (Mindenképpen
¢ érdemes tehat a legjobb stabilitds kedvéért teljesen szétnyitni a létra
két szarat amennyire csak lehet, hiszen az adott 1étra esetén mindossze
¢ 8 cm-t veszithetiink vele a magassagbol.)

3 3, p4lds Egy rombusz keriilete 32 egység. Atloinak hosz- :
: {Sza Ugy aranylik egyméshoz, mint 3 a 4-hez. Mekkora a rombusz :
i | teriilete? :

.
°

¢ Megoldas:

: Tudjuk, hogy a rombusz olyan négyszdg, amelynek minden oldala
: egyenld hosszlisagu (jeloljik a-val). Igy a keriilet ismeretében megalla-
: pithatjuk az oldalainak hosszat. K =4a=32 = a=8.

: Mivel a rombusz teriiletét kiszamithatjuk az atlok szorzatanak fele-
¢ ként, ezért nyilvan az 4tlok hosszanak meghatarozasa a cél. Tudjuk még
¢ azt is, hogy a rombusz 4tloi merélegesek egymasra és felezik egymast.
fgy két fél 4tlo és egy oldal derékszogii haromszoget alkot, ahol a két
¢ fél atlo hosszanak aranya is 3:4. Ezért bevezethetiink ismeretlennek egy
olyan X hosszusagl szakaszt, amelynek a KB szakasz éppen haromszo-
: rosa, a KA szakasz pedig éppen 4-szerese.

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az AKB derékszdgii haromszogre:
AK? +KB? = AB?,

4x)° +(3x)’ =87,
(4x)" +(3x)
16x% +9x? =64,

257 = 64,

§ X2 :%

25’

: 8

H X=—.
5
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Innen AK:4X:4-§:g és KB:3x:3-§:ﬁ.
5 5 5 5
Vagyis a rombusz atloinak hossza:
AC:2-AK:2~g:% BD=2-KB = Zﬁ:ﬁ
5 5 5 5
A rombusz teriilete:
64 48
T _AC-BD 5 5 64-48 1536
heee 2 2 552 25

=61 44 teriiletegység.

9,02l Egy trapez alapjainak hossza 8 cm és 22 cm, egylk
szaranak hossza 13 cm. Allapitsuk meg, mekkora lehet a trapez ma- g
sik szaranak a hossza, ha tudjuk, hogy a trapéz teriilete 180 cm’!
Megoldas:
Készitsiink abrat €s hasznaljuk a 9.14. abra jeloléseit! Adottak: a = 22 cm,

c=8cm, d=13cm ésaz ABCD trapéz teriilete T,,., =180 cm®. Ke-

ressiik a b oldal hosszat. Hizzunk parhuzamost a b oldallal a D cstucson
at! Ennek metszéspontja az AB oldallal legyen az E pont! Az EBCD négy-
sz0g szemkozti oldalai parhuzamosak, ezért ez a négyszog paralelog-
ramma. Ebbdl viszont tudjuk, hogy szemkozti oldalai egyenld hosszuak,
tehat a DE oldal is b hossztsagu, és az EB szakasz is ¢ hosszasagu.

Az AED haromszognek tehat ismerjiik két oldalat: AD =13 cm és
AE =a-c=22cm-8cm =14 cm. Ha még e haromszg magassagat
is tudnank, akkor ki tudnank szamitani Pitagorasz-tétellel az AF sza-
kasz hosszat is, amibdl pedig tudnank az EF-et, igy végiil ismét a Pita-
gorasz-tételt alkalmazva a DE szakasz hosszat is kiszamolhatnank. Az
ADE haromszdg magassaga egyben a trapéz magassaga is. Ki fogjuk
hasznalni, hogy a magassag meréleges az alapokra.

A trapéz teriiletképletét alkalmazva ki tudjuk szdmitani a trapéz
22+8

magassagat: T,gep =%~m, vagyis 180 = -m =15m, ahonnan

180
m=——=12 (cm).
1 (cm)

A Pitagorasz-tételt alkalmazva az AFD deré¢kszogli haromszogre:

x*+m? =d?,

x* +122 =132,
x* =25,
X =5 (cm),

ahonnan FE =14 cm—-5cm =9 cm.
Most az EFD derékszogli haromszogre alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

FE®+m® =b?,
9?2 +12% =b?,
225=D",

b =15 (cm).

Tehat a trapéz masik szaranak hossza 15 cm.

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 205

e
roef
2
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EOMELna;

b /. P20t Mekkora annak a kornek a sugara, amelyben egy-
i mastol 27 cm tavolsagra egy 30 cm és egy 48 cm hosszusagu hur ;
: helyezkedik el egymassal pirhuzamosan? :

Megoldas:

Hasznaljuk a 9.15. abra jeloléseit! Mivel a kor kozéppontja sugarnyi
tavolsagra helyezkedik el a htirok végpontjaitdl, igy a KAB haromszog
¢és a KCD haromszog egyenld szara. Ezért a kor kozéppontja (K) illesz-
kedik a hurok felezOmerdlegesére. S mivel a két hur parhuzamos, igy
ezek a felezdmer6legesek egy egyenesbe esnek.

Az adatok: AB=30cm = AE =15cm
CD=48cm = CF=24cm

EF =27 cm

Jeloljiik a KE tavolsagot x-szel! Ekkor a KF tavolsag 27 — x. Irjuk fel a
Pitagorasz-tételt az AEK és a CFK derékszogli haromszogekre!

AE? + EK? = AK?, vagyis 15° + X* =r? és
CF2+FK? =CK?, vagyis 24> +(27-x)" =r?,

9.15. &bra 7. példa megoldasa

Mivel mindkét egyenldség jobb oldalan ugyanaz a kifejezés all, igy a bal
oldalaknak is egyenléknek kell lenniiik: 15 +x? = 24% +(27 - x)’.
Végezziik el a négyzetre emeléseket! 225+ x> =576+ 729 —54x + x°.

Innen 54x =576 +729—225,
54x =1080,
x =20.

Az egyik hur tehat 20 cm tavolsagra van a kor kdzéppontjatol. Ebbol
tudjuk a masik hir K-tol vett tavolsagat is: KF =27-20=7 (cm).
Ezek utan a vizsgalt haromszogek barmelyikére felirt Pitagorasz-tétel
segitségével kiszamithatjuk a kor sugaranak hosszat:

r’ =15 + x* =15% + 20° = 225+ 400 = 625.

Vagyis r =25cm.
(A masik oOsszefiiggést hasznalhatjuk ellendérzésképpen: 24° +7% =
=576+49=625=r", innenis r =25 cm -t kapunk eredményiil.)

4 B A kor sugara 25 cm.

Megjegyzés: Az abra felvételekor még nem tudhattuk biztosan, hogy
a kor K kozéppontja az EF szakasznak belsé pontja-e vagy kiilsé. De
gondoljuk végig, hogy ha —a 9.16. abran 1évé modon — K kiilsé pont,
akkor is jelolhetjiik a KE tavolsagot X-szel, csak akkor a KF tavolsag
X—27 lenne.

Ez azonban megoldasunkon semmit nem valtoztat, hiszen ennck a
kifejezésnek csak a négyzete szerepel a megoldasban, vagyis algebrai-
lag ugyanazt a kifejezést, végiil a sugarra is ugyanazt a 25 cm-es értéket

9.16. &bra lgy is felvehettiik vol- : kapjuk ebbdl az alaphelyzetbél kiindulva is.
na az abrat
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.o
- Vegylik észre, hogy minden példaban meg kellett talalnunk
valahol elrejtve az abraban egy derékszoget, illetve derékszo-

gl haromszdgeket, amelyekre alkalmazhattuk a Pitagorasz-tételt!

9.17. &bra Hol vannak derékszo-
gek?
1. Szamitsuk ki, milyen hossz annak a derékszogii haromszdgnek az atfogoja, melynek befogoi
a) 3 cm és 4 cm; b) 24 cm és 7 cm; ¢) 24 cm és 10 cm hosszuak!

2. Mekkora a derékszogii haromszog masik befogoja, ha
a) az egyik befogdja 16 egység hosszu, atfogoja pedig 34 egység hossz;
b) az egyik befogdja 14 egység hosszu, atfogoja pedig 24 egység hosszu;
c) az egyik befogoja X hosszlisagu, az atfogdja pedig X + 1 hosszisag?
3. Egy egyenl6 szaru haromszog alapja 12 egység, magassaga 8 egység hossziisag. Szamitsuk ki,
mekkorak a haromszog szarai, és milyen hossztiak a szarakhoz tartoz6 magassagok!

4. Hatdrozzuk meg, mekkora tdvolsagra halad egymastol a 25 egység sugart kor két parhuzamos hur-
ja, ha az egyik hur 30 egység hosszusagu, a masik pedig 48 egység hosszusagu! Figyeljik meg,
hogyan helyezkedhetnek el a hurok! Hany eset van?

5. Egy deltoid atloi egyenld hosszliak. Az egyik atlo a masikat 1:3 aranyban osztja két részre. Mekkora
a deltoid két atlojanak hossza, ha teriilete 72 cm?? Szamitsuk ki a deltoid keriiletét!

6. Az ABCD trapéznak az A csticsnal derékszoge van. Hatarozzuk meg, mekkora a trapéz teriilete, ha
alapjainak hossza 13 cm és 20 cm, a DC szara pedig 25 cm hosszsagu!

: azakat lathatunk. Az ilyen kiilonds épitkezés célja lehet az iddjaras-
i hoz val¢ alkalmazkodas, vagy egyszeriien csak a figyelemfelkeltés. :
i Szamitsuk ki, milyen magas lehet az a szemb6l nézve haromszog !
alaktnak latsz6 hotel, amelynek méretei az 10.2. abran lathatok. 10.1. 4bra Hotel

Megoldas:
Huzzuk be a keresendé magassagot! Ez merdleges a szemkdzti oldalra,
¢és két részre bontja azt. Az egyik rész hosszat nevezziik el x-nek, a ma-

37m 91m

sik ekkor 96 —x hosszusagu. 96'm
Felirhatjuk a Pitagorasz-tételt mindkét derékszogli haromszogre: 10.2. abra Adatok
x* +m? =372
(96—x)*+m? =91°|. 37 91
m
Mivel mindkét egyenletben szerepel a magassag négyzete, igy az atren-
dezés utan ka oS
pott 2 2 2 4 =
m® =37°—-x" és X 96-x
m? =91° - (96— X)Z 10.3. &bra Megoldas alapdtlete
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" T=/s(s-a)s-b)s-d)

10.4. &bra Hogy is van ez?

o > a > 0
DA, < DA, < DA,
b, < b, < b,

10.5. &bra Az a szog és az A pont
helyének kapcsolata
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: egyenletekben a bal oldalon all6 kifejezés egyenld, igy a jobb oldalon
allo kifejezéseknek is egyenléknek kell lenniiik.

372 —x? =91° — (96 — X)?

Végezziik el a kéttagu kifejezés négyzetre emelését, majd rendezziik
¢ az egyenletet!

372 —x2 =91> — (96 —2-96- X + X°)

377 —x* =91’ —96° +2-96-X—X*  /+X’

1369 = 8281—9216+192x /+9216-8281
2304 =192x

12=x

Innen 96 — x =96 —12 = 84, bar erre az adatra mar legfeljebb csak ellen-
Orzéshez lehet sziikséglink. Ugyanis mar az X segitségével is meg tudjuk
¢ hatdrozniamagassagot: m* = 37° —x* =37° —12° = 1369 144 = 1225,
: m=+/1225 =35,

Tehat az épiilet magassaga 35 méter.

Megjegyzés: A Heron-képlet segitségével is meghatarozhattuk volna
a magassagot. Ezt az olvasora bizzuk, a végeredményt pedig az elsd
¢ megoldas alapjan tudjuk ellenérizni.

:
: g
H |3

¢ Figyeljiik meg alaposan, mit tudunk még egy hasonl6 ébrarol leolvasni!

El6szor is nyilvanvalo a Pitagorasz-tétel alapjan, hogy egy derék-
szOgll haromszognek az atfogod a leghosszabb oldala. Vizsgaljuk meg,
¢ milyen Osszefiiggés lehet mas haromszogekben az oldalak nagysaga és
a szOgek nagysaga kozott!

A szemlélet alapjan elfogadhatjuk, hogy minél messzebb van a ha-
romszOg A csicsa a magassag talppontjatol D-t6l a ¢ oldal egyenesén,
¢ annal kisebb az ennél a csucsnal 1év6 szog. (10.5. abra) Ugyanakkor a
Pitagorasz-tétel értelmében annal nagyobb a CDA haromszog befogoi-
nak négyzetdsszege, igy az atfogodja, a b oldal is. Gondolatmenetiinket
¢ ,visszafel¢” is elmondhatnank: minél nagyobb a b oldal, annal mesz-
szebb lesz az A cstcs a D-t6l, igy annal kisebb lesz az a szog.

Természetesen ugyanez érvényes a magassagvonal masik oldalan is.
¢ Vagyis ha f# > a, akkor az A cstics tavolabb van D-t6l, mint a B, igy a b
¢ oldal nagyobb, mint az a oldal. Es megforditva: ha b > a, akkor 8> a is
: teljestil.

: Eddigi eredményeinket igy foglalhatjuk Gssze:

¢ % barmely haromszogben egyenlé szogekkel szemkozt egyenld oldalak
¢ vannak, és megforditva: egyenld oldalakkal szemkozt egyenld szo-
gek vannak; tovabba

¢ w barmely haromszogben nagyobb szdggel szemkdzt nagyobb oldal
¢ van, és megforditva: nagyobb oldallal szemkozt nagyobb szog talal-
¢ hato.

2012.06.25. 14:43:16



Ebbdl az is kovetkezik, hogy a haromszdg maximalis oldalaval szem-
kozt talalhatd a maximalis szog, és viszont. Ugyanezért a leghosszabb
oldalon fekvo két szog biztosan hegyesszdg. Ebbdl pedig az is adodik,
hogy a leghosszabb oldalhoz tartoz6 magassag a haromszdgdn beliil
halad.

(Ezek alapjan mar megallapithato, hogy az elsd példaban nemcsak
ugy latszik, hogy az épiilet magassaga a haromszdgon beliil van, hanem
valdban ugy is van.)

Nagyon gyakran lesz sziikségiink a késébbiekben a kdvetkezd
példa eredményeire, igy azokat érdemes minél hamarabb megjegyez-
niink!

‘@/ 7, 04l Hatarozzuk meg

a) az egység oldalt négyzet atlojanak hosszat;

b) az a oldalu négyzet atlojanak hosszat;

¢) az egység oldalu szabalyos haromszog magassagat;
d) az a oldalu szabalyos haromszog magassagat!

Megoldas:
a) Az atlo két egyenld szar derékszogli haromszogre bontja a négyze-
tet. Irjuk f6l az egyikre a Pitagorasz-tételt!

d? =1% +1°

d?>=2

d=+2

Az egység oldali négyzet atloja V2 hosszlisagu.
b) Itt csak az a) részre hivatkozunk, hiszen akar a is lehetne az egység:
az a oldalu négyzet atloja J2-a
c) A szabalyos haromszég mindharom oldala egyenld, igy magassagai

egyenld hosszusaguak, és felezik a szemkdzti oldalt.
Irjuk 16l az egyik derékszogi haromszogre a Pitagorasz-tételt!

2
m? +(%J =1

m2+i—1
4
2_3

m° =
4
4 2

3
Tehat az egység oldalu szabalyos haromszog magassaga -5 hosszu-
sagu.

d) Az a oldalu szabalyos haromszg magassaga 73 a
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™

d=+2

1

10.6. 4bra 2. a) példa

N —

10.7. &bra 2. ¢) példa
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&
= Vegyiik észre, hogy mindkét példaban jol nyomon kdvethet-
jiik az oldalak és szogek kozotti dsszefliggést, de az is gyorsan
kidertiil, hogy nem egyenes aranyossagrol van szo. Az egyenld szara
derékszogli haromszog szogei 45°, 45° és 90°, tehat a legnagyobb
szog kétszerese a kisebbeknek, a veliik szemkozti oldalak koziil vi-
szont a hosszabbik csak /2 -szérdse a rovidebbiknek. A szabalyos
haromszoget a magassaggal két olyan derékszogli haromszogre bon-
tottuk, amelyeknek a szdgei 30°, 60° és 90°-osak, vagyis aranyuk

13

1:2:3; oldalaik aranya viszont 5 : 7:1=1:\/§ :2. Tehat az arany

nem egyenld!

\K‘)F/ 5, 04ld Egy egyenlé szard haromszog szarainak hossza :

113 cm, alapjanak hossza pedig 10 cm. Szamitsuk ki, mekkora a ha- :
: romszdg koré irhato kor sugara! :
Megoldés:

SR Készitsiink abrat! (10.9. abra)

Tudjuk, hogy az egyenld szart haromszog alapjat a hozza tartozé ma-
gassag felezi. {gy természetesen ez a magassagvonal egyben az alaphoz
tartozé oldalfelezd meréleges is. Es mivel a haromszog koré irhat ko-
rének kozéppontja (K) az oldalfelezé merdlegesek metszéspontja, ezért
a kor kozéppontja illeszkedik a CF egyenesre.

Ezek utan elkészithetjitk megoldasunk tervét.
1. Szamitsuk ki az alaphoz tartozé magassagot az AFC haromszogre
felirt Pitagorasz-tétel segitségével!
2. Mutassuk meg, hogy K, a koriilirt kor kozéppontja a haromszog bel-
10.9. &bra 3. példa vézlatrajza, ha sejébe esik!
K a hiromszog belsejébe esik 3. [rjuk fel a Pitagorasz-tételt az AFK derékszogii haromszogre! Ebben
az egyenletben csak r az ismeretlen. Majd szamitsuk ki r értékét!
Hajtsuk végre a tervet!
1. Pitagorasz-tétel az AFC haromszogre:

AFZ +FC? = AC?,

A ~5¢emF

5% +m? =13%,
m? =13 -52 =169-25=144,
m=12.

Az alaphoz tartoz6 magassag 12 cm.
2.Mivel CF=m=12>5=AF, igy FACX > ACFx, tehat az AC
oldal felezémerdlegese a CF szakaszt annak belsé pontjaban metszi.
3. Pitagorasz-tétel az AFK haromszogre:
AK? = AF? + FK?,
r? =52 +(12-r)°,
r? =25+144—-24r +r%, /-r*
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24r =169,
169
r="——.
24
. et 1 169
Az ABC haromszog koriilirt korének sugara g o (= 7,04 cm).

Megjegyzés:

A megoldas 2. pontjat akar ki is hagyhattuk volna, hiszen ha K a harom-
sz0gon kiviil esne, akkor a CK szakasz hossza r—m volna, ami viszont
csak négyzetre emelt formaban jelenik meg a megoldas tovabbi részé-
ben. Marpedig tudjuk, hogy (m- I’)2 =(r- m)2 , vagyis algebrailag
ugyanazokat a kifejezéseket kapjuk a megoldas kdzben.

2k 04l Mar tobb ezer éve Mezopotamiaban is ismerték
iTazt a derékszogli haromszdget, melynek oldalai 3, 4 és 5 egység
i hosszuak. (Konnyen ellenérizhetjiik, hogy ha 3 és 4 a két befo- :
i 20 hossza, ¢s a haromszog derékszogti, akkor az atfogoja valoban
PB4 = J25 =5 egység hossziisagh.) Furfangos kémiivesek he-
! lyenként még Grzik azt a hagyomanyt, hogy ha éppen egyéb mé- :
i r8eszkdz hijan vannak, akkor egy madzagra egyenletes tavolsagok- :
i ban csomokat kotnek ugy, hogy 12 egyenlé részt kapjanak. Majd
i meghajlitjdk a 3. csomoénal, az onnantdl szamitott 4. csomonal és az
i onnantél szamitott 5. csomot, vagy a kotél végét dsszefogjak a kotél
i elejével. A hajlitasi pontok kozott pedig feszesre kihuzzak a kotelet.
! Es azt mondjak, hogy a 3 csomo hosszi rész és a 4 csom6 hosszu
| rész derékszoget zar be egymassal. '
i Alatimaszthato-e az igazuk a Pitagorasz-tétel segitségével?

Megoldas:

Rovid probalkozas utan rajohetiink, hogy a Pitagorasz-tétel abbol indul
ki, hogy egy haromszog derékszogli, és az oldalak kozotti immar jol
ismert Osszefiiggést allitja. Tehat abbol, hogy 3° +4° =5°, a Pitagorasz-
tétel alapjan még nem vonhatjuk le azt a kovetkeztetést, hogy a 3, 4 és
5 egységnyi oldalakkal rendelkezd haromszog derékszogi!

Az okori €s leglijabb kori emberek viszont mégiscsak jogosan hasznaljak
a csomos madzagot, mivel igaz a Pitagorasz-tétel megforditésa is.

Tétel Ha egy haromszog két (révidebb) oldalanak négy- :
: zetOsszege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a harom- :

...................................................................................................

(Ezt itt most nem bizonyitjuk be.)
A Pitagorasz-tételben feltétel, hogy a haromszog derékszogt, ¢s allitas,

hogy ekkor a® +b* =c?.
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10.10. abra 3. példa vazlatrajza,
ha K a haromszogon kiviilre esik

10.11. &bra Furfangos kémiives
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Feltétel Allitas
Ha derékszogii, akkor a*+b’ =c?.

A Pitagorasz-tétel megforditasaban az a feltétel, hogy a”+b* =c?, és
az az allitas, hogy ekkor a haromszog derékszogii.

Feltétel Allitas
Ha a’+b?* =c?, akkor derékszogi.

Egy tétel megforditasa azt jelenti, hogy folcseréljiik a tétel feltételét

¢és allitasat. Nem minden tételnek igaz a megforditasa. Gondoljunk pl.

- arra, hogy ha egy egész szam oszthaté néggyel, akkor a szam paros!

De megforditva nem igaz, hogy ha egy szam paros, akkor néggyel is

10.12. dbra Melyik volt elsbb? ~ : 0SZthato. , .

Ha egy tételnek igaz a megforditasa, akkor azt szoktuk mondani,

hogy a tétel megfordithato.

A Pitagorasz-tétel megforditasa alapjan tehat a 3, 4 és 5 egység

oldali haromszog derékszogii.

9,04l Dontsiik el az alabbi szamharmasokrol, hogy le-
5 etnek -¢ derékszdgli hdromszdg oldalhosszai! Minden esetben hi- :
i vatkozzunk rd, hogy mi alapjan dontottiink! ;
L a)5, 12, 13; b) 6,9, 11; c) 16, 30, 34; d) 83, 116, 205.
Megoldas:

a) Vizsgéljuk a révidebb oldalak négyzetdsszegét! 5° +12° = 25+144 =
=25+144 =169, ez pedig éppen 13°. Mivel a két révidebb oldal négy-

a b ¢ zetdsszege egyenld a harmadik oldal négyzetével, ezért a Pitagorasz-
3 4 5 tétel megforditasa alapjan a haromszog derékszogli.
5 12 13 o e o x
~ 7 o4 25 b) Probalkozzunk az el6bbi modszerrel!
o
g 8 15 17 6°+9° =36+81=117. Ugyanakkor 11° =121. Nem egyenld a két
E 9 40 4 . . oan s A . -
S 11 6 6 szam. A tétel megforditdsat itt nem hasznalhatjuk, mivel nem teljesiil
§ g 12 3% ¥ annak feltétele. Viszont a Pitagorasz-tétel szerint ha ez a haromszog de-
g 12 gg gg rékszogli lenne, akkor teljesiilni kellene a 6> +9> =117 egyenléségnek,
g 2 2 2 amely pedig nem teljesiil. Tehat a Pitagorasz-tétel szerint ez a harom-
s 28 45 53 P . P
é 33 56 65 sz0g ?em dzerekszogu. X .
& 3% 77 8 c) 16° +30° =256+900 =1156 és 34° =1156. A Pitagorasz-tétel meg-
33 gg ?g forditasa alapjan a haromszog derékszogt.
65 72 97 d) Miel6tt automatikusan kezdenénk a négyzetre emeléseket, figyeljiik

meg jobban, hogy a haromszdg-egyenldtlenség miatt ilyen oldalakkal

10.13. &bra Es ebbdl mindbdl de- © rendelkezd haromszdg nincs is: 83+116 =199 < 205!
rékszogli haromszog lesz

Az eddigiekben sok derékszogti haromszoggel taldlkoztunk mar. Volt
kozottiik olyan, amelynek oldalai kozott szerepelt irracionalis szam, de
sok olyannal is talalkoztunk, amelynek mindharom oldala egész szam,
pl. 3,4, 5 vagy 5, 12, 13 stb.
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Az olyan pozitiv egészekbdl allo szamharmasokat, melyek lehetnek
egy derékszogli haromszog oldalhosszai, pitagoraszi szamharmasok-
nak nevezziik. Az eldbb emlitett két szamharmas a két legegyszeriibb, de
rovid keresgélés utan magunk is kdnnyedén talalunk még tovabbiakat.
Elvezetes kutatasi feladatként ajanlott 6nalléan bebizonyitani, hogy
végtelen sok olyan pitagoraszi szamharmas van, amelyben a harom
szam paronként relativ prim. (Ehhez nem kell megtalalnunk az 6sszes
ilyen tulajdonsagu szamharmast.)

1. Egy szabalyos haromszog oldala 8 egység hosszl. Hatarozzuk meg a magassagat és a teriiletét!
2. Milyen hosszliak az atloi annak a szabalyos hatszognek, amelynek oldalai 5 cm-esek?

3. Lakotelepeken gyakran kitapossak az emberek a fiivet a hazak kozotti téren egy-egy keskeny savban,
hogy leroviditsék az Gtjukat. Az Gtjanak hany szazalékat sporolja meg az az ember, aki egy 300 méter
oldalii négyzet alakil téren atlosan vag at a tér sz€lén ,.korbe” halado jarda helyett? (Egyes helyeken
mar bevezették, hogy a lakotelepek, lakoparkok benépesedése utan varnak még 1-2 honapot, hogy
kideriiljon, merre is szeretnek jarni az emberek a tereken keresztiil, majd oda épitenek jardakat.)

4. A Teriiletszamitas c. lecke végén bemutattunk egy jatékot: a tangramot. Mekkorak az abban szerep-
16 lapocskak oldalai és mekkora a teriiletiik, ha a kicsi négyzet oldalhosszat vessziik 1 egységnek?

5. Egy egyenl6 szara haromszog szarainak hossza 17 cm, az alaphoz tartozé magassaga 8 cm. Szamit-
suk ki a teriiletét, a koré irt kor és a beirt kor sugarat! Hol helyezkedik el a koriilirt kor kdzéppontja?

6. Az ABCD téglalap AB oldalanak hossza 32 cm, BC oldalanak hossza pedig 24 cm. A B csticstol
milyen messze helyezkedik el az AB oldalon az a P pont, amely egyenl6 tavol van az AC atlo két
végpontjatol? Adjunk szerkesztési eljarast is a pont helyének meghatarozasara!

7. Dontsiik el, hogy az alabbi szamharmasok koziil melyek lehetnek derékszogli haromszdg oldalai,
melyek nem, és miért!
a)8,15,17; b) 50, 48, 14; c) 11, 14, 23; d) 24, 10, 26; e) 8, 31,32

1.

agpaiflzlirnsZiormadol (Dayazatis)

GY

Mar kicsi gyerekként taldlkozik mindenki a szimmetria fogalmaval,
akar hasznaljuk ra ezt a kifejezést, akar nem. Mar dévodaskorban is az
egyik kedvenc jaték a , tiikorjaték”. (Olyan pozt probalnak felvenni a
gyerekek, mint a tarsuk, ugyanazt a mozdulatsort hajtjak végre. Mint-
ha csak kozottiik lenne egy nagy tiikor, és egyikiik tiikdrképe lenne a
masiknak.) Majd képeken, targyakon is folfedezziik, hogy ,,jobbrol és
balrol ugyantgy néz ki”. (Abban, hogy ezeket a szimmetridkat fede-
zi 16 elészor a kis ember, nagy szerepe van az agyunk mitkodésének.
Felnétt korban is hamarabb ismeriink fel egy fliggdleges tengelyre valo
szimmetriat, mint egy vizszintesre vonatkozo, vagy foleg egy ezektdl
eltérd (,,ferde”) iranyt tengelyre vonatkoz6 szimmetriat. Még kevés-
bé feltind a szemiink szamara egy mas jellegli szimmetria.)

11.1. &bra Tengelyes vagy (tér-
ben) sikra szimmetrikus abrak
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Kés6bb megtanulunk észrevenni masfajta szimmetridkat is: a ko-
zéppontos szimmetriat, a forgasszimmetriat, az eltolasi szimmetriat.

De hogy is fogja meg egy matematikus a szimmetria €s a ,,tiikkor-
jatékok” fogalmat?

A szimmetria valoban atvitt értelemben is mindig azt jelzi, hogy
dolgok, targyak, képek, személyek valamilyen szempontbdl egyforman
néznek ki, egyforma szerepet tdltenek be, vagy éppen egyforman visel-
11.2. &bra ,Eltolasi szimmetria- ¢ kednek, esetleg éreznek. Visszatérve a geometriai szimmetriakhoz, azt
val” rendelkezd képek (ebben van : mondjuk, hogy valamelyik szimmetridval rendelkezik egy 4bra, ha azt
egy kis csalas) tengelyesen vagy kozéppontosan tiikrozve, vagy elforgatva, esetleg el-
tolva, sajat magaba megy at (persze alkalmasan megvalasztott tengely-
r6l, kdzéppontrol stb. van sz6). Ezek mindegyike egy-egy geometriai
transzformacio, amely minden egyes esetben pontosan megadja, hogy a
sik melyik pontja hova keriiljon. Vagyis pontokhoz pontokat rendeliink
hozzé egyértelmien: fliggvényekrdl van tehat szo.

11.3. abra Kozéppontosan szim-
metrikus abra

Ugilpi<dd A geometriai transzformécio olyan fiiggvény,

t J melynek értelmezési tartomanya és képhalmaza is ponthalmaz. Egy :

i P ponthoz a fiiggvény altal hozzarendelt pontot a P pont képének :
nevezzuk és P’-vel szoktuk jeldlni. :

...................................................................................................

Specialis sikbeli geometriai transzformaciok

Tengelyes tikrozés
Adott egy egyenes: £.

11.4. &bra Forgasszimmetriaval : Hg P e t, akkor legyen P'= P!
rendelkez6 targyak és szimbolu-

mok

Ha P ¢ t, akkor P'legyen olyan pontja a siknak, amelyre a t egyenes a
PP’ szakasz felezOmerdlegese lesz!

t t t: a tengely. (11.5. abra)

P=P Kdézéppontos tikrozés

Adott egy pont: O.
Legyen O'=0!
11.5. dbra Tengelyes titkrdzés Ha pedig P =0, akkor P’ legyen olyan pontja a siknak, amelyre O
, p felezi a PP’ szakaszt!
.P/Oer/‘ O: a kozéppont. (11.6. abra)

Pont kordli elforgatas
Adott egy pont: O és egy iranyitott szog: o.
Legyen O'=0!
Ha pedig P #0, akkor P’ legyen olyan pontja a siknak, amelyre
PO=P'O¢és POP'x =a!
O: a forgatas kozéppontja, a az elforgatas szoge.
Az iranyitott szog lehet pozitiv is, negativ is, attol fligg, milyen iranyban
szeretnénk forgatni. Megallapodas szerint, ha az 6ramutaté jarasaval el-
lentétes iranyba forgatunk, azt nevezziik pozitiv iranynak. (11.7. abra)
Eltolas
Adott egy vektor: V. o
Minden P pontnak olyan P’ pont legyen a képe, amelyre PP'=V!
11.8. dbra Eltolas V : az eltolas vektora. (11.8. abra)
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Dgilnf<o  Ha megkiilonboztetjiik egy szakasz kezdo- és vég
ontjat, akkor irényitott szakaszhoz jutunk. Pl.: az A pontbol a B
pontba mutato iranyitott szakasz: AB.
i Az irdnyitott szakaszra jellemz6 a hosszan kiviil az irAnya (milyen
egyenessel parhuzamos) €s az iranyitasa is (melyik a kezdGpont és
: melyik a végpont).

...................................................................................................

11.9. dbra Iranyitott szakasz

Az azonos hosszusagu, iranyu és iranyitasu iranyitott szakaszok halma-
zat vektornak nevezziik, jele: V.

Szoktuk egyetlen iranyitott szakaszra is hasznalni a vektor elneve-
z¢ést. A vektorokra majd visszatériink még.

Ponthalmaz képét a ponthalmazt alkotd pontok képének a halmazaként
kaphatjuk meg. Ez a gyakorlatban altalaban nem igy szokott végbemen-
ni, hiszen egy-egy sikidomnak altalaban végtelen sok pontja van. Ezért
érdemes felhasznalnunk a transzformaciok néhany jo tulajdonsagat.

Mind a négy emlitett transzformaciora jellemzd, hogy egyenes
képe egyenes, sot szakasz képe szakasz. (Gondoljunk bele, hogy ez nem
természetes, hiszen pl. a gorbe tiikroknél ez nem teljesiil!) Ez maris le-
hetdvé teszi, hogy a sokszogek képét cstcsaik képének megadasa révén
abrazoljuk. A képpontokat csak annak megfelelden Gssze kell kotniink,
ahogy az eredeti pontok dssze voltak kitve az eredeti sokszogben.

Mind a négy transzformacié tévolsagtartd, vagyis barmely két
pont tavolsaga egyenld a pontok képének tavolsagaval. Az ezen tulaj-
donsaggal rendelkez6 transzformaciokat egybevagosagi transzforméa-
cidknak is nevezziik. Ez mar a kor képének megadasat is leegyszersiti,
hiszen igy elég a kor kézéppontjanak képét megadnunk (tiikrozniink,
elforgatnunk, eltolnunk), a képe ugyanakkora sugarti kor lesz. A tavol-
sagtart6 tulajdonsag kovetkezménye a szogtartosag.

Figyeljiik meg, hogy egy haromszog és képe azonos koriiljarasu-e
az egyes transzformaciok esetében.

11.10. &bra Vektor

c’ C

C B
: }0 f > A’
A L]
A
B|B B ¢
c
\\B‘

(s
A

11.11. &bra Figyeljik meg a ko-
riljarasi iranyt!

B’ A

B

/-

O G s

11.12. &bra Tengelyes tikkrozés, 11.13. dbra Kozéppontos tikrd-

@,
s

elforgatas z¢s, eltolas Jo°%%e,
L] [ ]
<215 %
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1“‘! Vegyiik észr.e, h(?gy egyediil a.tengelyes tiikrozés for.ditja
meg a koriiljarasi iranyt, a masik harom transzformacional
valtozatlan marad!

1

1

1

i A rajzok annak megjegyzésében is segitenek, hogy a kdzéppontos tiik-

i r0zés és az eltolds minden szakaszt dnmagaval parhuzamos szakaszba
___________ +:___________ visz at. (AB || A'B")

! A hegyesszogl elforgatas esetén viszont a szakasz és képe ugyan-

' akkora szdget zar be egymadssal, mint az elforgatas szoge.

i A négy transzformacio6 koziil a pont koriili elforgatasnak és az el-

: tolasnak fordulhatnak eld specialis esetei a sz0g nagysagatdl, illetve a
11.14. dbra Két egymasra me- : vektor nagysagatol fliggden.
r6leges tengelyre vald tiikrozés Ha az elforgatas szdge 180°, akkor éppen a kdzéppontos tiikrozést

egymasutanja kdzéppontos tiikro- kapjuk.

zéssel egyenértekil Ha az elforgatas szoge 0°, vagy +360°, akkor minden pont helyben

marad a transzformdacié utan. Ugyanezt a transzformaciot kapjuk ak-
kor is, ha 0 hosszisagt vektorral (nullvektorral) végziink eltolast. Ezt a
transzformaciot identikus transzformacionak hivjuk, réviden identitas-
nak; magyarul pedig helybenhagyésnak.

Tovabbi segitségiinkre lehet, ha megallapitjuk, hogy az egyes
transzformacioknal mely pontoknak a képe lesz 6nmaga. Ezeket a pon-
tokat a transzformacio fixpontjainak nevezziik.

Tengelyes tiikrozésnél a tengely minden pontja fixpont (ezért
magat a tengelyt fixegyenesnek mondjuk), mas fixpont pedig nyilvan
nincs. A kozéppontos tiikrozés és a pont koriili elforgatas egyetlen fix-
pontja a kozéppont. Az eltolasnal pedig minden, az eltolas vektoraval
parhuzamos egyenes invarians.

Talalkozunk olyan egyenesekkel is, amelyeknek a képe 6nmaga
(de nem feltétlentil fixpont minden pontja). Ezeket a transzformacid
invarians egyeneseinek nevezzik. A tengelyes tikrozésnek invarians
egyenese minden, a tengelyre merdleges egyenes. (Es természetesen
11.15. abra Eltévedtem maga a tengely is.) A kdzéppontos tiikrozésnél minden, a kdzépponton

athaladd egyenes. Az elforgatasnal altalaban véve nincs ilyen (hacsak
nem valamilyen specidlis elforgatasrol van szd). Az eltolasnal pedig
minden, a vektorral pArhuzamos egyenes invarians.

Célszerti még rogziteniink a tengelyes tiikkrozésnek azt a jo tulajdon-
sagat, hogy a tengelyt metsz6 egyenes képe ugyanabban a pontban met-
szi a tengelyt, mint az eredeti egyenes. Ha pedig egy egyenes parhuzamos
volt a tengellyel, akkor annak képe is parhuzamos lesz a tengellyel.

Az olvasora bizzuk a kovetkez6 gondolkodtato feladat megoldasat.
Legalabb milyen magas legyen az a tiikdr, amelyben a feje tetejétdl a
talpaig latja magat egy 164 centiméter magas ember? Milyen magasra
helyezze ehhez a tiikr6t a falon, ha a szemmagassaganak és testmagas-
sadganak kiilonbsége 12 cm? A feladat megoldasa eldtt fontoljuk meg,
hogy csak a szemiinkbe érkez6 fénysugarakat érzékeljiik! Van-e jelen-
tdsége annak, hogy mekkora tdvolsagra all az ember a tiikortol? Készit-
stink rajzot! Segiti a megoldast.
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Vegyiik szemiigyre ezutan azokat a sikidomokat, amelyek rendel-
keznek valamilyen szimmetriaval!
Kezdjiik a sokszogekkel!

Haromszogek:

11.18. &bra Tengelyes szimmetria
az allatvilagban

11.16. 4bra Tengelyes szimmetria 11.17. abra Forgasszimmetria

Tengelyesen szimmetrikus haromszogek: (11.16. abra).
Forgasszimmetrikus haromszog: egyediil a szabalyos haromszog.
(11.17. abra)

Kozéppontosan szimmetrikus haromszog nincs.

Négyszogek:

Oldalfelezé merdlegesre szimmetrikusak: szimmetrikus trapéz vagy mas
néven hurtrapéz ¢és specialis szimmetrikus trapézként a téglalap. (11.20.
abra)

Atléra szimmetrikusak: deltoid (konvex és konkav) és specidlis deltoid-
ként a rombusz. (11.20. abra) 11.19. bra Tengelyes szimmetria
Oldalfelezé merdlegesre és atlora is szimmetrikus: a négyzet. (11.20. : andvényvilagban

abra)

o gzimmetrikus ng
Usoy N5 L
e 4

paralelogramma

deltoid
(konvex)

11.21. abra Kozéppontosan szim-
metrikus négyszog: paralelogram-

o deltoid ma
(konkav)
-~
, A=D S e
1 /’
szimmetrikus trapéz i //
vagy hirtrapéz rombusz VI
° A
11.20. &bra Négyszogek tengelyes szimmetridja A
B=A" C=B
Ha egy négyszdg kozéppontosan szimmetrikus, akkor az paralelogram- Seem
négyzet

ma. (Tehat minden specialis paralelogramma is kdzéppontosan szim-
metrikus: a téglalap, a rombusz és a négyzet.) (11.21. dbra)

A . . .. . . 11.22. abra Forgasszi trik
Forgasszimmetrikus négyszog: a négyzet. (11.22. abra) orgasszimmetrieus

négyszog: négyzet
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11.23. abra A kozéppont koriili
+45°-0s elforgatas sajat magaba
viszi at

11.24. dbra Minden a kdzéppon-
ton athaladé egyenesre szimmet-
rikus

11.26. dbra Hat szimmetriatengely

218
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= _ 1 o9l Melyik az a legkisebb pozitiv iranyszogi elforga- :
i Tas, amely egy szabélyos nyolcszoget Gnmagéba visz 4t? :
Megoldas:
Csak a szabalyos nyolcszog (11.23. abra) kdzéppontja koriili forgatés
johet szdba, és mivel cstcsot csucsba kell vinnie, ezért akkor lesz a leg-
kisebb szdgii, ha egy cstcsot a vele szomszédos cstcsba visz at.
Kossiik 0ssze a nyolcszog kozéppontjat a cstcsaival! Mivel a
szabalyos nyolcszog minden belsd szdge egyenld, ezért a keletkezett
egyenld szaru haromszogek szarszogei is egyenldk lesznek. Mivel 8

o

darab van bel6liik, ezért egyenként = 45° -osak. A keresett transz-

formaci6 tehat a nyolcszog kdzéppontja koriili 45°-os elforgatas.

Minden szabalyos sokszdg forgasszimmetrikus. Hiszen a kdzéppont-
(e}

ja koril nagysagl szoggel elforgatva (akar pozitiv, akar negativ
iranyban) sajat magaba megy at (ahol n a sokszog oldalainak szama).
A szabalyos haromszognél éppen a harmadik 120°-os elforgatas utan
tér vissza minden pont az eredeti helyére, ezért azt mondjuk, hogy har-
madrendiien forgasszimmetrikus. Ugyanigy a szabalyos n oldal sok-
sz0g n-edrendil forgasszimmetriaval rendelkezik.

A kort (11.24. abra) a kézéppontja koriil akarmekkora szdggel for-
gatjuk el, 6nmagaba megy at; azt mondjuk, teljes forgasszimmetriaval
rendelkezik.

A kor természetesen kdzéppontosan is szimmetrikus, és akarmelyik,
a kozéppontjan athalado egyenesre nézve tengelyesen szimmetrikus is.

'\.‘L - - - e eelooeasesooiasaasosoeaesaooooe
'!:‘ 7, 0alds Hany szimmetriatengelye van egy szabalyos
i a) Otszognek, b) hatszognek, ¢) n-szognek?
Megoldas:

a) Minden oldal felezémer6legese szimmetriatengely. Ezek atmennek a
szemkdzti csucson. Tehat a szabalyos 6tszognek 5 szimmetriatengelye
van. (11.25. abra)

b) Két-két szemkozti oldal felezémerdlegese egybeesik, ezek szimmet-
riatengelyek, de igy nyilvan csak 3 ilyen van. Viszont a két-két szemkozti
csucsot 0sszeko6td egyenesek is szimmetriatengelyek, és azokbol is 3 van.
Igy a szabalyos hatszognek 6 szimmetriatengelye van. (11.26. &bra)

¢) Ugyanigy lathato be, hogy az n oldaltl szabalyos sokszognek n darab
szimmetriatengelye van, akar paros az n értéke, akar paratlan.

A szabalyos sokszogek koziil csak a paros oldalszamuak a kdzépponto-
san szimmetrikusak.
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Az ,eltolasi szimmetria” kifejezést a lecke elején idézdjelben hasz-
naltuk. Az egyik flaming6 valdban gy néz ki, mintha a masikat csak
eltoltuk volna. Ugyanakkor a két flaming6 egyiitt mar nem alkot eltolasi
szimmetriaval rendelkez6 képet, hiszen az azt jelentené, hogy van egy
olyan eltolas (nem a nullvektorral), amely a képet 6nmagaba viszi at.
Ehhez pedig kellene még egy flaming6, majd még egy, még egy stb.

Ehhez persze végtelen sok flamingora lenne sziikség, ami maris
lehetetlen...

De ha csak elképzeljiik, hogy ugyanilyen rendben végtelen sok van
beldliik, akkor az igy nyert kép mar rendelkezik az eltolasi szimmetri-
aval.

Ezt a végtelenséget képviselik a magyar népmiivészetben a kézi-
munkak sz¢lein futd egyes mintak vagy a faliszonyegek bizonyos min-
tamotivumai (még akkor is, ha ezeknek a kézimunkaknak jol meghata-
rozott széliik van):

Terité széle (Kalotaszeg) — a minta érdekessége, hogy két sorban is

megfigyelhetd a monoton ismétlddé minta (kiilon az indaknal és kiilon :
a viragmintaknal), de ha egyiitt nézziik a két mintat, akkor mar nem :

taldlunk olyan eltoldst, amely dnmagéba vinné (az egyik fajta mintabol
0t van, mig a masik fajtabol csak négy).
Lassunk tovabbi népmiivészeti példakat a szimmetridkra!

J, v4ldu Keressik meg, hogy rendelkezik-e valamilyen :

i szimmetriaval az egész minta vagy annak egy részlete! Figyeljiik azt :
 is, megtori-e valahol a szimmetrit a kézimunka készitdje! :
i A 11.29. dbra a), b), ) és e) képein lathat6 kézimunkak Kalotaszegrol
i szarmaznak, a d) gyimesi csang6 parna.

c)

11.29. &bra Szimmetria a népmiivészetben
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¢ 11.27. abra Valddi eltolasi szim-
metria

11.28. dbra Oszcilloszkép monitor
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EOMELna;

11.29. dbra Szimmetria a népmilvészetben

Megoldas:

sz¢1én 1év6 nyolcadrendtien).

11.30. &bra Kalotaszegi népviselet

Csak néhanyat sorolunk fel a felfedezhetd szimmetriak koziil.
a) Forgédsszimmetrikus (a teritd kozepén 1évé minta hatodrendtien, a

b) A teritd széleivel parhuzamos egyenesekre tengelyesen szimmetri-

kus. (Az atlékra mar nem.) A teritd szélén megfigyelhetd a ,,majdnem
végtelen” eltoldssal onmagaba viheté minta.

Ez a rész kdzéppontosan szimmetrikus, a ko-

zepén 1év6 négyszirmu virdg pedig kiilon tengelyes szimmetridkkal is

rendelkezik. &¥

“ Egy-egy ilyen rész figgbleges, vizszintes és

atlos tengelyekre valo szimmetriat is mutat.

d) 5 Egy-egy ilyen kicsi minta kdzéppontos szimmetriaval ren-

delkezik.
e) Tengelyesen szimmetrikus.

1. Keressiik meg, hogy a ranézésre tengelyesen szimmetrikus minta
himzdje mely helyeken tori meg akar a szinek, akar a formak ten-
gelyes szimmetridjat! (Kalotaszegi fiatalasszony fatylanak himzett
sarka.)

2. Az ABC haromszdg csucsainak koordinatai: A(6; 2), B(1; 4) és
C(-2; 3). Tiikrozziik tengelyesen a haromszoget
a) az y tengelyre; b) az X tengelyre; c) az X =1 egyenletii
egyenesre; d) az y = X egyenletl egyenesre, ¢s adjuk meg a
képként keletkezett haromszdgek cstcspontjainak koordinatait!

11.31. abra Népi motivum

3. Tikrozziik kdzéppontosan az origéra az ABCD négyszoget, ha A(1; —7), B(5; —2); C(3; 6) ¢és

D(1; 2)! Adjuk meg az A’B’C’D’ négyszog csucsainak koordinatait!
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4. Toljuk el az X tengellyel parhuzamosan az X tengely pozitiv felének iranyaba mutat6 3 egység hosz-
szisagu vektorral az ABC haromszoget, ha A(0; 0), B(4; 2) és C(—2; 4)! Adjuk meg az A’B’C’ ha-

romsz0g csucsainak koordinatait!

Mutassuk meg, hogy az ABC haromszog egyenld szaru, derékszogii haromszog! (Gondoljunk az

origd koriili 90°-os elforgatasra!)

5. Hany oldalu lehet az a szabalyos sokszdg, amelyiknek legalabb nyolc szimmetriatengelye van?

6. Egy haromszogrél a kovetkezoket tudjuk: pontosan egy szimmet-
riatengelye van, és van egy 90°-os szoge. Mutassuk meg, hogy ol-

dalainak aranya 1:1: V21

7. Milyen négyszog lehet az, amelyik tengelyesen ¢és kdzéppontosan is
szimmetrikus?

8. Keressilink minél tobbféle kozlekedési tablat, amelyik rendelkezik
valamilyen szimmetridval!

9. Milyen szimmetriakkal rendelkeznek a képen lathato hopelyhek?

-----------------------------------------------------------------------------------------

), w3l Szerkesszik meg egy pont tengelyes tukorkepet
i minél kevesebb szerkesztési 1épés felhasznalasaval!

Megoldas:

A definici6 alapjan barki konnyedén elvégezhet egy szerkesztést. (Me-
rélegest allitunk az adott pontbdl a tengelyre, és a tengellyel valé met-
szésponttdl ugyanolyan tavolsagban vessziik fel ezen a merdlegesen a
pont tiikorképét a tengely tuloldalan, mint amennyire az eredeti pont
van az egyik oldalon.) Mutatunk egy gyorsabb eljarast.

A tengely egy tetszéleges pontjabol (A) mint kdzéppontbdl koroz-
zlink ennek a pontnak és a tiikrozni kivant pontnak a tavolsagaval! Ezt
ismételjilk meg a tengely egy tetszéleges masik pontjaval (B)! A két
koriv egyik metszéspontja a tiikr6zendd pont lesz, a masik pedig a pont
tiikorképe. (12.1. abra)

2

A masik harom tanult egybevagodsagi transzformacio szerkesztésének
kivitelezéséhez hasznaljuk fel a korabban tanult szerkesztési 1épéseket!
: 7, 04l Forgassuk el az e egyenest a ra nem illeszked6 O
i pont koriil pozitiv iranyba 45°-kal!

Megoldas:

Mivel egyenes képe egyenes, ezért elegendd az e egyenes két tetszdle-
ges pontjat elforgatnunk az O pont koriil, majd ezeket egy egyenessel :

Osszekotni. Ez lesz az e’ egyenes. (12.2. abra)
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12.1. &bra 1. példa
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EOMELna;

*

+ Vegyiik észre, hogy korabbi megallapitasunkkal 6sszhang-
ban az e és az e’ egyenes valoban 45°-0s szoget zar be egy-

massal!

"

S U
Rﬂ:f 5, ual Szerkessziink paralelogrammat, ha adott harom |
i Tstcspontja! Hany megoldas van? :
Megoldas:
Mivel a paralelogramma kdzéppontosan szimmetrikus, ezért a harom
megadott csucs koziil valamelyik ketté az egyik atlo két végpontja lesz.
Ennek felez6pontja lesz a szimmetria-kdzéppont, tehat erre a felezo-
pontra tiikrozziik a harmadik pontot. Ez lesz a paralelogramma hianyzé
csucsa.
8 Ebbdl a leirasbol az is kideriil, hogy a harom megadott pont koziil
> barmelyik kett6 lehet az egyik atlo két végpontja, igy harom kiilonbo-
70 paralelogramma lehet, ha ezek a pontok nem esnek egy egyenesbe.
Viszont egyetlen paralelogramma sem lesz, ha ezek a pontok egy egye-
nesbe estek.
12.3. 4bra 3. példa (Mindharom abran a fekete szinnel jelolt pontok voltak megadva
eredetileg, és a negyedik pontot szerkesztettiik hozzajuk.)

‘1, 04l Szerkessziink rombuszt, ha adott az egyik 4tloja- :
i nak egyenese és egy erre nem illeszkedd csticsa, ha tudjuk, hogy a
i rombusz egyik szoge 60°-0s! ;
Megoldas:

Készitsiink vazlatrajzot! (A pirossal jeldlt ponthalmazok adottak.)

B

12.4. &bra Egyik lehetéség 12.5. &bra Masik lehetéség

Két lehet6ség is van: vagy a megadott pontnal helyezkedik el a 60°-0s
sz0g, vagy a megadott szimmetriatengelyen.

Hasznaljuk ki mindkét esetben, hogy a rombusz az atlo egyenesei-
re tengelyesen szimmetrikus! Tiikrozziik a megadott pontot (A-t) az
adott atloegyenesre: ez lesz a C pont. Es mivel a masik 4tlo egyenesére
is szimmetrikus a rombusz, ezért az 4tl6 felezi az A és a C csucsnal 1évo
12.6. dbra 4. példa szoget (amely tehat vagy 60°-os, vagy 120°-0s). Ezért az els6 esetben

222

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 222 2012.06.25. 14:44:44



az AC szakaszra az A pontban mindkét oldalra egy-egy 30°-o0s sz6-
get kell szerkeszteniink (12.4. abra), a masodik estben pedig egy-egy
60°-os szoget. Ezek 0 szogszarai metszik ki az adott atloegyenesbdl a
B és a D pontot. (12.5. abra)

(Természetesen nincs megoldas, ha az adott pont az adott egyenes-
re illeszkedik.)

9, 03l Adott egy deltoid szimmetriaatlojanak (szimmetria-
i Tengelyére illeszkedd 4tlojanak) két végpontja, valamint a mésik két
i cslicsara illeszkedd egy-egy egyenes. Szerkessziik meg a deltoidot!
Megoldas:
A vazlatrajzon pirossal jeldltiik a megadott pontokat, ponthalmazokat.
Itt is a tengelyes szimmetriat tudjuk kihasznalni. Mivel a B pont illesz-
kedik az e egyenesre, ezért a B pontnak a szimmetriaatld egyenesére
vonatkozo tiikorképe, a D pont illeszkedni fog az e egyenesnek a szim-
metriaatld egyenesére vonatkozo tiikorképére, e-re. Ugyanakkor a D
pont illeszkedik az f egyenesre is, igy a D pont az e’ és az f egyenes
metszéspontja lesz. Ezt a pontot mar csak tiikrozniink kell a szimmet-
riatengelyre, igy kapjuk a B pontot. (12.7. abra)

Ha az e’ és az f egyenes nem metszi egymast, akkor nincs megol-
das. Ha az e’ és az f egyenes egybeesik, akkor végtelen sok megoldas
van. Ha pedig az e’ és az f egyenes metszik egymast, akkor majdnem
minden esetben pontosan egy deltoidot kapunk, kivéve ha a B, a D és
vagy az A, vagy a C egy egyenesbe esik (ilyenkor szintén nincs megol-
dasa a feladatnak).
4lde Szerkessziink egyenlé szara derékszogii haromszo-
get, ha adott az atfogoval szemkozti cstcs, tovabba az atfogd egyik
végpontjara illeszkedd egyenes és a masik végpontjara illeszked6 kor!

Megoldas:
A véazlatrajzon pirossal jeloltiik a megadott pontot, egyenest, kort.

Ez esetben azt hasznaljuk ki, hogy az egyenld szarti derékszogi ha-
romszog egyik befogoja a masik befogonak 90°-os elforgatottja a kozos
pontjuk (C) koriil. igy ha Ae e, akkor az A elforgatottja: A'=Be e’
vagy €”. (Azért beszélhetiink kétféle elforgatottrél, mert a forgatds ira-
nya nincs meghatarozva.) Ugyanakkor B e k is teljesiil, tehat a B pont
az adott egyenes valamelyik elforgatottjanak €s a kornek a k6zos pontja
lesz, ha ez 1étezik. A B pontot elforgathatjuk C koriil 90°-kal az ellenke-
70 iranyba. Ez lesz a megfeleld B ponthoz tartozo A pont. (12.8. abra)

Abrankon az e egyenesnek csak a pozitiv irdnyt elforgatottja met-
szi az adott k kort, a negativ nem. fgy ebben az esetben két megoldas
keletkezett: a kék és a zold haromszog. Az eddigiekbdl az is latszik,
hogy legfeljebb négy megoldas lehet, de lehet harom, kettd vagy egy
megoldas is. Es az is lehet, hogy egyaltalan nincs megoldasa a feladat-
nak, ha a kor és az egyenes ugy helyezkedik el, hogy az egyenesek
egyik iranyt 90°-os elforgatottjanak sincs kozos pontja a korrel.
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BOMELIn:A

1. Tiikrozziink egy kort egy szeldje egyenesére!
2. Adott egy négyzet egyik csticsa és kozéppontja. Szerkessziik meg a négyzetet!

3. Tiikrozziink egy haromszoget egyik oldalanak felezOpontjara! Milyen sikidomot alkot az eredeti
haromszog és a képként kapott haromszog egyesitése?

4. Forgassunk el egy tompaszogili (nem egyenld szar) haromszdget a legnagyobb oldallal szemkozti
csucsa koriil 90°-kal pozitiv iranyba! Mekkora szdget zar be egymassal a leghosszabb oldal egye-
nese és a képe? Es a legrovidebb oldal egyenese és annak a képe?

5. Egy 6 cm oldalu szabalyos haromszoget tiikrozziink a kozéppontjara! Mekkora a teriilete az eredeti
¢és a képként kapott haromszog egyesitéseként kapott sokszognek? Milyen szimmetriakkal rendel-
kezik ez a sokszog?

6. Adott egy egyenld szaru haromszdg szimmetriatengelye €s az erre illeszkedd csucsa. Szerkessziik
meg a haromszdget, ha adott még a masik két csticson atmend egy-egy egyenes! Vizsgaljuk meg a
szerkeszthetség feltételét!

7. Adott két parhuzamos egyenes és kozottiik egy pont. Szerkessziink olyan egyenld oldalu haromszo-
get, amelynek egyik csucspontja az adott pont, masik két csticsa pedig illeszkedik egy-egy megadott
egyenesre!

135 Ggugiillifallg4fo iz d0ioe] i uasolatos Hizonylidsolk
(Wagz1332lg voslt, 023 oy ozl silyvonzl)

\g{?’;/ 1, u3ldz Tiikrozziink egy haromszoget minden oldalanak :
elezépontjara! Milyen ponthalmazt hataroz meg az eredeti harom-
| sz0g ¢s a tiikorképek egyesitése? '
Megoldés:
A BC oldal felezépontjara valé tiikrozéskor a B pont képe a C pont, és
a C pont képe a B pont lesz. Az A pont tiikrozéséhez hasznalt segéd-
szakaszt szaggatottan jeloltik (44"). A kdzéppontos tiikrozés tulajdon-
sagai szerint AB || CA” és AC || BA" Ezért az ABA'C négyszog egy para-
lelogramma. De ugyanigy paralelogrammat kapunk a masik két oldal
felezépontjara valo tiikkrozéskor is (ABCB' és AC'BC).
E két utobbi paralelogrammanak kozos oldala a BC, és ezzel par-
huzamos oldaluk a C'A és az AB’, melyeknek kozos pontja az A. Igy ez
a két szakasz egy egyenesbe esik. Ugyanigy egy egyenesbe esik a B’, a
C és az A’ pont is, valamint az A’, a B és a C' pont is.
A fenti gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy BC=C'A=AB".

13.1. abra ABA'C négyszog para-
lelogramma
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Tehat a kapott sikidom egy haromszdg: A'B'C’, melynek oldalai
parhuzamosak az ABC haromszdg oldalaival és (paronként) kétszer
olyan hossztiak.

Miutan az ABC haromszoget tiikroztiik az oldalfelez6 pontjaira, rajzol-
juk be az igy kapott abraba az ABC haromszdg magassagvonalait!

L
2-#- Vegyiik észre, hogy az m, magassagvonal nemcsak a BC
oldalra merdleges, hanem a B'C’ oldalra is! Tovabba mivel
atmegy az A ponton, ezért az el6z6 példa szerint éppen felezi a B'C’
szakaszt. Vagyis az ABC haromszog m, magassagvonala egyben az
A'B'C"haromszog B'C' oldalanak a felezOmerdlegese is. Ugyanigy a
masik két magassagvonal is egy-egy oldalfelezé merdleges szerepét
tolti be a nagy haromszogben. (13.2. abra)

Ezek alapjan megallapithato, hogy barmely haromszog magassagvo-
nalai egy pontban metszik egymast, hiszen egy masik haromszdgben
oldalfelez6 merdlegesek szerepét toltik be, amelyekrél mar korabban
bebizonyitottuk, hogy egy pontban metszik egymast.

Ez az egyik legszebb gondolat, amellyel kozépiskolai matematikai
tanulmanyaink alatt talalkozhatunk.

............................................................................................

Tétel A haromsz0g magassagvonalai egy pontban metszik
: egymast. Bzt a pontot a hiromszdg magassagpontjanak nevezziik. :

...................................................................................................

Vizsgaljuk meg, hol helyezkedhet el egy hegyesszogi, egy derékszogl
¢és egy tompaszdgii haromszog magassagpontja! (13.3. abra)

" 7, pilda Mutassuk meg, hogy a paralelogramma két szem- :
i kozti oldalanak felezépontjat Osszekotd szakasz parhuzamos és |
egyenld hosszu a paralelogramma masik két oldalaval! '

Megoldas:

Az ABCD négyszog paralelogramma, ezért AD || BC és AD = BC. De
igy az is igaz, hogy AE || BF. Es mivel E is és F is oldalfelezé pont,
ezért AE = BF. Tehat az EABF négyszog is paralelogramma, hiszen
két szemkdzti oldala parhuzamos és egyenlé hosszi. Ebbdl pedig mar
kovetkezik a feladat allitasa: EF || AB és EF = AB. (Ez ugyanigy igaz
a CD oldalra is. 13.4. abra)

Az EF szakasz a paralelogramma egyik kdzépvonala.

Dailnidd  Egy négyszog két szemkozti oldalanak felez6pont-
: Jat 6sszekoto szakaszt a négyszog kézépvonalanak nevezziik. :
: Minden négyszognek két kdzépvonala van. (13.5. dbra)

...................................................................................................
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13.2. dbra A haromszoég magas-
sagvonalai egy pontban metszik
egymast

C

/A

13.3. 4dbra Hol van a magassag-
pont?
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A B

13.4. 4bra Kozépvonal — 2. példa

13.5. dbra Négyszog kozépvonalai
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EOMELna;

t6 szakasz a haromszog egyik kozépvonala. (13.6. abra)

...................................................................................................

0 R o .

@ D=ilifdd  Egy haromszog két oldalanak felezOpontjat dssze- :

/\ 5
F

A B

13.6. dbra Haromszog kozépvo-
nala

13.7. &bra Tiikrozziik a harom-
szoget az F pontra!

A haromszog barmely kdzépvonala parhuzamos a
i haromszog harmadik (éltala 6ssze nem kotott) oldalaval, és hossza :
i ennek az oldalnak a felével egyenld. E

Az abra jeloléseivel: EF || AB és EF =%AB.
Bizonyitas:
Tiikrozziik a haromszoget az adott kdzépvonal egyik végpontjara (F-re)!
Mivel ez a pont a haromszog egyik oldalfelezé pontja, igy az
ABA'C négyszog egy paralelogramma. (13.7. abra)
Az E, az F és az E' pont egy egyenesbe esik, ¢és a tiikrozés ta-
volsagtartod tulajdonsaga miatt az E' is felezOpontja az A'B oldalnak.
Tehat EE' kozépvonala az ABA'C paralelogramménak. fgy EE’|| AB

és EE’= AB. Ezzel a parhuzamossagot igazoltuk. A hosszra vonatkozo
. . 1 , 1

allitas pedig azért teljesiil, mert EF = >’ EE" = > AB.
&
= Vegyiik észre (a lecke 1. példdja alapjan), hogy egy harom-

: sz0g oldalfelezé merdlegesei egybeesnek a kézépvonal-ha-
romszog magassagvonalaival!
Azt is észre vehetjiik az 1. példa abrajan, hogy a tiikrozésekhez hasz-
nalt segédszakaszok is egy ponton mennek at. Ezek olyan nevezetes
vonalai a haromszognek, amilyenekkel eddig nem talalkoztunk.

Dailnf<dd A haromszog egyik cstcsat a szemkozti oldal fele-
zopontJ aval 9sszekot6 szakaszt a haromszog sulyvonalanak nevezziik. :
(13 8. abra) ]

...................................................................................................

Minden hdromszdgnek harom sulyvonala van.
Szokasos jeldlése: s,, S,, S..

13.8. ébra Hé.romszég sﬁlyvonala K-;.r B

13.9. dbra FE || KL és FE = KL
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= 5,02z Mutassuk meg, hogy a haromszog barmely két :
sulyvonala harmadolva metszi egymast! (A metszéspont a csticstol
. tavolabbi harmadolopontba esik.) '
Megoldas:
Legyenek E és F a haromszog oldalfelezd pontjai (13.9. abra), P az s,
¢és az s sulyvonal metszéspontja, K és L pedig a BP, illetve a CP szakasz
felezépontjai!

Egyrészt FE kdzépvonala az ABCa -nek, igy FE || BC és FE = % BC.
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Masrészt KL kozépvonala a PBCa -nek, igy KL || BC és KL = % BC.

Ezért FE || KL és FE = KL. Tehat az FKLE négyszog paralelogram-

ma, amelynek az atloi felezik egymast. Vagyis FP =PL=LC. Ugyanigy

EP =PK =KB.

A P pont tehat mindkét sulyvonalnak a csucstol tavolabbi harmadolo-

pontja.

i

. Vegyiik észre, hogy mivel az iménti gondolatmenet bér-

mely két sulyvonalra érvényes, ezért az s, és az S, sulyvonal

ugyanabban a pontban metszi az S, silyvonalat! (A C-t6l tdvolabbi
harmadoldpontjaban.)

Tehat a harom sulyvonal egy ponton halad at. 13.10. dbra Egy haromszognek és
a kozépvonal-haromszogének egy-
beesnek a sulyvonalai. A sulypont
mindegyik kdzépvonal-haromszog-
ben benne van

Tétel A haromszog sulyvonalai egy pontban metszik egy-
: mast. Ezt a pontot a haromszog sulypontjanak nevezziik. A sulypont :
i mindharom sulyvonalnak a csucstol tavolabbi harmadolopontjéba esik. :

...................................................................................................

3l Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog barmely
i sulyvonala rovidebb, mint a két szomszédos oldal szamtani koze- :

pének hossza!

. C

Megoldas:

. b ; a

frjuk fol az dbra jelsléseivel az 4llitdst: % >s,!

Tiikrozziik a haromszoget az AB oldal felez6pontjara! A B
Az igy kapott paralelogramma oldalai a, illetve b hosszasaguak, a

C csucesbol indul6 atloja pedig 2-s, hosszasagu. A CAC’a -re vonatko- a A

z6 haromszog-egyenl6tlenség alapjan a+b >2-s_. Ezt az egyenlStlen-

séget 2-vel osztva éppen a bizonyitando allitast kapjuk. o

4k Igazoljuk, hogy egy trapéz szarainak felezGpont- ; : 13.11.abraa+b>2s,
i jat 0sszekotd kozépvonal parhuzamos a trapéz alapjaival, és hossza |
i egyenld az alapok szamtani kozepével! :

Megoldas:

Hasznaljuk a 13.12. 4bra jeldléseit! Tiikrozzik a trapézt a kozépvona-
laval egyiitt annak F végpontjara! Mivel az AB alap képe parhuzamos
az AB-vel, és illeszkedik a C = B' pontra, igy egy egyenesbe esik a CD

alappal. (Ugyanigy CD képe is egy egyenesbe esik AB-vel.) p_cC=B a il
Akdzéppontos tiikrozés tavolsagtarto tulajdonsdga miatt AD'=DA". E / k r / 2
Igy az AD'A'D négyszog paralelogramma. Ebben EE’ kézépvonal, te- / /
hat EE’|| AD’ és EE’=AD’=a+c. Ugyanakkor EE’=2-k, ezért : A a  B=C ¢ U
k= arc és EF || AB. 13.12. 4bra Tiikrozziik a trapézt
az F pontra!
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S - 2 ]
[J21L Az ABC derékszogii haromszog AC befogojara és |
B atfogojara kifelé allitsunk egy-egy négyzetet (CPQA és ARSB)‘ :

° Mutassuk meg, hogy BQ L CR!
R .
Megoldaés:
. Igaz, hogy a feladat csak két szakasz mer6legességérdl szol, de vegytik
g észre, hogy az ACR haromszog az ABQ haromszognek —90°-os elforga-
tottja az A pont koriil! Valoban: hiszen AQ —90°-os elforgatottja AC, és

F ¢ AB —90°-os elforgatottja AR. Tehat a BQ szakasz —90°-os elforgatottja a

13.13. abra Az ACR hiromszig CR szakasz. Ezzel a merdlegességiiket igazoltuk. (13.13. dbra)

az ABQ haromszognek —90°-os
elforgatottja az A pont kortil!

2P/ 0l Egy hegyesszog két szara kozott adott a P pont

zerkessziik meg a lehetd legkisebb keriiletti haromszoget, amely- :
nek egyik csticspontja a P pont, masik két csticspontja pedig illesz-
. kedik a sz0g egy-egy szarara! ’
Megoldas:
Tiikrozziik a P pontot mindkét szogszarra (P’ és P")! Majd rajzoljunk
egy tetszéleges haromszdget (KLP), ahol K az egyik szdgszar, L pedig a
masik szogszar egy pontja! A KLP haromszog keriilete egyenlé a P’KLP"
torott vonal hosszaval, hiszen PK = P'K és PL = P"L! Az ilyen haromszo-
gek koziil tehat annak a keriilete lesz a legkisebb, amelyiknél az emlitett
torott vonal hossza is a lehetd legkisebb. Ez a torott vonal éppen a P'P"
szakasz. Vagyis akkor kapjuk a feltételeknek megfeleld legkisebb keriile-
tl haromszoget, ha a P'P"' szakasznak a két szogszarral vett metszéspont-
13.14. 4bra 7. példa jat kotjiik ossze P-vel. A keresett haromszog az ABP haromszog.

1. a) Szerkessziik meg a tompaszogti ABC haromszog M magassagpontjat!

b) Szerkessziik meg az elébbi abran az ABM haromszog magassagpontjat! Mit tapasztalunk? Eszre-
vételiinket igazoljuk!

2. Az ABC haromszog m, magassaganak talppontja (vagyis az A-t6l kiilonb6z6 végpontja) legyen K,
az m, magassaganak talppontja pedig legyen L! Hatarozzuk meg a KMLX nagységat, ha a harom-
sz0g A-nal 1évo szdge 43°-0s, a B-nél 1évo szoge pedig 55°-0s! (M a magassagpont.)

Oldjuk meg a feladatot altalanosan is! (A-nal a, B-nél f szog van.)

3. Mutassuk meg, hogy barmely négyszog oldalfelezé pontjai altal alkotott négyszog egy paralelog-
ramma

4. Egy egyenes folyoszakasz ugyanazon partjan fekszik az Ambrus
tanya és a Borostyan tanya (nem kozvetleniil a vizparton). A lehetd . .
legrovidebb utat szeretnék megépiteni a két tanya lakoi, amely az 5
egyik tanyatol a folyo érintésével a masik tanyahoz vezet. Tervez-
ziik meg az ut helyét! foly6

13.15. 4bra Tanyak a folyé mellett
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5. Mutassuk meg, hogy a haromszog barmely stlyvonala felezi a haromszog teriiletét!
6. Mutassuk meg, hogy barmely haromszog sulyvonalaibdl is szerkeszthetd haromszog!

7. Egy hegyesszog két szara kozott adott a P és a Q pont. Szerkessziik meg a lehetd legrovidebb PABQ
torott vonalat, ha A és B a szog egy-egy szarara illeszkedik!

1,04l Akét és fél ezer éve viragzo gordg kulturdban nagy

i Szerepet kapott a szinhaz is. A szinhazak kor vagy félkor alakuak
i voltak. (14.1. abra) Ha a szinpadot egészen a félkor egyik szélétél a
i masik széléig képzeljik, az els6 (félkor alaka!) sor iiléhelyeit végig- :
: nézve honnan lathatjuk a legnagyobb szogben a szinpadot? (Akkora :
i szogben latjuk a szinpadot, amekkora szdget bezar a szinpad egyik
i széle felé néz6 tekintetiink vonala a szinpad masik széle felé néz6 :
i tekintetiink vonalaval.) '
Megoldas:
A probléma matematikai modellje igy fogalmazhaté meg: adott egy fél-
kor az atmérdjével egyiitt. A félkor mely pontjabol latszik a legnagyobb : 14.1. abra Okori szinhaz romjai
szogben az atmérd?

Vegyiink fel egy tetszdleges (P) pontot a kdrvonalon! Kossiik 6sz-
sze P-t az atmérd két végpontjaval (A-val és B-vel), majd a kor kozép-
pontjaval (O-val) is! Az APB haromszog A cstcsnal 1évo szogét jeldlje >
a, a B csucsnal 1€vo szogét pedig f!

Mivel AO =0OP =r (mindkét szakasz a kor sugara), ezért az AOP
haromszog egyenld szaru. fgy az alapon fekvd szogei egyenlék (o).

Ugyanigy a BOP haromszog is egyenld szaru, alapon fekvo szogei
egyenlok (f). (14.3. abra)
Az APB haromszog belsd szogeinek dsszege pedig 180°, tehat

200+2p =180°,
2-(a+ pB)=180°,
o+ B =90°.
Ugyanakkor az APBX éppen o + f3-val egyenld, vagyis
APBX =a+ 3 =90°.

14.2. 4bra Latoszog

L
& Vegyiik észre, hogy a megoldés soran sehol nem hasznaltuk : 14.3. dbra2a+25=180°
ki, hogy a korivnek a P melyik pontja! (Csak annyit, hogy
nem esik egybe sem az A-val, sem a B-vel.) Tehat a félkorives elsd
sor minden pontjabol ugyanakkora szogben, derékszogben latszik az
atmérot képezo szinpad (kivéve az atmérd két végpontjat).
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; Tétel A kor atmérdje a korvonal minden pontjabol de-
: rékszogben latszik, kivéve az atmérd két végpontjat. :

...................................................................................................

Vizsgaljuk meg mindjart, hogy teljesiil-e a tétel megforditasa!
Ehhez célszert ,,Ha..., akkor...” formaba Onteni el6z6 tételiinket.
Ha egy P pont rajta van az AB atmér6jii koron, akkor az APBX = 90°.

Megforditva:
Haaz APB4 =90°, akkor a P pont rajta van az AB atmérdjt koron.
Ennek igazolasahoz vegyiik fol az APB derékszogli haromszoget!
Majd tiikrézziik az tfogo felez6pontjara! igy az atfogéd két végpontja-
nal egymas mellé keriil egy-egy a és f szog, amelyek egymas potszo-
gei, hiszen a derékszogii haromszog két hegyesszogérél van szo. Igy
tehat az APBQ négyszognek minden szoge derékszog, azaz téglalap.
A téglalap atloi pedig egyenld hosszuak, és felezik egymast, igy az
AB szakasz F felezopontja egyenld tavol van az APBQ négyszdg mind
a négy csucsatol. Vagyis az F pont koré irt AF sugaru korre illeszkedik
A, B és P is. AP pont tehat rajta van az AB atmér6jii koron.

17

= Vegyiik észre, hogy most €ppen azt bizonyitottuk, amit ko-

rabban a szemlélet alapjan elfogadtunk, hogy a derékszogii

14.5.abraAF=PF=BF=P’F=r : haromszog koré irhat6 korének kzéppontja az atfogo felez6pontja!
Ez a tétel a Thalész-tétel megforditésa.

(Olykor az eredeti tételt és a megforditasat egyiitt szoktak Thalész tételé-
nek nevezni.) A két tételt egyben a kdvetkezoképpen is kimondhatjuk.

............................................................................................

Tétel Egy pont akkor és csak akkor van rajta az AB atmé-
i 16jl koron, ha a pontbdl az atmérd derékszogben latszik. Vagy még :
i masként: azon pontok halmaza a sikon, amelyekbdl az AB szakasz :
i derékszogben latszik, az AB atmérdjii kor, az tgynevezett Thalész- :
kor (kivéve a szakasz két végpontjat). :

...................................................................................................

J, 04l Szerkessziink derékszogii haromszoget, ha ismert :
i az atfogojanak ¢és az atfogohoz tartozd magassaganak hossza! Vizs-
i galjuk meg a szerkeszthet6ség feltételét! ’
Megoldas:

Készitsiink vazlatrajzot!

Adott:  ACBx =90°,
¢ atfogo,
m, atfogohoz tartoz6 magassag.

Ha az AB = c szakasz felvételével kezdjiik a szerkesztést, akkor utana
14.7. 4bra C € kor () pérhuzamos © ™4T csak a C csucs helyét kell meghataroznunk.
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Egyrészt: az atfogotol m, tavolsagban van, tehat illeszkedik az at-
fogd egyenesétdl m, tdvolsagban 1évo két parhuzamos valamelyikére.

Masrészt: mivel az ACBA =90°, ezért a Thalész-tétel megfordita-
sa szerint a C pont illeszkedik az AB atmérgjii korre.

Tehat a parhuzamosok és a Thalész-kor metszéspontjaban helyez-
kedik el a C pont. (A vazlatrajzon csak egy haromszoget tiintettiink fel,
de a rajz alapjan az is latszik, hogy akar négy haromszoget is kapha-
tunk, bar ezek egymas tiikorképei (egybevagok).)

A megoldhatosag és ezzel egyiitt a megoldasok szama azon mulik,
hogy hany k6z6s pontjuk van a parhuzamosoknak a Thalész-korrel.

14.8. dbra 4 megoldas 14.9. &bra 2 megoldas  14.10. &bra Nincs megoldas

Az AB szakasz két oldalan két-két megoldas m, < % (14.8. abra)

14.11. dbra A milétoszi Thalész

c
Az AB szakasz két oldalan egy-egy megoldas m. = —. (14.9. abra) - abte 10
2 alkotohelyének romjai

Nincs megoldds m, > % (14.10. dbra)

.. C . o,
A Thalész-kor sugara itt > a kozos pontok szama pedig nyilvan azon

mulik, hogy az m_ milyen relacidban all a Thalész-kor sugaraval.

ﬂ;‘;; S, 02l a) Adott k korhoz szerkessziink érint6t egy adott
i Kiils6 P ponton 4t!
i b) Milyen hosszii érintdszakasz huzhato a 10 cm sugari korhoz a
! korvonaltél 16 cm tavolsagra 1év6 P pontbol? (Erintészakasz: a P |
i ponttdl az érintési pontig tarto szakasz.) R

Megoldas:

a) Tudjuk, hogy az érintd merdleges az érintési ponthoz tartozo6 sugarra.
fgy az érintési pontnak rajta kell lennie az OP atmérdjii Thalész-koron
is, és az adott k koron is. Minden esetben két metszéspont adodik, az
abran: E, és E,. Kossiik 0ssze ezeket a pontokat a P-vel, igy kapjuk meg
a k kor két érinté egyenesét.

b) Hasznaljuk az a) rész abrajat! Ha P pont a korvonaltol 16 cm ta-
volsagban van, akkor a kor kdzéppontjatol (O-tol) 10 cm-rel (a kor su-
garaval) van tavolabb, vagyis OP = 26 cm. Az OEP haromszdg E-nél : 14 15 apbra Kérhoz huzott érintd
derékszogli. Befogoi: EO = 10 cm, EP ismeretlen, atfogdja OP =26 cm. : gzerkesztése a Thalész-kr segit-
Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az ismeretlen befogd meghatarozasara! : ségével
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EOMELna;

EO? + EP? = OP?
102 + EP? = 26
EP? = 26 —10% = 676 —100 =576
EP =24 (cm)

Az érintészakasz hossza tehat 24 cm.
*
&8 Vegyiik észre, hogy rpindegy, melyik érint6szakaszt hataroz-

~ tuk meg, a szerkesztési eljaras miatt egyenl6 hossztaknak kell

lennitiik! A 14.12. dbra szimmetrikus az OP szakasz tartdegyenesére.

r‘-' ........................................................................................... .
aﬁaJ Kiilsé pontbol a korhoz huzott érinté szakaszok :
: hossza egyenl6 egymassal. ]

SENJA Egy motor tengelyéhez kozvetleniil egy 2 cm suga-
| Tu meghajto tarcsa csatlakozik, amely egy ¢kszij segitségével 5,5 cm
sugart kereket hajt meg. A tarcsa és a kerék tengelyének tavolsaga :
© 12,5 cm. ]
\ a) Szerkessziik meg az ékszijjal Osszekotott szerkezet vazlatrajzat |
: eredeti nagysagban!
i b) Szamitsuk ki, milyen hosszt az ékszijnak a két kerék kozé eso, :
: szabadon fut6 szakasza! :

Megoldas:

A szerkezet vazlatos rajzat tekinthetjiik a szerkesztés vazlatanak is.
(14.13. abra) A feladat matematikai modellje: a) Szerkessziink két kii-
14.13. 4bra 4. példa 16nb6z6 sugart koérhoz kozos (kiilsé) érintét! b) Szamitsuk ki a k6zos
(kiilsd) érintdszakasz hosszat!

El6szor is megallapithatd, hogy a két kor kozéppontjanak tavolsa-
ga nagyobb, mint a korok sugaranak Gsszege, igy a két kor egymason
kiviil helyezkedik el, k6zos pont nélkiil. Az el6z6 példaval valo rokon-
sag rogton érzodik, de igy sem konny(i rajonni a megoldas kulcsara.

Hasznaljuk az abra jeldléseit! Huzzunk parhuzamost a kisebb
sugara kor kozéppontjan at a korok elképzelt kozos kiilsé érintdjével
(az €kszij szabadon futo részével)!

Mivel az EG érint6 merdleges az érintési pontokhoz hiizott suga-
rakra, ezért ezek a sugarak parhuzamosak egymassal: OE [|O,G ¢és
ugyanezért E'O, L OE, vagyis az EE'O,G négyszog egy téglalap.
Ezért EE'= O,G. A cél tehat az E’ pont megszerkesztése. £’ egyrészt
L—r,=55cm—-2cm=35cm tdvolsigra van az O, ponttol, vagyis
illeszkedik az O, kozéppontu, I, —r, =3,5cm sugaru korre. Masrészt
mivel O,E’O,x =90°, ezért E” illeszkedik az O,0, atmérdjii Thalész-
korre. Igy az E’ pont e két utobbi kornek a metszéspontjaként adodik.
(Es ugyanigy természetesen adodik egy masik metszéspont: a 14.14.

14.14. abra Két kor kozos kiilsé : abran F'-vel jelolt pont is, amely az F érintési pont megszerkesztését te-
érintéjének szerkesztése
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szi lehetdvé.) Ezutan vegyiik az O,E’ félegyenesnek és az eredeti nagy
kornek (k,) a metszéspontjat! Ez lesz az E pont. Az E pontban allitsunk
merdlegest az O,E’ félegyenesre! Ez lesz a két kor k6zos kiilsé érintdje.
(Ugyanigy jarhatunk el a masik oldalon is: ez az FH érintd.)

-
- ¢ Vegyiik észre, hogy a segédszakasz szerkesztése tulajdon-
képpen nem mas, mint az O, pontb6l az O, kdzéppontu, r,—r,

sugara korhoz hiizott érint6 szerkesztése!

b) A szerkesztés alapotletébdl és menetébdl vilagosan latszik, hogy
az ¢kszij szabadon futd részének (14.14. abran az EG szakasz) a
hossza egyenld a segédszakasz (E'O,) hosszaval. Azt pedig az el6z6

példa alapjan ki tudjuk szamolni. Az O,E'O,a derékszogl, befogoi:
O,E’=3,5cm ¢és E'O, =2, atfogdja 0,0, =12,5 cm. A Pitagorasz-té-
telt alkalmazva:
E'0, =0,0,° -O,E”,
E'0,” =12,5* —3,5* =156,25-12,25 =144,
Tehat E'O, = EG =12 cm . Az ¢ékszij szabadon futd része 12 cm hossza
(mindkét oldalon).

Az eldbbi példaban tobbszor hasznaltuk a két kor kozos érintdjére a
,,Kiils6” jelz6t. Hiszen ha az ¢kszijak keresztezOdnek a keréktarcsak ko-
z6tt, akkor az ugynevezett ,,bels6” érintékkel lehet modellezni a hely-
zetet. Az ékszij menetét abrazold rajzon (14.15. abra) kiviil csak egy .
szerkesztési Otletet tartalmazo vazlatrajzot kozliink, amely alapjan az e
el6z0 eset 1épéseit szinte szorol szora kovetve barki elkészitheti a szer-

kesztés pontos tervét és magat a kivitelezést is. (Ezeket itt az olvasora : 14.16. abra Két kor kozos belsé
bizzuk. 14.16. &bra) érintéjének szerkesztése

41z Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog AB olda- :
i Tanak felezdpontja egyenld tavol van az A csticsbol induld magassag '
i és a B csucsbol induld magassag talppontjatol! (Az A csucsbol indu-
i 16 magassag talppontja az m, magassag és az a oldalegyenes kozos
pontja.) :

Megoldas:
Mivel mindkét magassag talppontjabol (K és L) derékszogben latszik
az AB szakasz, ezért a Thalész-tétel megforditasa értelmében mindkét
pont rajta van az AB atmérdjii koron. A Thalész-kor kozéppontja pedig
az AB oldal F felezOpontja. Mivel a kdrvonal minden pontja egyenld
tavolsagra van a kor kozéppontjatol, ezért FK = FL is teljesiil.

Az abran a hegyesszogli haromszdg esetét mutatjuk be. Az olvasé- .
ra bizzuk a derékszogli és tompaszdgii haromszogekhez tartozé abrak T
elkészitését.

14.17. abra 5. példa
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L—b

EOMEIna;

= g, udldz Azt mar lattuk, hogy minden haromszognek léte-
1 ik beirt kore. Igaz-e ez négyszogekre is? :
Megoldas:

Gyorsan talalunk ellenpéldat a négyszogek kozott. Pl. egy olyan tégla-
lap, amely nem négyzet. (14.18. abra)

\' De nagyon sok mas ellenpéldat is mutathatnank. Tehat a négyszo-

gek esetében mar nem természetes, hogy 1étezik a beirt kor.

Usilnfedd  Erinténégyszognek nevezzilk azt a négyszoget,
14.18. 4bra Egy altalanos tégla- : : amelyhez talalhaté olyan kor, amely a négyszog mind a négy oldalat :
lapnak nincs beirt kore i érinti. :

...................................................................................................

............................................................................................
-

el Az érinténégyszogek szemkozti oldalainak Gssze- :
: ge egyenld. Allitas: AB + CD = BC + DA. ]
Bizonyitas:
Hasznaljuk fel, hogy kiilsé pontbdl a korhoz huzott érintdszakaszok
hossza egyenl6! A 14.19. abran egyforman jeldlt szakaszok tehat egyen-
16 hossztiak. i{gy AB+ CD =x+y+2+VésBC+DA=y+z+V+X
Igaz az allitas.

Az érinténégyszogek tételének megforditasa altalaban nem igaz (lasd
14.19, dbra Erinténégyszog ,Oldjuk meg!” 7. feladat), csak egy tovabbi feltétellel kiegészitve.
(Ezt itt bizonyitas nélkiil fogadjuk el.)

............................................................................................
-

el Ha egy konvex négyszdg szemkozti oldalainak :
i Osszege egyenld, akkor az érinténégyszog. :

...................................................................................................

~ _+ /. 0%l Bizonyitsuk be, hogy az érintShatszég harom-ha- :
i Tom nem szomszédos oldalanak Gsszege egyenld! (Erintdhatszog: |
i olyan hatszdg, amelynek létezik beirt kore, vagyis egy olyan kér, |
i amely a hatszog minden oldalét érinti.) 5
Megoldas:
Itt csak hivatkozunk az érintdnégyszogek tételének bizonyitasi modsze-
rére. Alkalmazzuk itt is ugyanazt a triikkkot!

1. Szerkessziink érintét egy 3 cm sugart korhoz a kdzéppontjatol 7 cm-re 1évo pontbol! Szamitsuk ki,
milyen hosszuak az érintészakaszok!

2. Egy 2 m magas létra csuszik le egy fal mellett. (A 1étra teteje a falnak tamaszkodik, az alja a talajon
csuszik.) Mit ir le a létra felezOpontja a mozgés soran? El6szor tippeljlink, aztan gondoljuk végig a
feladatot!
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. Az egyenl0 szar haromszog egyik szara mint atmér6 folé irjunk kort! Bizonyitsuk be, hogy ez a kor
felezi a haromszog alapjat!

4. Mutassuk meg, hogy a négyzet oldalai mint atmérdk folé emelt korok mind egy ponton mennek at!
5. Két egymast kiviilrél érinté kor atméréje d, és d,. Mutassuk meg, hogy koz6s kiilsé érintdszakaszuk
hossza /d, -d,, vagyis az atmér6k tigynevezett mértani kozepe!

. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog A és B csticsabdl induld magassagainak talppontja, a C
csucs ¢és a haromszog magassagpontja egy korre illeszkednek!

. Keresstink példat olyan négyszogre, amelyben a szemkdzti oldalak hosszéanak Osszege egyenlo,
mégsem ¢érintdnégyszog!

. Mekkora lehet annak az érintdnégyszognek a negyedik oldala, amelynek harom oldala 4 cm, 6 cm

és 7 cm hosszusagi? Hany eset van?

9. a) Szerkessziink olyan tengelyesen szimmetrikus trapézt, amely érinténégyszog is egyben!

b) Bizonyitsuk be, hogy szarainak hossza egyenl6 az alapokkal parhuzamos kdzépvonalanak hosz-

szaval!

s

150 Kerivihossza, koG k&Eerul eV IEREN

i hato a képen. A kort alkotd sétauthoz a kor kozéppontjabol 260 mé-
i teres egyenes ut vezet. A botanikus kert két gyonyorii faja, a gyertyan :
i és a kocsanyos tolgy kozott sétalhatunk a korives it mentén ¢€s az :
: egyenes Ut mentén is. (Persze valaszthatunk hosszabb, valtozatosabb
i utakat is, de most csak ezt a két utat hasonlitsuk ssze!) Mennyivel :
i hosszabb a koriven megtett ut, mint az egyenes? 1
Megoldas:

A kocsanyos tolgy (K) és a gyertyan (G) kozotti egyenes Ut hosszat
rogton tudjuk a korabban tanultak alapjan. (A kor kézéppontjat jelolje
O!) A KOGa ugyanis egyenld szart derékszogli haromszog, amely-
nek atfogoja a befogdk hosszanak V2 -szérése. A keresett tavolsag:
KG =+/2-260 m ~ 361 m.

Ha a koriven megtett Uit hosszat szamoljuk, vagyis az iv hosszat,
akkor a kovetkezd jelolést hasznaljuk: KG (ez jelenti az ivet is, és
annak hosszat is). Vegyiik észre, hogy az abra negyedrendii forgasszim-
metridval rendelkezik, vagyis ha 90°-kal elforgatjuk a kézéppont kortil,
akkor 6nmagaba megy at! igy a KG hossza a kor keriiletének negyed-

részével egyenld: KG=2 Kor lzerulete = 2~26(31m-7r =408 m.

A koriven haladva kortlbeliil 408 m —361m =47 m-rel tesziink
meg hosszabb utat, mint egyenesen haladva.
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15.1. &bra A kert alaprajza

15.2. dbra Botanikus kert
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EOMELna;

(A botanikus kertben mindkét utat érdemes bejarnunk, hiszen mas-
fajta novényeket mutatnak be az egyiken és a masikon.)

Az el6z6 példaban a KG szakasz (és a KG iv is) a kdor O kozéppontja-
bol derékszdgben latszik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a KG szakaszhoz
(ivhez) tartozo kdzépponti szog 90°.

W Uzilni<dd  Egy kor sikjaban 1év6 szoget kdzépponti szognek
T neveziink, ha a csticsa a kor kozéppontja. (Szarai tehat tartalmazzak :
a kor egy-egy sugarat.) :
A Ty
q A kdzépponti sz0g nagysaga 0°-t6l 360°-ig barmekkora lehet.
A 15.3. abran az a egy hegyesszog, a ff pedig egy tompaszdg. De lehet
akar egyenesszog, vagy konkav szdg is a kozépponti szog.
(A kozépponti szog fogalmanak csak egy kor jelenlétekor van ér-

telme, és egy masik korhoz viszonyitva mar ugyanez a szog nem lesz
15.3. abra Kozépponti szgek kozépponti szdg, ha a két kor kozéppontja nem esik egybe.)

-+ Vegyiik észre, hogy a fenti példaban csak a kovetkezd nyil-
vanvalo tételt hasznaltuk ki!

Tétel Adott korben az egyenl$ kozépponti szogii kor- :
i ivek a kor kozéppontja koriil egymasba forgathatok, igy hosszuk :
i egyenld. 3

...................................................................................................

............................................................................................

Tétel Adott korben az egyenlé hosszusagli ivekhez
: egyenld nagysagl kozépponti szogek tartoznak. ]

...................................................................................................

15.4. 4bra Az ivhossz és a kozép-
ponti szog kapcsolata

e 2 02)cl Egy kor 90°-os kdzépponti szogéhez 21 cm hosz-
i szisagl iv tartozik.
i 1. Szamitsuk ki, mekkora iv tartozik ugyanebben a korben

i a) a 45°-0s; b)a60°o0s; c¢)a2l17°-o0s kozépponti szoghoz!

| II. Hatarozzuk meg a kor kertiletét és sugarat!

! 1. Allapitsuk meg, mekkora kozépponti szog tartozik a kor 37 cm
O ivhosszisagu ivéhez!

Megoldas:

1. a) A 90°-o0s kdzépponti szdget a szdgfelezdjével két egyenld nagysa-

gu szogre bonthatjuk. Igy az ezekhez tartozo két iv hossza is egyenlé

lesz, 0sszesen pedig 21 cm. Egy 45°-0s kdzépponti szoghoz tartozo iv
hossza tehat 10,5 cm.

15.5. 4bra 2. a) példa
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b) A 90°-t6l a 60°-ig egész szammal vald szorzassal vagy osztassal mar
nem juthatunk el. De rajohetiink, hogy a 30°-nak mindkét adott szog
egész szamu tobbszordse. A 30°-os kdzépponti sz6ghoz tartozo iv hosz-
sza harmada a 90°-os kozépponti szoghoz tartozo ivnek, mivel a 30° is

harmada a 90°-nak. Ennek pedig kétszerese a 60°, igy a 30°-0s kozép- |

ponti sz6ghoz tartoz6 iv hosszat is meg kell duplaznunk. :
90° —3 300 —2 60°
2lem —2 7 em —2514cm

A 60°-0s kdzépponti sz6ghoz tartozd koriv hossza: 14 cm.

¢) Az eldzd, b) rész otletével ez is megoldhatd. Mivel a 90-nek és a

217-nek nincs 1-nél nagyobb kozds osztoja, ezért itt az 1°-hoz tartozo : 15.6. dbra 2.b) példa
fvmérték segitségével szamolhatunk. E16bbi jeldlésiinkkel:

90° 90 10 - 217 217°

21cmi>%cm£>§-217 cm=%cm =~ 50,63 cm
A 217°-0s kozépponti sz6ghoz tartozo koriv hossza: kb. 50, 63 cm.

II. A 360° 4-szerese a 90°-nak, ezért a keriilet is 4-szer akkora lesz,
mint a 90°-os kézépponti sz6ghoz tartozé ivhossz. Tehat a kor kertilete:

4.21cm =84 cm. A kor sugarat pedig ebbdl az értékbdl tudjuk kisza-
84em _1337em

molni: K, =2rr, igy 84 cm = 2rr, ahonnan r =

kor

T

III. A 21 cm-es ivet feloszthatjuk 21 db 1 cm-es ivre. Ezek mindegyiké-

o

p 1 - . (90
hez egyenl6 nagysagl kdzépponti szog tartozik 91

nagységﬁ). Majd

ezekbdl 37 darabot véve megkapjuk a vizsgalt ivet. gy a 37 cm hosszu-

~158,57°.

o

sagu ivhez tartozo kozépponti szog nagysaga: 37 - 9201

15.7. 4bra Egyenes aranyossag

Az eddigiek alapjan egyre vilagosabb, hogy egyenes aranyossag all fenn
a kor egy ivének hossza és az ahhoz tartozo kdzépponti szog kozott.

Tétel Egy adott korben a koriv hossza egyenesen ara-
: nyos a hozza tartozo kdzépponti szog nagysagaval. :

...................................................................................................

A bizonyitas gondolatmenetét ismertik meg a bevezetd példakban
mindazon esetekre, amelyekben a két ivhossz (illetve a hozzajuk tar-
tozo két kdzépponti sz0g) aranya racionalis szam. Ugyanakkor megje-
gyezziik, hogy az allitas irracionalis aranyok esetében is igaz.

4, 04l Egy legyezd dsszecsukott allapotban 25 cm hosz- :
i 5z0. 40 darab egymashoz csatlakozo, 5°-0s kozépponti szogii kis
i korcikkbol all. Mekkora lesz a teljesen kinyitott legyezé — mint kor-
i cikk — kdzépponti szoge €s teriilete? :

237

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 237 2012.06.25. 14:46:44



Megoldés:

Ha teljesen kinyitjuk a legyez6t, akkor egymas mellé keriilnek az 5°-os
kozépponti szogi korcikkek, igy 40-5°=200° -os lesz a kozépponti
sz0g. A korcikk teriiletére vonatkozdan pedig ugyanolyan észrevéte-
leket tehetlink, mint a koriv hosszara. Az azonos kdzépponti szoghoz
tartozo korcikkek teriilete ugyanazon a koron beliil nyilvan egyen-
16 (a kor kozéppontja korili elforgatassal egymasba vihetdk), igy az
egyenes aranyossag Otletéig ugyanolyan 1épésekben juthatunk el. Az

o . 5° .
5°-0s kozépponti szogii korcikk teriilete =— -szerese a teljes
360° 72
5 1 .
kor teriiletének, azaz T s = r’‘m=—--25"7. A szétnyitott

360 72

legyezé teriilete: T o = 40'%-25271 ~1090,8 (cm®). Ezt tehat

kozvetleniil is megkaphattuk volna a 25 cm sugart kor teriiletébol:
_200° ,
koreikk 3600

15.9. abra ,Ma is gyonyorii va- rr
gyok.”

............................................................................................

. Egy adott korben a korcikk teriilete egyenesen ara-
i=* nyos a hozza tartozo6 kdzépponti szog nagysagaval. :

' Megjegyzés:
v A koriv hossza ¢s a hozza tartozé korcikk teriilete kdzott is egyenes
i, T,
ﬂq aranyossag all fenn ugyanazon kdrben: =+ = T—l
i, T,

Igy ha a teljes korhoz viszonyitjuk egy koriv hosszat, illetve korcikk
teriiletét, akkor a kovetkezd sszefliggést kapjuk:
- . . . Kkér _ Tk6r
15.10. &bra A korcikk teriilete és — = T—
a hozza tartozd kozépponti szog ! kdreikk

A 4 R e A ¢
Nagysaga cgyenesen aranyos Rendezziik at: —& = X = —— =~ Epbjl egy korcikk teriilete, a
i Ko 2rm 2
kor sugara és a korcikket hatarolo iv hossza kozti 6sszefliggést kapjuk:
r -
Korcikk — E I.

.‘fr 4, 03l Mekkora teriiletii korszelet tartozik a 60°-0s ko- :
i Zépponti sz6ghdz egy 8 cm sugart korben? :
Megoldas:

A korszelet teriiletét tigy kapjuk meg, ha az ugyanolyan kdzépponti
szogl korcikk teriiletébdl kivonjuk a haromszog teriiletét, amelyet a

60°
r | korcikk két hatarold sugara és a korszelet hatarold hurja alkot. A kor-
. . . _ 1, _ 1. = 2
15.11. &bra 4. példa cikk tertilete: T, .\ = ry r'e = g~8 7w =33,51(cm").
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A haromszog egyenld szaru, és szarszoge 60°, tehat egyenld oldalu.
Tudjuk, hogy barmelyik magassaga az oldal ?3 -szOrdse, igy a teriile-

r-ﬁr
2 =£r2=\/§
2 4

N2 .87 =27,71(cm?).

te: T, =
4

A korszelet teriilete:

Tt = Teoreie — T, = 33,51 (cm?)—27,71(cm?) = 5,8 (cm?) .
..
~ + Vegyiik észre, hogy konkav kdzépponti szoghdz tartozo kor-
szelet esetében a kivonas helyett a két sugar és a hur altal
hatérolt haromszog teriiletét hozza kell adnunk az adott sz6ghdz tar-
tozo6 korcikk teriiletéhez!

15.12. abra Konkav kozépponti

A e o e T S oh -
'.; 5,04 Szamitsuk ki annak a 6 cm vastag korgytiriinek a ; : $708ho7 tartoz korszelet

tertiletét, amelynél a két hatarold kor sugaranak 6sszhossza 15 cm!

Megoldas:

Ha kiilon-kiilon ismernénk a két sugar hosszat, akkor egyszerti dolgunk
lenne: ki kellene vonnunk a nagy kor teriiletébdl a kis kor teriiletét.
Kezdjiink hozza ezen a modon a teriilet kiszamitasahoz a sugarak pon-
tos ismerete nélkiil is, majd hajtsunk végre algebrai atalakitasokat!
Tkiirgyﬁrﬁ =Tnagyk6r _Tkiskér = Rzﬂ’-— rzﬂ- = (RZ - rz)ﬂ = (R+ r)(R - r)ﬂ
Itt R—r =d akorgylirii vastagsiga, a R+r pedig éppen a két kor su-
garanak Ssszege. Igy a korgytirti teriilete: T, .. =(R+r)-(R—r)-7 =

=15cm-6cm-7 =90 cm® - 7 = 283 cm?.

15.13. dbra Korgyiirii kozépkorrel
A korgytirti teriiletétre vonatkozo dsszefliggés atirhatd a kdvetkezo for-

maban is:
R+r
kargyﬁrﬁ:(R+r)-(R—r)-7r:2-T~(R—r)~7r:2pdir, ahol p a

kozépkor sugara. (A kozépkor az a korgyurit hatarold két korrel kon-
centrikus kor, amelynek sugara a két kor sugaranak szamtani kdzepe.)

Evek hosszi soran a szoget eddig mindig fokokban mértiik. A most
tanult ivhossz—kozépponti sz0g egyenes aranyossag alapjan azonban
modunk nyilik arra, hogy a sz0g nagysagat ivhosszal hatarozzuk meg.
Ha a szdgek csucsa kortil egység sugara kort rajzolunk, akkor ugyanak-
kora kdzépponti szogekhez ugyanakkora ivek fognak tartozni és meg-
forditva. Tehat elegend6 ezen iv hosszat tudnunk. Hogy ne kelljen min-
dig a 360°-hoz viszonyitanunk, kényelmi szempontokbol bevezetiink
egy Uj mértékegységet: a radiant.
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EOMELna;

Daiinfdo Az 1 (egység) sugara korben az 1 (egységnyi) hosz-

T sz0sagn korivhez tartozd kdzépponti szog nagysagat nevezzik 1 ra- :

1 1 i diannak. (Roviden: rad.) A szogek radianban kifejezett nagysagat ne- :
i vezzik a szogek ivmértékének. (Gyakran még a rad-ot sem irjuk ki.) :

Tadl | -
1 A definici6 alapjan gyorsan latszik, hogy az 1 rad nagysagl szog egy

o kicsit kisebb, mint 60°, hiszen a 60°-0s kdzépponti szoghoz az 1 egység

15.14. abra lvmerték sugara korben 1 egység hosszlsag hur tartozik, igy annal egy kicsit

hosszabb iv. Ennél az 1 egységnyi hosszusagu iv rovidebb, tehat az
ahhoz tartozo kdzépponti szog is kisebb 60°-nal.

Nag ) e S
v 9,p3lk Hatarozzuk meg egy tizedesjegy pontossaggal, :
i hogy hany fokos az 1 rad nagysagu szog! E

Megoldas:
Hasznaljuk a koriv és a hozza tartozd kdzépponti szog kozotti egyenes
aranyossagot! A 180°-os kozépponti szoghdz (egyenesszog) tartozod

o . - 2re .
koriv hossza az egység sugari korben: - =rx=1-7=n. Ezrt az

o

L 57,3°.

1 egység hosszisagu korivhez tartozoé kdzépponti szog:

o

. . 1 . .
Az egy tizedesjegy pontossaghoz a tizedes tort alakjaban meg kel-

T

lett nézniink a tizedesvesszd utan all6 két jegyet, majd a szamot a maso-
dik jegy alapjan a kerekités szabalyainak megfelelden egy tizedesjegyre
kerekiteni. (Itt a 7-nek akar a 3,14-os kozelito értékével szamolunk, akar a
szamologépek altal tarolt pontosabb — altalaban nyolc értékes jegybdl alld
— kozelitd értékével, mindkét esetben ugyanez a kerekitett érték adodik.)
Roviden a fennalld egyenes aranyossag tablazatos megjelenitése:

180° —— s rad
?2(°) —— 1rad
60°
Az atvaltaskor tehat arra érdemes figyelni, hogy 180° =7 rad.

7, 04l Valtsuk 4t a fokokban megadott szogeket radianba
: Cs a radianban megadott szdgeket fokokba! :

o

a) 360°;, b) 60°; ¢)210° d) 377'[ rad; e) 5z rad; f) ll?ﬂ rad. i

3 Megoldas:

Hasznaljuk itt is az egyenes aranyossagot!

Az el6z6 példaban mar megallapitottuk azt az 6sszefiiggést, amelyhez
minden egyes fok—radian atvaltaskor visszanyulhatunk: 180° = z rad.

15.15. 4bra Atvaltas ,,géppel”
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Ez alapjan 30°= " rad

a) 360°=2x rad 60°=§rad
60° — ?rad °

2 ! Innen 60° = 60 -7 rad = Zrad. 45°="rad
180° — 7 rad 180° 3 4 .
210 2 rad 90° = ;rad

° — ?ra o

© ! Innen 210° = 210 7 rad = Zﬂ rad.

180° — 7 rad 180°
3r

3

f)O s
@ = 4 rad Innen%radzz-180°:135°.

180° — 7 rad

e) ?° — 5Smrad
180° — 7 rad

Innen 5z rad =5-180° = 900°.

f) 920 M?ﬂrad 11-180°

Innen 11—” rad = =330°.

180° — 7 rad

A szogek tvmértékére a felsébb évfolyamokon gyakran lesz sziikségiink.

15.16. dbra Jol jegyezziik meg!

1. Milyen hosszusagu iv tartozik egy 14 dm sugara korben
a) a 60°-o0s; b) a 270°-os; c) a 38°-os kozépponti szoghoz?
2. Hany fokos kdzépponti szog tartozik a 10 cm sugarti kérben
a)a 15,7 cm; b)a3cm; c)al0cm; d) a 20 cm hosszusagt ivhez?

3. Ha egy korben a 100°-0s kdzépponti sz6ghdz 520 m hosszisagu iv tartozik, akkor ugyanebben a
korben milyen hosszu iv tartozik a 35°-o0s kdzépponti sz6ghdz? Mekkora ennek a kornek a sugara?

4. A Fold egyenlitdi sugara kb. 6378 km. Szamitsuk ki, mekkora utat tesz meg a szingapuri repiilotér
iranyitotornya 1 6ra alatt a Fold tengelye koriili forgasa soran! Allapitsuk meg, mekkora allando
(kertileti) sebességgel mozog az iranyitotorony! A szamolt értéket hasonlitsuk 0ssze a fiiggvénytab-
lazatban talalhato ,,irodalmi” értékkel!

5. Szamitsuk ki fokokban is, és radianban is, hogy egy tanitasi ora alatt mekkora szoggel fordul el a
Fold a tengelye koriil!

6. Az 1. példaban szerepld botanikus kert gyertyanfajat a kocsanyos tolggyel 6sszekotd két ut kozott
kiilonleges liliomféléket termesztenek. Szamitsuk ki, mekkora ez a teriilet!

7. A fokokban megadott szogeket valtsuk at radianba:
a) 90°; b) 45°; c) 120°; d) 240°; e) 36°; f) 147°!
8. A radianban megadott szogeket valtsuk at fokokba:

a) z rad,; b) 3 rad; c) S rad; d) o rad; e) z rad,; f) s rad!
2 2 4 3 12 12
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161 Vektorok,; muyveletekaekibyuiad]

16.1. dbra Egyenld vektorok ke-
resése

E,. DE D
0D
F . ¢
CF
A B

16.2. dbra Egyéb vektorok a sza-
balyos hatszogben

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 242

T tasu irdnyitott szakaszok halmaza.

Az eltolas értelmezésekor mar definialtuk a vektor fogalmat:

..............................................................................................

Dafinf<dd  Avektor az egyenld hosszasagu, iranyu és iranyi-

...................................................................................................

Az ABCDEF szabalyos hatszog kozéppontjat je- :

iNPEIKE

\:.‘;;;f,
1 Tolje O! (16.1. abra) Keressiink olyan irdnyitott szakaszt, amely az :

. AB iranyitott szakasszal
: a) parhuzamos (megegyezik az iranyuk);
i b) egyenld hosszusagi és parhuzamos;
i ¢) egyenl6 hosszusagu, de nem parhuzamos;
d) megegyezik az iranyuk és az iranyitasuk is;
e) egyenld hosszusagu, megegyezik az iranyuk ¢€s az iranyitasuk is!
Megoldas:
Két szabalyos hatszoget is rajzolunk, hogy bizonyos iranyitott szaka-
szok jol megkiilonbdztethetok legyenek.

A szabalyos hatszog szemkozti csticsait 0sszekotd atlok atmennek
a hatszog kdzéppontjan, és hat darab szabalyos haromszdgre bontjak a
hatszdget.

a) Az AB iranyitott szakasszal parhuzamos pl. az ED , az FO,az OC,
az FC,a DE ésa CF iranyitott szakasz.

b) Az AB iranyitott szakasszal parhuzamos és azzal egyenld hosszlisa-
gupl az ED,az FO,az OC ésa DE .

c) Az AB iranyitott szakasszal egyenld hosszisagu, de nem parhuza-
mos pl. a E,az ﬁ,az oD.

d) Ezek az a) pontban felsoroltak koziil azok, amelyek azonos iranyba mu-
tatnak AB -vel: az ED ,az FO ,az OC ésaz CF iranyitott szakasz.

e) Az AB iranyitott szakasszal egyenld hosszusagl, megegyezik az
iranyuk és az iranyitasuk is: az ED, az FO ésaz OC iranyitott sza-
kasz.

A vektor definicidja alapjan tehat az AB, az ED,az FO ésaz OC
iranyitott szakasz ugyanannak a vektornak egy-egy megjelenitése (rep-
rezentacidja). Nem preciz, de a kdvetkezé szohasznalattal is szoktunk

élni: az AB, az ED,az FO ésaz OC vektorok egyenlok.

AB = ED = FO = OC
Innentdl kezdve az iranyitott szakasz és a vektor fogalmat altalaban ugyan-
azon jelentésben hasznaljuk. Ha ettdl eltériink, azt kiilon jelezni fogjuk.
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!.; 7, 02l A 16.3. abran szemléltettiink néhany vektort. Ke-
 Tessiink kozottik kozos tulajdonsagokkal rendelkezd vektorparokat! :
i (A konnyebb 6sszehasonlitas végett egy négyzetracson abrazoltuk a
i vektorokat.) :

Megoldas:
Eszrevehetjiik, hogy az 4, b, & és f vektorok mind parhuzamosak
egymadssal. Ezt ugyanugy jeldljiik a vektorok (és az iranyitott szakaszok)
korében, mint az egyenesek korében: a || b,a |€,..., €] f, vagy ha
mindet egyszerre jeldlni akarjuk: & || b €] f . De koziiliik csak az 4,
az € ésaz f mutat ugyanabba az irAnyba. Ezekre azt mondjuk, egyal-
last vektorok. Jelolése: a 116, a1t f, et f.

A b vektor parhuzamos az d-val, de az ellenkezd iranyba mutat.
Azt mondjuk, hogy a és b ellentétes iranyitast vektorok. Jelolése:
ar| b. Ugyanez igaza C ¢ésa d vektorra is: € T d, ezeknek viszont
még a hosszuk is egyenld. Ilyenkor azt mondjuk: C ¢és d egymas el-
lentett vektorai. Jele: ¢ = —d.

Azegyallasu a és f vektoroknak a hossza is egyenlo, tehat & = f.
Ugyanakkor viszont pl. az & vektor nem parhuzamos a C vektorral.
ajpc.

Az eddigiek alapjan megéallapithatjuk, hogy két vektor egyenld, ha
hosszuk is, irdnyuk is, irdnyitasuk is egyenld.

A V vektor hosszanak jele: |\7| .

Ha |V|=0, akkor a V neve nullvektor: 0. Megallapodés szerint a
nullvektor iranya tetszéleges.

G

4, vl Irjuk le egyetlen vektorral annak a kocsinak az el- :
{ mozdulasat, amelyik
i a) el8szor észak felé megy 2 km-t, majd jobbra fordul, és kelet felé :
is megy 2 km-t;
i b) elészor kelet felé megy 2 km-t, majd balra fordul, és észak felé is
i megy 2 km-t! 5
Megoldas:
a) A kocsi a kiinduld helyétdl végeredményben északkelet felé mozdult
el 242 km-t, ami megkozelitleg 2 km és 830 m. Ehhez azt kellett
csak észrevenniink, hogy a kocsi egy egyenld szaru derékszogl harom-

szog két befogodja mentén halad, igy ennek az atfogdvektoraval mozdul
el. (16.4.abra)

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 243

16.3. &bra Keressiink k6zos tulaj-

donsagu vektorparokat!

b)

16.4. 4bra 3. példa
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Ab) esetben a kétféle elmozdulas folcserélodik ugyan, de nyilvan ugyanazt
a végsd elmozdulast eredményezik, igy a két elmozdulasvektor egyenld.

= o 2boalds A 16.5. abran megadott két vektor egy-egy eltolas
vektora. Mi lesz a két eltolas egymasutanjanak a vektora? Szerkesz- :
i sziik meg! '

LR

b
/ Megoldas:

A feladat nem adja meg az eltolasok sorrend;jét, igy nekiink kell meg-
16.5. abra Adott két vektor vizsgalnunk, mit kapunk a két lehetséges sorrend esetén. Gyorsan lat-
szik, hogy az el6z6 példahoz hasonloan itt is ugyanaz a végeredmény,
akarmelyik vektorral kezdjiik is az eltolast.

Mivel egy eltolas soran a sik minden pontjat ugyanazzal a vektor-
2 keresett ral toljuk el, igy a vektort akarmelyik pontbdl inditjuk is, ugyanazt az
elmozdulasvektor eltolast jellemzi. Vagyis célszeri az egyik vektor kezddpontjat a masik
vektor végpontjaban folvenniink. igy egy pont (a 16.6. abran a P pont)
képeit nyomon kovethetjiik. A tobbi ponttal pedig ugyanez torténik.

A szerkesztés tehat: az egyik vektor végpontjan at (P') htizzunk
parhuzamost a masik vektorral! Erre az egyenesre az els6 vektor vég-
pontjatol (P'-tél) mérjiik fel a megfeleld iranyban a masodik vektor
hosszat! Az els6 vektor kezd6pontjabol (P) az igy eltolt masodik vektor
végpontjaba (P") huzott vektor lesz a két eltolas egymasutanjaként ka-
pott eltolas vektora: PP”.

A két utobbi példa alapjan értelmezhetjik két vektor 6sszegét, amely

16.7. bra Osszegvektor szintén vektor. (16.7. abra)
&
= Vegyiik észre, hogy két vektor Osszege altalaban nem par-

huzamos egyik 6sszeadando vektorral sem, tovabba az 6sz-
szeadand6 vektorok hosszanak Osszege altalaban nem egyenld az
Osszegvektor hosszaval!

A haromszog-egyenlétlenség alapjan a hosszakrol tobbet is mondha-
tunk: |é|+|5| > |é+6| , €s az egyenldség pontosan akkor all fenn, ha
atrhb.

A vektorok 0sszeadasanak ezt a modszerét dsszefiizéses modszer-
16.8. dbra Paralelogrammaszabaly : NEK vagy haromszogszabalynak is emlegetik.

A masik kozismert médszer a paralelogrammaszabaly alapjan
vald 0sszeadas. Kozos kezdopontbol felvessziik a két 6sszeadando vek-
tort, majd végpontjukon keresztiil pArhuzamost huzunk a masik vektor-
ral. Igy egy paralelogramma keletkezik (ha a vektorok eredetileg nem
voltak parhuzamosak egymassal). A paralelogrammanak a vektorok ko-
z0s kezd6pontjabol kiinduld atlovektora az 6sszegvektor. (16.8. abra)
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Koénnyen belathato, hogy a kétféle modszer ugyanazt a végered-
ményt szolgaltatja.

A paralelogrammamodszer alapjan rogton lathato, hogy a vekto-
rok osszeadasa kommutativ miivelet, azaz a tagok barmely két vektor
esetében folcserélhetok: a+b =b+a.

Az Osszeflizéses modszer segitségével pedig konnyl belat-
ni, hogy a vektorok osszeadasa asszociativ miivelet is, azaz a ta-
gok barmely harom vektor esetében tetszélegesen csoportosithatok:

(@+b)+c=a+(b+0)

5,04l Egy szankot két gyerek huz egy-egy kotél segit- :
i Ségével a 16.10. dbran lathaté modon. Megrajzoltuk a gyerekek al- |
i tal kifejtett er8k vektorait. Rajzoljuk meg annak az eredd erének a
i vektorat, amelynek a hatasara gyorsul a szanko! (A sarlodastol most
! eltekintiink.) ’
Megoldas:
Az eredd erd a két er6vektornak az dsszege. Mivel egy pontbol kiindu-
16 két vektorunk van, igy az Osszeadast a paralelogrammamaodszerrel
érdemes végrehajtani.
Megjegyzés:
A megoldas soran a fizikaban hasznalatos jeldléseket hasznaltuk: az erd
jele F, folotte pedig ,,félnyil” jelzi a vektor voltat.

9, 04l Adott két vektor koziil az egyik, és a két vektor
i osszegvektora. Szerkessziik meg a masik vektort! :
Megoldas:
Jeloljiik a két vektort & -val és b -vel! Készitsiink abrat az dsszefiizéses
vektordsszeadassal!

Vegyiik fel kozos kezdépontbdl az a+ b ¢saz a vektort! Az a
végpontja feldl az 6sszegvektor végpontja felé mutato vektor lesz a ke-

resett b vektor.
i
- Vegyiik észre, hogy itt éppen két vektor kiilonbségvektorat
allitottuk el6! Ha az a+b-t c-vel jelsljiik, akkor b =€ —4.
A vektorok kivonasa a vektorosszeadas inverz miivelete. Vegyiik fol
kozos kezddpontbol a két vektort, majd kdssiik dssze végpontjaikat!

A kiilonbségvektor annak a vektornak a végpontja felé mutat, ame-
lyikbdl kivontuk a masikat. (16.14. dbra)
A vektorok kivonasa éppen ezért nem kommutativ muivelet: al-

taldban da—b #b —4, hiszen ellenkezd az iranyuk. De az barmely

két vektor esetében igaz, hogy a— b= —(5 —3a).
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16.9. dbra Tobb vektor dsszeadasa

16.10. abra Szankozzunk!

k

16.11. dbra Hazoerck

16.12. abra Eredd erd

16.13. abra 6. példa

—o »

16.14. dbra Kiilonbségvektor
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2012.06.25. 14:47:49



16.15. adbra Vizitura

Vesonak, diovizben

Vessnak

Violyo

16.17. 4bra 7. a) példa

Vesonak, aliovizoen

Violys

16.18. 4bra 7. b) példa
246
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7/, v3ldz Egy csonakban 1il6 ember a Tisza egy egyenes sza-
i kaszan folyamatosan a partra merdlegesen evez, de igy joval lejjebb
éri el a tulso partot, mint a szemkozti stég. A 16.16. abran megraj-
i zoltuk a csonak parthoz viszonyitott mozgasanak sebességvektorat. :
i a) A csonaknak a foly6vizhez viszonyitott sebességvektora ugyanak-
kora, mint az allovizhez viszonyitott sebességvektora lenne ugyan-
i ilyen intenzitasu evezés mellett. Szerkessziik meg ezt a vektort! ]
{ b) Ugyanekkora sebességgel haladva milyen irdnyba kellene tore-
kednie a csonaknak a folyasiranyhoz képest, hogy éppen a szemkozti
i stéghez érkezzen? ]

folyésirany

~ T T~ T~ T~~~ ——~_—
- ~ T~ T~~~ ——~_—
Vostnak S~ 7 ~ 7 ~ 7 ~ 7 ~_

~ T~ T~~~ ——~_—

16.16. &bra 7. példa

Megoldas:

a) Ismerjiik a folydsodras sebességvektoranak irdnyat és a csonak al-
16vizi sebességvektoranak iranyat is. Tudjuk, hogy e két vektor dssze-
addédva adja meg a csonaknak a parthoz viszonyitott sebességvektorat.
Tehat olyan paralelogrammat kell szerkeszteniink, amelynek egyik ol-
dala a parttal parhuzamos, masik oldala a partra merdleges, atlovektora
pedig az adott vektor.

Ehhez huzzunk parhuzamost az adott vektor kezd6- és végpontjan
4t is a keresett sebességvektorok irdnyaval. Igy kialakul a keresett para-
lelogramma (itt téglalap). Ennek az a két oldalvektora lesz a két keresett
vektor, amelyek a megadott vektorral kozos kezdépontbol indulnak ki.
b) Az a) részben megszerkesztettiik a csonak allovizi sebességvektora-
nak nagysagat.

Itt az egyik vektort ismerjliik minden tulajdonsagaval (a folyd sod-
rasanak sebességvektorat), a masik vektornak (a csonak allovizi sebes-
sége) a nagysagat, az 6sszegvektornak pedig az iranyat ismerjiik. Mivel
tudjuk, hogy az 6sszegvektornak merdlegesnek kell lennie a folyosod-
ras sebességvektorara, ezért egy olyan derékszdgii haromszog szerkesz-
tése a feladat, amelynek atfogoja a csdnak allovizi sebességvektoranak
nagysaga, egyik befogodja pedig a folyo sebességvektoranak nagysaga.
Ennek a hdromszdgnek a masik befogodja lesz a tényleges haladas se-
bességének nagysaga.

&
>:1j Vegyiik észre, hogy a példa a) részében egy adott vektort fel-
! bontottunk adott irany Osszetevokre (komponensekre), €s
ezt a felbontast akkor is el tudjuk végezni, ha az dsszetevok nem
mer6legesek egymasra!
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!.; 3, 04ldz Bontsuk fel a v vektort egy d vektorral és egy b
i 'vektorral parhuzamos Gsszetevére! 5
Megoldas:

Huzzunk parhuzamost a V vektor kezd6- és végpontjan at az adott a

és b vektorral. Az abran lathaté a két komponens. Mint latjuk, az sz-

szetevoknek nem kell feltétleniil egyallastiaknak lenniiik a megadott / IB
vektorokkal. a

A lecke masodik példajaban vizsgaltuk a vektorok tulajdonsagait. Azt
vettiik észre, hogy a b vektor parhuzamos az @ vektorral, de nem egy-

allasuak. Ugyanakkor az is megfigyelhetd, hogy a b vektor hossza két-
szerese az @ vektor hosszanak. Mindezekért azt is mondhatjuk, hogy a © 1619, 4bra 8. példa

b vektor —2-szerese az @ vektornak: b =—2-a
A vektor szammal valo szorzasat igy értelmezziik:

Dailnidd  Adott az d vektor és a A valos szam. A-d azta

: vektort jelenti, amelyik parhuzamos az d -ral, hossza az d vektor

: hossznak |4|-szerese, iranyitésa pedig megegyezik az & iranyita-

: i saval, ha 4 >0, és ellentétes, ha A <O0. :

Jelekkel |1 a| |ﬂ.| [d| ¢és ha 4 >0, akkor A

ha A <0, akkor 4

F (Ha A =0, akkor O ]
R © ¢ 16.20. &bra Vektor felbontasa
adott iranyt Osszetevokre

Ennck a segitségével a legutobbi példaban azt is irhatnank, hogy
Vv=oa-d+p- b, ahol a és [ valamilyen valds szam. (A konkrét pél-
daban a <0 és B > 0.) Mivel a két dsszetevé meghatarozasa a mod-
szerb6l adodoan egyértelmil, igy az a ésa [ szamok is egyértelmiien
léteznek, haaz @ ésa b vektor nem parhuzamos egymassal (és nem is
nullvektorok). Azt is mondjuk, hogy a v (a ¢és f egyiitthatokkal vett)
lineris kombinacioja az & ésa b vektornak. ;
A vektor szammal val6 szorzasanak tulajdonsagai: A I i
o-d+p-d=(a+p)-4,
a-(B-d)=(a p)-a,

a-(@+b)=a-d+a-b,

<l

ahol o és B tetszdleges valos szamok, az d és a b pedig tetszdleges
vektorok.

16.21. &bra Komponensek nagy-
saganak meghatarozasa
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9, 04lds Legyen 1 és | két egységnyi hosszusagh vektor
. rov1den egységvektor), amelyek merdlegesek egymasra. Fejezzuk

' kiaz 1 ésa J vektor segitségével az a+b;az a—b ésa 2d+50
vektorokat, ha =31 +4] és b=2i —3] !

Szamitsuk ki, milyen hosszi az d ¢s a b vektor!

Megoldas:
Hasznaljuk a megismert tulajdonsagokat!

a+b=@T+4])+(2-3])=37+2i +4]-3] =51 +]
a-b=@GI+4])- (2 -3]) =3 +4] -2 +3] =T +7]
2a+5b=2-(3( +4])+5-(2i —=3]) =61 +8] +10i —15] =16i —7]
41 A vektorok hosszat azért tudjuk kiszamolni, mertaz i ésa | kétegy-

masra meréleges vektor, amelyek hossza egységnyi. gy az & hossza
egy 3 és 4 egység oldalhosszsagu téglalap atlojanak hossza. Vagyis

My |a" =32 +4°. [a]=

—2 —
16.22. abra 9. példa Ugyanigy [b| =2°+3" =13, |p| =

X

—

ol
L

1. Az ABCD paralelogramma AB ¢s AD oldalvektora legyen rendre
déshb! F £
Fejezziik ki 8 ¢és b segitségével a §6, a 65, az KE, a gf), az
AK ésa KD vektort, ha K a paralelogramma kozéppontja!

2. Az ABCDEFGH szabalyos nyolcszog oldalvektorainak iranyitasat
adjuk meg ugy, hogy
a) a szemkdzti oldalvektorok egyenldk legyenek; i ¢
b) az dsszes oldalvektor 6sszege nullvektor legyen!
Keresstink tobb megoldast mindkét esetben!
Hajtsuk végre a feladat b) részét szabalyos 6tszog esetén is! 16.23. abra Szabélyos nyolcszog

A B

3. Iranyitsuk tigy az ABC haromszdg oldalvektorait (8-t, b-t és €-t), hogy C=a- b teljesiiljon!

4. A sik pontjain harom eltolast hajtunk végre egymas utan. El6szor az d-ral, aztan a b-ral, végiil a
C -ral. Helyettesitsiik egyetlen eltolassal ezt a transzformaciot! Adjuk meg ennek az eltolasnak a
vektorat! (Vegyiik fol tetszélegesen az @, a b ésac vektort!)

5. 12 km-t szeretnénk haladni délkeleti iranyban. De az adott helyszinen csak keleti és délnyugati
iranyba tudunk elmozdulni. Rajzoljunk meg egy lehetséges utat, amely soran csak egyszer kell iranyt
valtoztatnunk! Milyen hosszan kell délnyugati iranyba menniink, és milyen hosszan keleti iranyba?

6. Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszogben a stilypontbodl a csticsokhoz mutato vektorok dsszege
nullvektor!

7. Legyenaz i ésa | kétegymasra merleges egységvektor! Fejezziik ki az i ésa | vektor segit-

ségévela —8; a —B;az é’+5;a 2a-b ésa 254—%6 vektorokat, ha =30 —5] ¢és 5:4T+i!
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Az ¢l6z0 leckékben tavolsagtartd (mas néven egybevagosagi) transz-
formacioktol indulva szereztiink twijabb ismereteket. Egy sikidom
egybevagosagi transzformacioval kapott képe alakjat, méreteit, szogeit
tekintve ugyanolyan, mint az eredeti sikidom. Azt mondjuk: egybevé-
gok.

Dafinfdd  Két sikidomot egybevdgonak neveziink, ha van
+olyan egybevagosagi transzformacio, amelyik egyik sikidomot a :

ma51kba viszi at.

...................................................................................................

Az S, és az S, sikidomok egybevagosaganak jele: S, =S, .

Konnyen belathatok a definici6 alapjan az egybevagosag (mint reldcid) :

tulajdonséagai: ¢ 17.1. dbra Egybevagok?
% S, =S, minden sikidom egybevago 6nmagaval;

wha § =S, akkor S, =S,;

wha § =85, é S,=85,,akkor S, =S,.

(A két utobbi tulajdonsag szavakba Ontését az olvasora bizzuk.)

Az egybevagosagi transzformaciok tulajdonsagainak kovetkezménye,
hogy ha két ponthalmaz egybevago, akkor megfelel6 szakaszaik hossza
egyenld, ¢s megfeleld szogeik nagysaga is egyenld.

Bizonyitsuk be, hogy barmely két egyenld sugari

oo
o

Megoldas: :
Ak, kor kozéppontja legyen O, a k, kor kozéppontja pedig O,. Toljuk el

ak kortaz 0,0, vektorral. Ez az O, pontot az O,-be viszi t, és mivel : a

oo
(e+]

az eltolas tavolsagtarto transzformacio, ezért a k; kor képe is kor lesz,
méghozza ugyanolyan sugarral. Tehat a k; kor képe éppen a k, kor.

Vé}\
e
b

Természetesen itt barmelyik masik egybevagdsagi transzformaciot is
valaszthattuk volna. :

<1 Bizonyitsuk be, hogy két haromszdg egybevago, W k
i 'ha ket-ket oldaluk paronként egyenld, €s az ezek altal kozbezart sz6- : L
! gek is egyenlSk! i
T L e, m
Megoldas: :
Az egyik haromszog oldalai a, b, ¢, a masiké k, 1, m. Tudjuk, hogy i
a=k,b=léy=¢.(172 dbra) © 17.2. dbra 2. példa Leee.
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Ha a két haromszogben nem egyezik meg a koriiljarasi irany, akkor
el6szor hajtsunk végre egy tengelyes tiikrozést az ABC haromszogon!
(A tengelyt tetszOlegesen valaszthatjuk, csak az a lényeg, hogy a ko-

b c riiljarasi irany megforduljon.) Igy kapjuk az 4'B'C’ haromszoget. Ezt

toljuk el a C'M vektorral: A"B"C"a! Itt mar C" =M.

c Majd az A"B"C" a -et forgassuk el az M pont koriill A"MK £ -gel!

d B : Ez a forgatas az M pontot helyben hagyja, tehat C"' =M is teljesiil,

___________________________ ugyanakkor az A" képe is K lesz, mivel a transzformaciok tavolsag-

tartdsa miatt b" =b, a feltétel szerint pedig b =1, igy b" =1. Ekkor

y =@ miatt az a" egyenesének a képe a k egyenesébe megy at. Eze-

ken az egyeneseken viszont egyenld tavolsagra van M-t6l a B" ésazlL,
hiszen a" =a=k. fgy B" = L.

Ezzel tehat megadtunk egy olyan egybevagosagi transzformaciot
(a tengelyes tiikrozés, az eltolas és az M pont koriili elforgatas egy-
masutanjat), amely az ABC haromszdget a KLM haromszogbe viszi at.
A definici6 értelmében tehat a két haromszog egybevago.

b

Hasonloan lehet bebizonyitani a haromszogek egybevagodsaganak a
tobbi alapesetét is.

il
s = x n n m s mm s A A A A NN AN NN R R AR A A A AAAAEAAAEAEEEAEEEAEEEEEEEEEEEE A,
-

17'3',él.),ra Egybevigosdgi transz- A Tétel Két haromszog egybevag6 (lasd 17.4. abra), ha
formaciok i R 2 - | | . b
i v oldalaik paronként egyenlok (a=a', b=b', c=u");:
két-két oldaluk paronként egyenld, és az ezek altal kozbezart szog :
i is egyenld (a=a, b=b', y=y"):
2 c i v két-két oldaluk paronként egyenld, és ezek koziil a hosszabbakkal :

(nem rovidebbikkel) szemkozti szogek egyenlok 3

(a=a' >b=b, a=a');:

ha egy-egy oldaluk egyenld, és az ezen fekvé szogek paronként

egyenlok (a=a, =B, y=v7").:

Ezen allitasok mindegyike megfordithatd, tehat ha két haromszog egy-
bevago, akkor a felsorolt adatokban megyegyeznek.

17.4. dbra Haszniljuk az dbra je- 5= o - 4| Igaz-e, hogy két haromszog egybevagé, ha egyen- :

16leseit! 16 egy-egy oldaluk és két-két szogiik?
Megoldas:
Mivel a feltételek kozott nem szerepel, hogy ,,megfeleld” szogeik
egyenlok, ezért konnyen talalhatunk ellenpéldat (17.5. abra). PI. ha az
egyik szogik 90°, egy masik szogiik pedig 40°, akkor lehet, hogy az

a a=a @ egyenlo oldalak koziil az egyik befogd, a masik (a masik haromszog-
ben) pedig atfogd. A valasz tehat nemleges.
17.5. dbra 3. példa
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'\'w-'!- """""""""""""""'"""""""""""""""""""""'""'""""""""""""':
‘@ 2b 0]z Mutassuk meg, miért van sziikség az alapesetek :
oziil (a felsorolas sorrendjében) a harmadikban arra, hogy a hosz- :

i szabb oldalakkal szemkdozti szogek legyenek egyenlok! :

Megoldas:
Azt gyanithatjuk, hogy talalhato ellenpélda, ha ezt a feltételt nem tesz-
sziik bele a szovegbe. Valoban: 1d. 17.6. abra.

T e s §17.6. bra 4. példa
!.; J,palda Igaz-e, hogy két négyszdg egybevagdsigahoz is P

elegendd, hogy megfelel6 oldalaik hossza paronként egyenld?

Megoldas:

Nem. Vegylink példaul egy négyzetet és egy ugyanilyen oldalhosszu-
sagt rombuszt (amelynek nem 90°-osak a szogei). Ezek nyilvan nem
egybevagok. (17.7. abra)

Négyszogek és altalaban sokszogek egybevagosagahoz tehat mar
nem elegendd, ha csak annyit tudunk, hogy oldalaik hossza paronként
egyenld.
Az viszont mar igaz, hogy két sokszog egybevago, ha
megfeleld oldalaik hossza paronként egyenld, és megfeleld szogeik
is egyenldk, vagy
megfeleld oldalaik hossza paronként egyenld, és megfeleld atloik
hossza is egyenld. 17.7. &bra 5. példa

! 9,94l Daraboljunk fel egy négyzetet négy egybevago
i ponthalmazra! Keressiink tobb lehetdséget! 5

17.8. abra Egyszertibb megoldasok 17.9. &bra Bonyolultabb megol-
dasok
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Hasonlo &tleten alapul az a titkosiras is, amelyrdl példaul Jules Verne
Sandor Matyas cimii regényében ir. A regényben Torontal Simon emberei
egy postagalambot fognak el, amelyik a kdvetkezd lizenetet tartalmazza.
(17.10. abra)

R|H|[G|A|A|Z L|K|[A[E|E|N S|L|O6|O6|E|Z
U|Y|G|G|R|E N|J|E|O|L|[M| |[Z|K|B|N|E|T
A|lF|X]|S|G|M SIN|E|O|O|L E|A|[K|Z|L|D
N|T|L|A|R|E T|K|E|Z|K|Y S|R|IN|L|E|E
E|zZ|L|F|T|E| |G|A|G|E|A|E| |I[A]|I|M|R|L
S|E|R|E|O|G E|N|R|G|E|L N[T|E[O|Z]|N

17.10. 4bra A levél

,,Hogy honnan jott a levél, és mi a rendeltetési helye, arra semmi uta-
las.”

A galamb utjat kdvetve megtalaljak azt a szobat, ahova az lizenetet vitte
a madar. Itt az utdn kezdenek kutatni, taldlnak-e valamit, ami a levélke
megfejtéséhez vezetne. Egy antik szekrény fiokjaban a képen lathatod
rostélyra bukkannak. (17.11. dbra)

Vajon hogyan hasznaljak fel a rostélyt a titkosiras megfejtésére? Gon-
dolkozzunk, probalkozzunk!

17.11. dbra Rostély Ha végképp nem sikeriil kitaldlnunk, akkor keressiik meg a megfejtést
aregényben!
A rostély titkanak felfedése utan magunk is probalkozhatunk masfajta
rostélyok és titkosirasok 1étrehozasaval!

1. Igaz-e, hogy két haromszog egybevago, ha
a) mindkét haromszog derékszogl, és befogdik paronként egyenldk;
b) mindkét haromszdg derékszogl, és atfogoik egyenldk, valamint egyik befogdjuk hossza is egyenld;
c¢) mindkét haromszog szabalyos;
d) mindkét haromszog egyenld szaru, szaraik hossza egyenld, és egyenld egy szogiik;
e) mindkét haromszog egyenld szara, szaraik hossza egyenld, és egyenld a szarszogiik;
f) egyenld egy-egy oldaluk, az ezen fekvd egyik szogiik és az oldallal szemkozti szogiik?

2. Bizonyitsuk be, hogy két négyzet egybevago, ha atldik hossza egyenld!

3. Két négyszoget az egyik atlojuk két-két olyan haromszogre bont, amelyek paronként egybevagok
egymassal. Igaz-e, hogy a két négyszdg is egybevagod?
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SYALIBLEL, ) )e
gyysnliilsusdysy o, -

Egyenlé vagy sem?



gyenietekRenyeniotiensenex:

.

1 A2 agyanlatfodalos

Szamos tudomanyban, a technikdban, a gazdasagi életben nagyon sok
olyan problémaval keriilink szembe, amelyeknek a megoldasaban jo
eszkoznek bizonyul a probléma egyenletre forditasa, a matematikai
modell megalkotasa. De mit is értiink egyenlet alatt? Lassunk néhany
egyszeri példat!

Gondol-
tam egy
szamot.

ﬁ 1,04l Gondoltam egy szamot. Ha a szam kétszereséhez
otot adok, akkor a szam ellentettjénél néggyel kisebb szamot kapok
eredménytil. Melyik szamra gondoltam? ’

Megoldas:
A talalos kérdés szovegének elolvasasa, megértése utan, még a legegy-
, . szeriibb feladatok esetén is érdemes feltenni a ,,Mi is a feladat?”, , Mit
1.1. abra Egyenletekkel kénnyen - . K ik 1d4 0. Mi i ad felad ..
megvilaszolhaté egy ilyen talalos : 15 Kerestink a megoldis sordn?”, ,Mi az, ami a ott a fela a’t szovege
Kkérdés szerint?” kérdéseket, mert ezek €s az ezekhez hasonlé kérdések meg-
valaszolasaval ellendrizhetjiik, hogy valoban megértettiik-¢ a feladatot.
Most forditsuk le a feladatot a matematika nyelvére!

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
gondoltam egy szamot (ezt keressiilk) x (az ismeretlen)

a szam kétszereséhez 6tot adok 2x+5

a szam ellentettjénél néggyel kisebb —x—4

szamot

kapok eredményiil 2x+5=-x-4

A feladat a 2x+5=—x—4 egyenlethez vezetett. Ebben az egyenletben

egy ismeretlen (X) szerepel, és az ismeretlen el6fordul6 legnagyobb hat-

vanykitevdje (fokszama) egy, ilyenkor azt mondjuk, hogy ez az egyen-
: let egyismeretlenes és elséfoku egyenlet.

1.2. dbra Mar az 6korban is meg- Altalaban a feladat szovegébél vagy az egyenlet megadasakor ki-

probaltak a problémakat megfo- - deriil, hogy az ismeretlent milyen szdmhalmazon keressiik.
galmazni az algebra nyelvén. Erre

példa ez a Rhind-papiruszréSzIet M, e ... .. iiiiieiiii it

Dainfdo Azt a halmazt, amelyen az egyenlet megoldasat
eressiik, az egyenlet alaphalmazénak nevezziik.

...................................................................................................

Az 1. példa szovege nem tesz emlitést arrdl, hogy milyen halmazon ke-
ressiik a megoldast, ilyenkor a valds szamok halmaza az alaphalmaz.

Usgilnfdd Az alaphalmaz azon legb6vebb részhalmazat, :
ramelyen az egyenletben szerepld kifejezések értelmezhetdek, az
i egyenlet értelmezési tartomanyanak nevezziik.

...................................................................................................
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Mivel a 2x+5 és a —x—4 kifejezéseknek barmilyen valos szam ese-
tén van értelmiik, ezért az egyenlet értelmezési tartomanya a valds sza-
mok halmaza.

Magara az egyenletre kétféle szemlélettel tekinthetiink:
I. Az egyenlet fogalmanak egyik értelmezése a fiiggvényekre tamasz-
kodik.

A fiiggvényekrdl tanultak alapjan a 2x+5=-x—4 egyenletet y=2x+5
felfoghatjuk ugy is, hogy az egyenléség jobb és bal oldalin egy-egy
valos fliggvény hozzarendelési szabalya all: f (x)=-x—4, illetve

g(x)=2x+5. 14
fgy az egyismeretlenes egyenletek f (x)= g(x) alakba irha- N |
(=3 A1)

sy

toak, amelyeknek a megoldésakor keressuk a valtoz6 azon értékeit
(x-eket), amely értékeknél az f és a g flggveények helyettesitési ér-
téke egyenld. Nyilvanvalo, hogy ezek az X-ek az f és a g fliggvények e
értelmezési tartomanyanak kozos részében lehetnek, és csak akkor
megoldésai az egyenletnek, ha az egyenlet értelmezési tartomanyahoz
is hozzatartoznak.

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az f és a g fiiggvények
grafikonjait, és olvassuk le a grafikonok k6z6s pontjainak X koordina-
tait! (1.3. abra)

Az f és a g fliggvények képei egyenesek, egyetlen k6z6s pontjuk
van,az M (-3;-1). Tehata 2x+5=—x—4 egyenletnek csak az x = -3
tehet eleget. Az x=-3-at a 2x+5=-X—4 egyenletbe helyettesitve
a 2(-3)+5=—(-3)—4 egyenléség fennall. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy x =-3 az egyenlet megoldésa, vagy gyoke.

1.3. abra Grafikus megoldas

Dsilnidd Az egyismeretlenes egyenlet megoldasanak ne-
T vezziik azt a szdmot, amely eleme az egyenlet értelmezési tartoma- :
: nyanak, és az egyenletbe helyettesitve az egyenléség fennall.

Il. A masik felfogas a matematikai logika segitségével adja meg az
egyenlet fogalmat.

A konnyebb megértés érdekében néhany egyszerii fogalmat tisz-
taznunk kell, mielStt ratérnénk e szemlélet bemutatasara.

.............................................................................................. 1.4. abra Arisztotelész
Y . @ 7 z E Kr. e. 384-322
@ D=ilnfdd  Azokat a kijelenté mondatokat, amelyekrél egyér- : ( & . )
1

A gorog filozofia nagy alakjat tart-
elmien el tudjuk donteni, hogy igazak vagy hamisak, allitasoknak : ° ;.15 1ogika megteremtSjének

: (itéleteknek, kijelentéseknek) nevezziik. Az allitasok logikai erteke
Vagy igaz, vagy hamis.

...................................................................................................

Példaul:
Minden téglalap paralelogramma. Ez egy kijelentd mondat,
amelyrdl egyértelmtien eldonthetd, hogy igaz vagy hamis, tehat allitas.
Logikai értéke igaz.

Kata a legszebb lany az iskoldban. Ez egy kijelentd mondat,
amelyrdl nem donthetd el egyértelmiien, hogy igaz vagy hamis, tehat
nem allitas.

1.5. 4bra Hamis — Igaz

255

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 255 2012.06.25. 14:49:24



gyenietekRenyeniotiensenex:

Ma augusztus 19-e van? Ez egy kérdé mondat, tehat nem allitas.

Zinedine Zidane, a kozéppélyas futballista, palyafutdsanak
ideje alatt bajnoki meccsein tobb mint 90 gélt rugott. Ez egy kijelen-
t6 mondat, amelyrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy igaz vagy hamis,
tehat allitas. Logikai értéke igaz. (Pontosan 95 golt rigott a bajnoki
mérkézésein.)

Hétnek a kétszerese tiz. Ez egy kijelentd mondat, amelyrél egyér-
telmien eldonthetd, hogy igaz vagy hamis, tehat allitas. Logikai értéke
hamis.

Egy x valés szamnak a kétszerese tiz. Ez egy kijelenté mondat,
amelyrél nem donthetd el egyértelmiien, hogy igaz vagy hamis, tehat
nem allitas.

Ha az x helyére példaul kettét irunk, akkor viszont olyan allitast
kapunk, amelynek logikai értéke hamis. Ha 6t6t helyettesitiink, akkor a
kapott allitas logikai értéke igaz.

Az, Egy X valos szamnak a kétszerese tiz.” kijelenté mondatot az al-
gebranyelvéna 2x =10 egyenlettel fogalmazhatjuk meg. igy a 2x =10
egyenlet egy olyan hidnyos allitasnak tekinthetd, amelynek logikai ér-
téke attol fligg, hogy az X (a valtozo) helyére mit helyettesitiink. Ekkor
egy un. logikai flggvényt adunk meg, ugyanis a valtozo (x) lehetséges
értékeihez hozzarendeljiik az igaz, hamis logikai értékeket. A logikai
fuggvényeket is szemléltethetjiik nyildiagram segitségével. (1.8. abra)

Osszefoglalva, az egyenlet egy logikai fiiggvénynek tekinthetd.
A megoldas soran a valtozo olyan értékeit keressiik, amelyre a
flggvény az igaz logikai értéket veszi fel. Ennél a szemléletmodnal
az egyenlet megoldashalmaza elnevezés helyett az egyenlet igazsag-
halmaza hasznalatos.

Az 1. példaban a 2x+5=-X—-4 egyenlet allitisa X =—-3-nal az

igaz, X #—3-nal a hamis logikai értéket veszi fel. Az egyenlet igazsag-
1.7. abra Zinedine Zidane, a fran- halmaza: {_3}

ciak iinnepelt labdarugéja

: 7, 03ldz Melyik az a természetes szam, amelynek kétsze-
i resébdl kettdt kivonva, az igy kapott szamot megfelezve a szamnal
i eggyel kisebb szamot kapunk eredményiil? '

Ertelmezési
tartomany,

Megoldas:
,,Forditsuk le” a problémat az algebra nyelvére!

A—1 kétszerese 10.

Altisok O ey Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
halmaza Az 5 kétszerese 10. a keresett szam X
AT ketszerese 10. 2 z r1n FORTE
a szam kétszeresébdl kettdt kivonva 2x-2
2 2x—2
a kapott szamot megfelezve
Ertékkeszet 2
a keresett szamnal eggyel kisebb szamot x—1
_ 2x—2
1.8. 4bra Egy lehetséges szem- - Kkapok eredményiil 5 =x-1
1¢ltetés
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A 2X—2

mészetes szamok halmaza (N). Az egyenlet jobb oldalan 4ll6 tort ket- “‘ W ‘JIT

tovel torténd egyszerlsitése utan az X—1=x-1 egyenlethez jutunk,
amelynek jobb és bal oldalan ugyanaz a kifejezés van. Most mar azokat
=

= X—1 egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya a ter-

a szamokat keressiik, amelyek egyenldk dnmagukkal. Mivel barmelyik
szam egyenlé onmagaval, ezért az egyenletnek barmely értelmezési

tartomanybeli elem megoldasa. Az ilyen egyenleteket azonossdgnak X ax-1
nevezziik, ekkor az egyenlet megoldashalmaza az egyenlet értelmezési e
tartomanyaval egyenld.

A 2X—2

=Xx-1 egyenlet megoldashalmaza tehat a természetes
szamok halmaza.

= . . pilda Melyik az a valés szam, amelynek ellentettje :
egyenlo a szamnal 6ttel nagyobb szam ellentettjével? :

Megoldas

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén: 1.9. dbra A matematika ikrei
a keresett szam X

a szam ellentettje —X

a szamnal ottel nagyobb szam ellentettje —(x+5)

a szam ellentettje egyenld a szamnal 6t-
tel nagyobb szam ellentettjével = n )
Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya a valds szamok
halmaza (R). Az egyenlet bal oldalan levd zarojel felbontasa utan a
—X=-X—-5 egyenletet kapjuk. Ott tartunk, hogy keressiik azt a valos
szamot, amely egyenld a nala ottel kisebb szammal. Ilyen szam nyil-
vanvaldéan nem létezik. Ekkor azt mondjuk, hogy ellentmondéashoz
jutottunk, az egyenletnek nincs megoldasa (gyoke). Az egyenlet meg-
oldashalmaza az iires halmaz ().

1.10. &bra Az ogrék gyakran ke-

verednek ellentmondasba
" U .
]

] 1.11. abra
— Ellentmondas
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g

1. Az alabbi egyenletek alaphalmaza a valds szamok halmaza, adjuk meg az egyenletek értelmezési
tartomanyait!

2) 3x-5=—x+2 b) 2 = Jx+4 0 K -3=—1_
2 X+3 |x—3
d) X* +10x+25=—|x+5| ¢) 3V2—-x-2=|¥| f) Ex}=x—5

g) 2x* —x=+/2x-1 h) V2x—14 =/6—x

. Az alabbi egyenletek alaphalmaza a raciondlis szamok halmaza. Dontsiik el, hogy az x = —g, az

X= O,i, az X =5 gyoke-e az egyenleteknek!

a) 9x=1 b) X2—1=‘X+\/§‘+1 c) x> —25=+/x-5
d) x2+x+6=%x e) 3x—2=+/4x-5 f [x]=x

. Dontsiik el az alabbi mondatokrol, hogy allitasok-e, és adjuk meg az allitasok logikai értékeét!
a) Az 1 a legkisebb primszam.
b) A téglalap atloi felezik egymast.
c) Parizs a vilag legszebb varosa.
d) Ha egy szam oszthatd néggyel és hattal, akkor oszthaté huszonnéggyel is.
e) A haromszdg sulyvonalai felezik a hdromszdg teriiletét.
f) A paratlan szdmok négyzeténél eggyel kisebb szam oszthaté nyolccal.
g) Ha egy haromszog oldalai 10 cm, 24 cm, 26 cm, akkor a haromszog koré irt kor sugara 13 cm.
h) A fogorvos sokba keriil.

. Milyen logikai értéket vesznek fel az alabbi logikai fiiggvények az x =1, x=-2 ésaz x= g ese-

tén? Mely X esetén veszik fel az aldbbi logikai fiiggvények az igaz logikai értéket?
a) Ha az X 2-szeresébdl egyet elvesziink, akkor 3-at kapunk eredményiil.
b) Ha az Xx-et négyzetre emeljiik, akkor 4-et kapunk eredménytil.

. 3
¢) Ha az X reciprokat vessziik, akkor -5 -et kapunk eredményiil.

d) Ha az x-nél 2-vel kisebb szambol gyokot vonunk, akkor —1-et kapunk eredményiil.
e) Ha egy szam kisebb 6-nal, akkor kisebb x-nél is.
f) Ha egy szam oszthato 45-tel, akkor oszthato x-szel is.

5. Mely x esetén veszik fel az alabbi logikai fliggvények az igaz logikai értéket?

MATEMATIKA 9 TANKONYV.indb 258

a) Az X négyszog olyan, amelynek atloi felezik egymast.

b) Az X haromszog olyan, amelyben a bels6 szogek aranya 1:2:3.

¢) Az X négyszog olyan, amelynek van két parhuzamos oldala.

d) Az x haromszog olyan, amelynél a beirt és a koré irt kor kozéppontja egybeesik.
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2, N a9 yanlziaicagoldisa grafiicus Jion

Az egyenlet azon értelmezésébdl, miszerint az egyenlet jobb és bal
oldalan egy-egy fliggvény hozzarendelési szabalya all, és az egyenlet
megoldasakor keressiik a valtozo azon értékeit, amely értékeknél a két
fiiggvény helyettesitési értéke egyenld, kézenfekvonek tiinik a megol-

das grafikus titon torténd keresése. \\‘Qq{
A grafikus modszer Iényege az, hogy kozos koordinata-rendszer- : ~

ben abrazoljuk a két fliggvény grafikonjat. Az egyenlet megoldasai az
értelmezési tartomany olyan elemei, amelyeknél a két fliggvény helyet-
tesitési értéke egyenld.

Szemléletesen: a két grafikon k6zos pontjainak X koordinatai
(abszcisszai) az egyenlet megoldasai, feltéve, hogy ezen X-ek elemei az
egyenlet értelmezési tartomanyanak.

\%.’, 1, p2ldz Oldjuk meg grafikusan a Jx=x-2 egyenletet!

Megoldas:

Mivel a feladat nem adja meg az egyenlet alaphalmazat, ezért az alap-
halmaz a valos szamok halmaza. Az egyenlet értelmezési tartomanya : 2.1. abra Az abrazolas segit
a valds szamok halmazanak azon legb6vebb részhalmaza, amelyen a

o

JX ésaz x-2 kifejezések értelmezhetéek. A négyzetgyodk definicio-
ja miatt ax kifejezésnek x >0 esetén, az x—2 kifejezésnek pedig
barmely valos szam esetén van értelme, igy az egyenlet értelmezési
tartomanya a nemnegativ valos szamok halmaza (R \R™ ) Abrazoljuk
az egyenlet két oldalanak megfelelé f (x)= Jx és g (x) =x—2 valos
figgvényeket! (2.2. abra).

A két grafikonnak egy k6z0s pontja van, az M (4;2), tehat a két g
fliggvény helyettesitési érteke X = 4 -nél egyenlo.

Az abrazolas és a kdzods pont X koordinatajanak leolvasasa pon- M(4;2)
tatlan is lehet, ezért ellenérzéssel meggy6zodiink arrdl, hogy az

x =4-nél a fiiggvényértékek valoban egyenlék-e: f(4)= Ja=2 és

G B
>

g(4)=4-2=2. Tehat f(4)=g(4), igy az egyenletnek x=4 a 0/
megoldasa.
'-"‘b..—.-_r --------------------------------------------------------------------------------------------------------

= . 7, 03lda Oldjuk meg a valés szamok halmazin a :
—x? —2x+1=|x+1] egyenletet! :

2.2. &bra Az 1. példa grafikus
megoldasa

Megoldas:

A feladat szovege szerint az egyenlet megoldasat a valds szamok hal-
mazan keressiik, tehat az egyenlet alaphalmaza a valés szamok halma-
za. Az egyenlet értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza.
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y=Kx+1

N(O; 1)

I

y=—(x+1>+2

<y

2.3. 4bra A 2. példa grafikus meg-
oldasa

2.4. dbra Egyenl mennyiségek,
egyforma labdak

260

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 260

Abrazoljuk az egyenlet jobb ¢és bal oldalanak megfeleld
f (x)=-x*-2x+1 és g(x)=|x+1 valos fiiggvényeket!

A g fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk ugy, hogy az X+ |X|
alapfiiggvény grafikonjat az x tengely mentén negativ iranyba eltoljuk
1 egységgel.

Az f fiiggvény masodfoku, grafikonja negativ iranyba nyil6 para-
bola. Az f ﬁiggvény hozzarendelési szabalyat a szokasos modon atala-
kitjuk: f ( [x +2X— 1] [ (x +2x+1)—2]=—(x+1)2+2.

Most mar vazolni tudjuk az f fiiggvény képét az x — x* alapfiigg-
vénybdl kiindulva, a tanult fliggvénytranszformaciok segitségével.
A két grafikonnak két kozos pontja van (M, N), igy az egyenletnek két
megoldasa van, az x, =—2 és az X, =0. Ellendrizziik le a kapott meg-
oldasokat!

X =—2 ellenOrzése:

f(-2)=- (-2 -2

x =0 ellendrzése:

f(0)=—-(0)"-2-(0)+1=1 B
0)=[0+1-1 }=> £(0)=9(0)

Tehat az egyenlet megoldasai X, =—2 és X, =0.

. 5, 02l Melyik az a valés szam, amelynek —3-szorosa-
§ nal ottel nagyobb szam egyenlé a szamnal kettovel kisebb szam
: reciprokaval? ’

Megoldas:
,,Forditsuk le” a problémat az algebra nyelvére!

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:

a keresett szam X

—3-szorosanal 6ttel nagyobb szam  —3x+5

a szamnal kett6vel kisebb szam 1

reciproka x—2

—3-szorosanal dttel nagyobb szam 1

egyenlo a szamnal kettdvel kisebb —3x+5= 5
R—

szam reciprokaval

Az egyenlet alaphalmaza a valds szamok halmaza. Az egyenlet értel-
mez¢Esi tartomanya a valds szamok halmazanak azon legb&vebb rész-

halmaza, amelyen a —3x+5 ¢és az kifejezések értelmezhetdek.

Mivel a nullaval val6 osztas értelmetlen, ezért Xx—2 # 0, igy az egyen-
let értelmezési tartomanya a R\{2} . Abrazoljuk az egyenlet jobb és
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bal oldalanak megfelelé f (x)=-3x+5 ésa g(x)=
vényeket!

Az f fiiggvény els6foku, grafikonja olyan egyenes, amely az y ten-
gelyta (0;5) pontban metszi és a meredeksége —3.

A g fuggvény elséfoku tortfliggvény, grafikonja hiperbola. A ¢

valos fligg-

. 1
figgvény képét megkaphatjuk ugy, hogy az X > — alapfiiggvény gra-
X

fikonjat eltoljuk az x tengely mentén pozitiv irdnyba kettd egységgel.
A két grafikonnak nincs kozos pontja, az egyenletnek nincs valds
megoldasa.
Tehat nincsen olyan valos szam, amelynek —3-szorosanal 6ttel na-
gyobb szam egyenld a szamnal kettovel kisebb szam reciprokaval

Sl s

e 4, 04lds Oldjuk meg a valés szamok halmazan az
i x+2|=5-|x—3| egyenletet! :
Megoldas:

Az egyenlet mindkét oldalan egy-egy abszolutérték-fiiggvény hozza-
rendelési szabalya all. Ezen fiiggvények grafikonjait az X > |X| alap-
figgvénybdl kiindulva, transzformaciok segitségével pontosan meg-
kaphatjuk.

A két grafikonnak végtelen sok kdzos pontja van, az MN szakasz
pontjai. Tehat az egyenletnek végtelen sok megoldasa van, az egyenlet
megoldashalmaza a [-2;3] intervallum.

%
Vegyiik észre, hogy behelyettesitéssel most nem tudunk
meggy6z8dni arrél, hogy a [-2;3] intervallum minden ele-
me hozzatartozik a megoldashalmazhoz, ilyenkor masfajta (késébb
ismertetett) okoskodasra is sziikségiink lesz!

Oldjuk meg a valéos szamok halmazan aé

Megoldas:

Az egyenlet két oldalanak megfeleld f (x)=2|x-1, g(x)=3-x va-
16s fiiggvények grafikonjainak két kozos pontja van: M (=14), illet-
ve N(17;13). A grafikonok megrajzolasahoz felhasznalt racspontok
alapjan tudjuk, hogy az M pont illeszkedik mindkét grafikonra, koordi-
natait pontosan meg tudjuk hatarozni, az N pont koordinatait azonban
csak kozelitdleg allapithatjuk meg. A kdzos pontok leolvasott X koordi-
natai: x=-1, x=17.

Ellenérizziik le a kapott értekeket!

f(-1)= 2|—1—1| =4

s (s (B0

X, =—1 ellendrzése:

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 261

YA

y=-3x+5

2.5. abra A 3. példa grafikus meg-
oldasa

2.6. dbra A 4. példa grafikus meg-
oldasa

y=2x-1
N(1,7;1,3)

2.7. &bra Az 5. példa grafikus
megoldasa

261
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g

f(L7)= 2|L7—1| =14
g(L7)=3-1,7=13
Az x=17 esetén az f és a g fuggvények helyettesitési értékei nem

egyenldk, csak megkdozelitdleg, ilyenkor azt mondjuk, hogy az egyenlet
egyik megoldasa —1, a masik gyok kozelité értéke 1,7.

X, =17 ellenérzése:

= ran-oen

Olykor a grafikus modszer alkalmazasa a feladatmegoldotol sasszemet,
és nagyon pontos abrazolast kivan. A modszer legnagyobb hatranya az
abrazolasbol és a megoldasok leolvasasabol adddo pontatlansag. (Pél-

daul az el6z6 feladatnal a megoldasok pontos értéke: —1 és g.) De

miel6tt elvetnénk ezt a modszert, vegyiik észre, hogy az els6é harom pél-
da olyan volt, amelyek mas uton vald6 megoldasa meghaladja jelenlegi
ismereteinket, illetve a feladatmegoldotol joval tobb ,,eszkoz” ismeretét
igényli. A grafikus modszer eldnye tobbek kozott az, hogy szemléletes,
) az egyismeretlenes egyenletek tobbségének megoldasat egyszeriivé te-
2.8. abra Az €les latds fontos az © gzi konnyedén nyujt informéciot az egyenletek megoldasainak szama-
abrazolasnal i1 . RN 1z 1z
rol is. Lassunk az utébbira néhany példat!

W i :
\@- 3, p4lds Hany megoldésa van a +/x* —8x* +16 =3 egyen- :

"letnek a valds szamok halmazan?

Megoldas:
A feladat szovege szerint nem a konkrét x értékeket keressiik, hanem
csak a megoldasok szamat. Grafikus modszer alkalmazasa esetén ez
azt jelenti, hogy az egyenlet két oldalanak megfeleld grafikonok k6z0s
pontjainak szdmat kell csak meghatarozni.

Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldalan a négyzetgyok alatti
x* —8x? +16 kifejezés egy teljes négyzet, mégpedig X* —8x* +16 =
= (X2 - 4)2! A gyokvonast el tudjuk végezni, ezért az egyenlet bal olda-
lanak megfelel valos fiiggvény az f (x)=

X — 4| . fgy az egyenlet ér-

C(0; 4) / telmezési tartomanyarol is rogton lehet tudni, hogy az a valds szamok

- halmaza.

VAN MV ! Az f fliggvény képét az X > x> —4 masodfoku fiiggvény grafi-
:

konjabol kaphatjuk meg ugy, hogy az x — x* —4 grafikonjanak (pozi-
tiv iranyba nyild parabolanak) az x tengely alatti részét tiikkrozziik az X
tengelyre. Az egyenlet jobb oldalanak megfelel6 valds fiiggvény az Gn.
konstans fiiggvény, a g(x)=3, amelynek grafikonja egy x tengellyel
parhuzamos egyenes. (2.9. abra).

2.9.abra A 6. példa grafikus meg- A két grafikonnak négy kozos pontja van, tehat az egyenletnek
olddsa négy megoldasa van a valds szamok halmazan.

>y
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@ﬂ J4lds Jeldljon p egy tetsz6leges, adottnak tekintett, nul- :
14t01 kiilonboz6 valds szamot! Mutassuk meg, hogy az |x+2p| = i
egyenletnek barmilyen p érték esetén egyetlenegy megoldasa van a

i valds szamok halmazan!

Megoldas:

Mielétt barmilyen megallapitasokat tennénk, érdemes megfejteni, a
grafikus szemléletiinkkel leforditani, hogy mi is a feladat. Az egyet-
lenegy megoldas azt jelenti, hogy a jobb és a bal oldalnak megfeleld : v=lx+2p|
figgvények grafikonjainak egy kdzos pontja van. A feladat allitasa az,

hogy egy kozds pont van barmilyen p érték (p #0) esetén. W

p >0 esetén YA

Az egyenlet alaphalmaza a valds szamok halmaza, értelmezési tar- C(=2p; O\ 1T . -
tomanya a R\{0}, mert a nevez8ben nem allhat nulla. o] 1 X
A jobb oldalnak megfeleld fiiggvény egy abszolutérték-fiiggvény,

amelynek grafikonjat az X - |X| alapfiiggvény képénck az X tengely
mentén torténd eltolasaval kaphatjuk meg: p >0 esetén 2p egységgel
az X tengely mentén negativ iranyba (2.10. a) abra), p <0 esetén —2p
egységgel a pozitiv irdnyba valo eltolassal (2.10. b) abra).

A bal oldalnak megfeleld fliggvény egy elséfoku tortfiiggvény, gra-

2.10. a) abra A 7. példa grafikus
megoldasa p > 0 esetén

fikonjat az X+ 1 alapfliggvény transzformacidjabol kaphatjuk meg.
X

p > 0 esetén p-szeresére nyujtjuk az y tengely mentén (2.10. a) abra),
p <0 esetén —p-szeresére nyujtjuk az y tengely mentén, majd az igy
kapott grafikont tiikrozziik az X tengelyre (2.10. b) &bra).

Vegyiik észre, hogy az egyenlet két oldalanak megfeleld fligg-
vények képének abrazolasahoz két esetet kellett megkiilonboztetni
(p>0 és p<0 escteket), mert csak ezen feltételezések mellett sike-
riilt felvazolni a grafikonokat. Mindkét esetben (p >0¢és p <0) az ab-
rak szerint egy k6z0s pont van, az el6z6 példa azonban ramutatott arra,
hogy a szemléltetés mellett a megoldas folyaman fel kell hasznalnunk a
figgvényekrdl tanult ismereteinket is.

p>0 esetén (2.10. a) dbra) a |—oo;0[ -on nem lehet a két grafi-
konnak ko6zos pontja, hiszen ezen az intervallumon az f fiiggvény csak
nemnegativ, a g fiiggvény csak negativ értékeket vesz fel. A |0;o0 -on © p<Oesetén V4
az f fiiggvény szigortan monoton né, értékkészlete a |2p;eo[ , a g fiigg-

vény ezen az intervallumon szigorGian monoton csokken, értékkészlete e
P M
g 1
0

a ]0;o0[ , igy a két fliggvény grafikonjanak a ]0;o[ -on pontosan egy

kozos pontja van. y=2
p <0 esetén (2.10. b) dbra) a ]0; o[ -on nem lehet a két grafikonnak $ >

k6z6s pontja, hiszen ezen az intervallumon az f fliggvény csak nemnegativ,

a g fiiggvény csak negativ értékeket vesz fel. A |—eo; 0[ -on az f fliggvény F

szigortian monoton csdkken, értékkészlete a |-2p;eo , a g fliggvény ezen

az intervallumon szigorian monoton nd, értékkészlete a |0;o0[ , igy a két

fiiggvény grafikonjanak a ]—eo; 0[ -on pontosan egy kozds pontja van. 2.10. b) dbra A 7. példa grafikus

Tehét belattuk, hogy barmely nullatol kiilonbozd valés p esetén : megoldisa p <0 eseten
egyetlenegy megoldasa van az egyenletnek.
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1. Oldjuk meg grafikus modszerrel az alabbi egyenleteket!
a) 2x—4=-3x+6 b) (x=2)"=x c¢) gX—4=%\/; d) il: X+2 e) —|x+2|=—x"—4x+2
X+

2. Forditsuk at az alabbi problémakat egyenletekre, majd grafikus modszerrel oldjuk is meg a felirt

egyenleteket!

a) Melyek azok a valos szamok, amelyek kettovel kisebbek a négyzetiiknél?

b) Melyek azok az egész szamok, amelyeknek a felénél eggyel nagyobb szdm egyenld a szam ab-
szolut értékénél eggyel kisebb szammal?

¢) Melyek azok a valos szamok, amelyeknek négyzetét egybdl kivonva a szam reciprokanak abszo-
lat értékét kapjuk meg?

d) Melyek azok a raciondlis szdmok, amelyek négyzetgyokének az ellentettje egyenld a szamnal
kettdvel kisebb szammal?

e) Melyek azok a valos szamok, amelyek reciprokanal eggyel nagyobb szdm egyenld a szamnal
eggyel nagyobb szam négyzetének a felével?

3. Jeloljon p egy tetsz6leges, adottnak tekintett valos szamot (un. paramétert). Hany megoldéasa van az
alabbi egyenleteknek a valos szamok halmazan?

a) |x2—2x—3|:p+1 b) Vx— —%:px c) é—l:x+p

3,02 2gyailataicmagoldisa algaoral dion

Miel6tt ratérnénk az algebrai utak ismertetésére, érdemes tisztazni,
hogy nem létezik olyan moddszer, amelynek alkalmazasaval barmely
egyenlet gépiesen megoldhato lenne. Az aldbbiakban néhany olyan 6t-
letet, gondolatot vetiink fel csupan, amelyek ismerete a kozépiskolai
tanulmanyaink soran eléfordulo egyenletek megoldasaban segit majd.
A megoldast tobbféle tton is kereshetjiik:

leggyakrabban az ismeretlen kifejezésével, egyenletrendezéssel (ha

az egyenlet egyvaltozos, egyismeretlenes);

az egyenlet értelmezési tartomanyanak vizsgalataval,

az egyenlet értékkészletének vizsgalataval,

az egyenlet értelmezési tartomanyanak és értékkészletének vizsga-

lataval;
3.1 4bra A cél tobbféle Gton is : ¥ Szorzattd alakitassal; .
elérhetd az algebrai és a grafikus megoldasi modok egyiittes alkalmazasaval.

3.1, Az ismeratlen kifejezdse egyenlatrendezéssel

Az egyenletek megoldasakor altalaban at kell rendezniink az egyenle-
teket, ezen atalakitasok soran figyelniink kell (kellene) arra, hogy a ka-
pott Uj egyenletek értelmezési tartomanya hogyan viszonyul az eredeti
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egyenlet értelmezési tartomanyahoz. Az értelmezési tartomany szikii-
1ése, boviilése ugyanis a megoldashalmaz sziikiiléséhez, béviiléséhez
vezethet.
Korabbi tanulmanyainkbdl mar tudjuk, hogy ha
az egyenlet mindkét oldaldhoz hozzaadjuk, vagy mindkét oldala-
bdl kivonjuk ugyanazt a val6s szamot, vagy
az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk vagy elosztjuk ugyan-
azzal a nullatél kiillonbo6z6 valoés szammal,
akkor az Uj egyenlet értelmezési tartomanya, megoldashalmaza
egyenld az eredeti egyenletével. Ekkor az uin. mérlegelv szerint
jarunk el.
De hogyan valtozhat az egyenlet értelmezési tartomanya, megoldashal-
maza akkor, ha az egyenlet mindkét oldaldhoz ismeretlent tartalmazo
kifejezést adunk hozza, vagy az egyenlet mindkét oldalat megszoroz-
zuk vagy elosztjuk egy ismeretlent tartalmazo kifejezéssel?

e odlds Melyik az a szam, amelynek kétszereséhez harmat
i adva 6t6t kapunk eredményiil? ’

Megoldas:
Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
a keresett szam X

a szam kétszereséhez harmat adva 2x+3
0tot kapok eredményril 2x+3=5

A kapott egyenlet értelmezési tartomanya a valdés szamok halmaza.
Oldjuk meg!

(1) 2x+3=5 /-3 Azegyenlet mindkét oldalabol kivonunk harmat.
(2) 2x=2 /:2 Azegyenlet mindkét oldalat elosztjuk kettGvel.
(3) x=1

Az egyenlet megoldasa soran a mérleg-elv szerint jartunk el, tehat az
eredeti egyenlet megoldasa X =1.

Megoldas:
Az egyenlet alaphalmaza és az értelmezési tartomanya is a valos sza-
mok halmaza. Miel6tt elkezdhetnénk az egyenlet rendezését,

fel kell bontanunk a zardjeleket,
el kell végezniink a kijelolt (1) 3x-6-2x—3=5x-35+4
muveleteket,

ossze kell vonnunk, ha lehet. (2) x-9=5x-31

3.3. bra Meérlegeljiink pontosan!
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Most mar kezdddhet az egyenlet rendezése, mivel az egyenlet els6foku,
ezért célunk az, hogy az ismeretlent az egyenlet egyik oldalara, a sza-
mokat az egyenlet masik oldalara rendezziik.

(3) x—9=5x—-31 /—x Az egyenlet mindkét oldalabol
elvesziink egy x-et.

(4) —-9=4x-31 /+31 Az egyenlet mindkét oldaldhoz
hozzaadunk 31-et.

(5) 22=4x /4 Az egyenlet mindkét oldalat
elosztjuk 4-gyel.

[ =

}::;‘E Vegyiik észre, hogy a megoldas sordn az egyenlet mindkét
oldalabol kivontunk egy ismeretlent tartalmazo kifejezést,

a (3) szamu egyenletbdl igy kaptuk meg a (4) szamu egyenletet!

Mindkét egyenlet értelmezési tartomanya megegyezik az eredeti

egyenlet értelmezési tartomanyaval. A (4) szamu egyenlet meg-

3.4. dbra Mindkét oldalt tisztan : oldashalmaza ugyanaz, mint az eredeti egyenleté, tehat a feladat
kell 1atnunk

megoldasa az x = 1—21 .

Ilyenkor nem kellene ellendrizniink a kapott megoldast, azonban el6-
fordulhat, hogy a tobb 1épésbdl alld rendezés soran szamolasi hibat
kovetiink el, emiatt célszerli a kapott szam helyességérol ellendrzéssel
meggy6z0dni. Ellen6rzés:

A bal oldal helyettesitési értéke: 3(1—21 -2 )— %(4 : l—; +6 ):
’ 21 28 7

A jobb oldal helyettesitési értéke: 5(1—21 -7 ]+ 4= —% +% = —% .

N i e P 11
A jobb és bal oldal helyettesitési értéke egyenld, tehdt az X = — meg-
3.5. dbra Az ellenérzés fontos 2

oldasa az egyenletnek.

'-.; 5, 04lds Oldjuk meg a

L3 |x|- ! 3= 9——— egyenletet a valés szamok halmazin!
x— _

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza a R, mivel a nevezdben levd kifejezés nem

lehet nullaval egyenld, ezért az egyenlet értelmezési tartomdnya a
R\{3}.

266

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 266 2012.06.25. 14:51:16



P /,:/(ﬁ(z -3>2x

(1) 3] ot 9- b /+ b Az egyenlet mindkét oldaléhoz
X—3 X—3 X—3
hozzaadjuk az -at.
(2) 3|X| =9 /:3 Az egyenlet mindkét oldalat
elosztjuk 3-mal.
(3) =3
(4) x =43

A megoldas soran az egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadtunk egy is-
meretlent tartalmazé kifejezést, az eredeti egyenletbdl igy kaptuk meg
a (2) alatti egyenletet. Az eredeti egyenlet értelmezési tartomanya a

R\{3}, a (2) alatti egyenleté pedig R, tehat ez a miivelet bdvitette az

értelmezési tartomanyt. Az X =3 megoldasa a 3|X| =9 egyenletnek, de

az eredeti egyenlet értelmezési tartoméanyanak nem eleme, igy annak : 3.6. abra Bovebb lett
megoldasa sem lehet. Ilyenkor azt mondjuk, hogy x =3 hamis meg-

old&s. Az eredeti egyenlet megoldasa x =—3, amelyrdl ellenérzéssel

meggy6zodhetiink.

.‘Ig b 03]z Feleléskor Gyokveszté Bendegliz az 3.7. abran ) x(-2)=3x /:x
lathaté "sorokat irta a tablara az x’ - 2x=3x egyenlet megoldasa | - NS EP RNV
soran. Otdst kapott-e a feleletére? (Otdst csak akkor kaphat, ha hi- ©) Xx=5

i batlan a megoldasa.) ’

Az eredeti egyenlet megoldas-
halmaza: {5}

Megoldas:

Bendegiz megoldasat (3.7. abra) 1épésrél 1épésre elemezve, el tudjuk
majd donteni a feltett kérdést. Az (1) szamt egyenlet az eredeti egyen-
lettel azonos, az egyenlet bal oldalan Bendeguz kiemelte az x-et, ez
a 1épése helyes volt. A (2) szamu egyenlethez az (1) szamu egyenlet
mindkét oldalanak X-szel vald elosztasaval jutott. Osztani azonban ki-
zardlag nullatol kiillonb6z6 szammal lehet, igy Bendegtz ezzel a 1épé-
sével hallgatolagosan kizarta az X =0-t az értelmezési tartomanybol
(lesziikitette azt), ¢s a megoldashalmazbdl is. Mivel az x =0 megol-
dasa az eredeti egyenletnek, ezzel az atalakitassal elvesztette az x =0
megoldast. A (3) szamu egyenletet a mérlegelv szerint kapta, ez a 1¢-
pése helyes.

A feltett kérdésre a valasz: Sajnos Bendegliz nem kapott 6tost a
feleletére.

Ha Bendeguiz az ismeretleneket az egyenlet egyik oldalara rendez-
te volna, példaul tigy, hogy az egyenlet mindkét oldalabol elvesz 3x-et,
akkora (2) x(x—2)—3x=0 egyenlet bal oldalan ki tudta volna emel-
ni az x-et (x-szel valo osztas helyett). A kapott (3) x(x—5)=0 egyen-
let és a (2) szamu egyenlet értelmezési tartomanya, megoldashalmaza © 3g apra Bendegiz tose kitba
az eredeti egyenlet értelmezési tartomanyaval, megoldashalmazaval ° esett
egyenldé. A megoldandd x(x—5)=0 egyenlet bal oldalan egy szorzat
all, a jobb oldalan pedig nulla. A kérdés most mar az, hogy egy szorzat
mikor egyenld nullaval? Egy szorzat akkor és csakis akkor nulla, ha va-

3.7. &bra Bendeguz megoldasa
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lamelyik tényezdje nulla. Azaz a mi esetiinkben X =0 vagy x—-5=0,
ahonnan az egyenlet megoldashalmaza {0;5}.

&

. Vegyiik észre, hogy az a tényezé, amellyel az egyenlet
I mindkét oldalat el tudnank osztani, az ki is emelheté az

egyenlet mindegyik tagjabol! Kiemeléskor nem valtozik meg az

egyenlet értelmezési tartomanya, megoldashalmaza, ismeretlent

tartalmazo kifejezéssel val6 osztaskor azonban megoldast veszit-

hetiink, ezért ezt a miiveletet ne alkalmazzuk!

Az egyenleteknek az ismeretlent tartalmazo kifejezésekkel valo atala-
kitasainak egy része olyan volt, amely nem valtoztatta meg az eredeti
egyenlet megoldashalmazat, masik része pedig olyan, amely bévitette
(3. példa) illetve sziikitette (4. példa) azt.

Azokat az atalakitadsokat, amelyek sorén az eredeti egyenlet-
nek nem veszitjuk el egy megoldasat sem, és nem kapunk olyan
megoldasokat sem, amelyek az eredeti egyenletnek nem megolda-
sai, ekvivalens atalakitasoknak nevezziik.

Az ekvivalens atalakitaskor kapott egyenleteket ekvivalens egyen-
leteknek mondjuk. (ekvivalens = azonos, egyenértékii)

e 9, 0202 Oldjuk meg az g
T (x=1)(x+1)(x+2)—-2(x+3)(x—4) = x(x=5){x+5)+9 egyenle- :
tet a racionalis szamok halmazan! :

) I .. - Megoldas:
3.9. dbra C-vitamin szempontja- A | Kk mind lanhal ind el - ,
b6l ekvivalens mennyiségek Z egyen etnek mind az a apnalmaza, mind az ertelmezesi tartomanya
a Q.

Az egyenlet rendezése elbtt végezziik el a kijelolt miiveleteket.
Az egyenlet bal oldalan all6 mindkét tag, és a jobb oldal els6 tagja egy-
egy haromtényezOs szorzat. Célszerli a kijelolt szorzast tigy végezni,
hogy két-két tényezdt dsszeszorzunk (1), majd a kapott kifejezéseket
megszorozzuk a harmadik tényezdvel (2):

(1) (¥ -1)(x+2)-2(x* +3x—4x—-12) = X(X* = 25)+9,
(2) xX*+2x*—x—-2-2x"—6X+8x+24= x> —25x+9.
Osszevonjuk az egynemii kifejezéseket:
(3) xX*+x+22=x"-25x+9 /—x° azegyenlet mindkét oldaldbol
kivonjuk az x°-t,
(4) X+22=-25x+9 /+25x az egyenlet mindkét oldaldhoz
hozzaadunk 25x-et,

(5) 26x+22=9 /—22 az egyenlet mindkét oldabol
kivonunk 22-t,
(6) 26x =-13 /:26  az egyenlet mindkét oldalat
elosztjuk 26-tal.
1
7) x=-
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= Vegyiik észre, hogy a rendezés sordn nem hajtottunk veég-
re olyan atalakitast, amelynek kovetkeztében megvaltozott

volna az egyenlet értelmezési tartomanya, megoldashalmaza, tehat

mindegyik atalakitas ekvivalens atalakitas volt! A . racionalis
szam, igy eleme az értelmezési tartomanynak, tehat az egyenlet

megoldasa az X = —% .

A kapott értéket ellendrizziik! A bal oldal helyettesitési értéke:

(—l—lj(—l+l)(—l+ 2)— 2(—1+3)(—1—4J: —g+ﬁzﬂ.
2 2 2 2 2 8 2 8

A jobboldal helyettesitési értéke:
_l _1_5 _14_5 +9:%+9:E_
2 8 8

A jobb és bal oldal helyettesitési értéke egyenld, tehat az X = -3 meg-

oldasa az egyenletnek.

5x+3_3—7x _ x_9x—5_17x+6
6 4 8 12

egyenletet!

Megoldas:
Az egyenlet alaphalmaza és az értelmezési tartomanya is a valos sza-
mok halmaza.

Mivel tortek helyett egész kifejezésekkel konnyebb dolgozni, ezért
elészor ,.eltiintetjiik” a nevezodket, az egyenlet mindkét oldalat megszo-
rozzuk a nevezok (a4, a 6, a 8 és a 12) legkisebb k6zos tobbszordsével,
24-gyel:

(1) 4(5x+3)—6(3-7x)=120x-3(9x—5)—-2(17x+6).
Felbontjuk a zarojeleket:
(2) 20x+12-18+42x =120x—27x+15—-34x-12.
Osszevonjuk az egynemii kifejezéseket mindkét oldalon:
(3) 62x—6=59x+3.
Az egyenlet els6foku, ezért az ismeretlent az egyenlet egyik oldalara, a
szamokat az egyenlet masik oldalara rendezziik. Az egyenlet mindkét
oldalabol kivonunk 59x-et:
(4) 3x-6=3 /+6 Azegyenlet mindkét oldaldhoz
hozzaadunk hatot.

9 /:3 Azegyenlet mindkét oldalat elosztjuk
harommal.

3.10. dbra A nevezd eltiintetése

(5) 3x

(6) x=3
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Az egyenlet megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat hajtottunk vég-
re, tehat az egyenlet megoldasa X = 3. Ellendrzés:

. 18 —-18 15

A baloldal helyettesitési értéke: 5 1 =—.

4 2
A jobboldal helyettesitési értéke: 15— 22 51 = = .
8 12 2
3.11. abra Kipipalva A jobb- és baloldal helyettesitési értéke egyenld, tehat az X =3 megol-

dasa az egyenletnek.

2x—]_4—7x_6x—5
i x+2 x’—-4 3x-6

egyenletet az egész szamok halmazan!

Megoldas:

Ez egy tortes egyenlet, mert a nevezdben ismeretlent tartalmazé kife-
jezés van. Az egyenlet alaphalmaza 7Z . A nevezOk szorzattd alakitasa
utan, konnyen megallapithatjuk az egyenlet értelmezési tartomanyat

¢és az egyenletben szerepld tortek k6zos nevezdjét is. Az Xx+2#0, az
X —4=(x-2)(x+2)#0 ésa 3x—6=3(x—2)#0 feltételek miatt
az egyenlet értelmezési tartomanya 7 \{-2;2}, a kozds nevezd (a ne-
vezOk legkisebb kozos tobbszordse) pedig 3(x—2)(x+2).

Hozzunk koz6s nevezdre, ligyeljiink a bovitésre:
3(x—-2)(2x-1)-3(4-7 2)(6x—5
3(x—2)(x+2) 3(x—2)(x+2)

X —4=(x-2)(x+2)

Bontsuk fel a zarojeleket:

2 _ 2 _ _
3.12. dbra Sose felstsik ol amit (2) 3(2x* —4x—x+2)-12+21x = 6x" +12x —5x - 10

algebrébol tanultunk! (3) 6x* —12x—3x+6-12+21x = 6x* + 7x~10

Vonjuk 6ssze az egynemi tagokat:

(4) 6x* +6x—6=6x"+7x-10 /-6X*

Rendezziik az egyenletet:

(5) 6x—6=7x-10 /-6x

(6) —-6=x-10 /+10

(7) x=4

Az X =4 megoldasa az eredeti egyenletnek, errél ellendrzéssel meg-
-24_19 19_19

gy6z6dhetiink. |Ellendrzés: ’ ;
6 12 6 6 6
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Osszegezve a fentieket, az egyenletek megoldasa soran altalaban arra
toreksziink, hogy kifejezziik az ismeretlent, és ezt az egyenletek rende-
zésével érjiik el. A rendezéses modszernél célszerii az alabbi Iépéseket
kovetni:

az értelmezési tartomany meghatarozasa,

a tort kifejezések eltiintetése (kozos nevezdvel torténd beszorzas),

a kijelolt miveletek elvégzése,

az egynem tagok Osszevonasa az egyenlet mindkét oldalan, rendezés,

a kapott egyenlet megoldasa,

a kapott eredmény értelmezése, ellenérzése (ha lehet),

az egyenlet megoldashalmazanak megadasa.

&~ -
=
Pt

3.13. 4bra Tartsuk fejben!

3. 2. Az egyenlet drielmezési tartomanyanalk, éridldddszletdnal szerepe a megoldishan

Az értelmezési tartomany vizsgélata

Az egyenletek megoldasakor altalaban célszerii az értelmezési tarto-
manyt megallapitani, tobbek kdzott azért, mert vannak olyan miiveletek,
amelyek nem végezhetdk el barmely szamon (példaul a négyzetgyok-
vonas). Emiatt el6fordulhat, hogy az egyenlet értelmezési tartomanya
véges sok szamot fog tartalmazni. Ekkor behelyettesitéssel meggyo-
zOdhetiink arrdl, hogy az értelmezési tartomany elemei megoldasai-e
az egyenletnek, és az egyenlet megoldashalmaza ezek utan konnyen
megadhatd lesz.

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza R. A négyzetgyokvonas definiciéja mi-
att az X—720¢a6-x=0 feltételeknek kell teljesiilni, ahonnan
X>7 ésx <6 adodik; ezeknek a feltételeknek eleget tevd valds szam
nem létezik. Az egyenlet értelmezési tartomanya tehat iires halmaz,
amelynek kovetkeztében az egyenlet megoldashalmaza is az iires hal-
maz. Vegyiik észre, hogy az értelmezési tartomany ,,fészerepet” jatszott
az egyenlet megoldasaban.

'E'" 9, 04l Oldjuk meg a vVx—6—+8—x =2 egyenletet az :
i egesz szamok halmazan! 1

3.14. &bra Milyen szam Aallhat
alatta?

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza Z. A négyzetgyokvonas definicidja miatt
az X—6>0¢ésa8—x=>0 feltételekbdl az Xx=>6 ésazx <8 adodik,
amelynek csak a 6 <x <8 tesz eleget. Mivel a megoldast az egész
szamok halmazan keressiik, ezért az egyenlet értelmezési tartomanya
{6;7;8} . Mivel az értelmezési tartomany harom elembdl all, ezért be-
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helyettesitéssel meggydzddhetiink arrol, hogy ezek a szamok megolda-
sai-e az egyenletnek:

X =06 esetén: V6—6—/8—6 # \/E,

x =7 esetén: 76 —8—7 # /2,

X =8 esetén: /8—6—+/8—8 = /2.

Az egyenlet megoldasa tehat X =8.

L =
3‘# Vegyiik észre, hogy ennek az egyenletnek a megoldasaban az

egyenlet alaphalmaza is jelentds szerephez jutott! Ha ugyanis
az alaphalmaz a valos szamok halmaza lett volna, akkor pusztan az
értelmezési tartomany vizsgalataval nem jutottunk volna kozelebb a
megoldashoz, mert az végtelen sok szamot tartalmazott volna.

Az értékkészlet vizsgalata

3.15. dbra Még szerencse, hogy Z - Megoldas:

az alaphalmaz! Ez egy kétismeretlenes egyenlet. A négyzetgyokvonas definicidja miatt a
2x—62>0 feltételb6l az x > 3 adodik, igy az egyenlet értelmezési tarto-
manyaban végtelen sok (X;y) szampar van, ezért annak vizsgalata most
nem vezetett eredményre. Eszreveheté azonban, hogy az egyenlet bal
oldalan kijelolt miveletek (négyzetgydkvonas, négyzetre emelés) ered-
ménye nem akarmilyen szam lehet. Ezek a miveletek csak nemnegativ
szamokat eredményeznek, érdemes tehat megvizsgalnunk az egyenlet
jobb és bal oldalanak értékkészletét. A bal oldalon két nemnegativ szam
Osszege all, a jobb oldalon pedig 0. Mivel nemnegativ szamok 6sszege
akkor és csakis akkor egyenld nullaval, ha a szamok kiilon-kiilon nulla-
val egyenldk, ezért a bal oldal mindkét tagja nulla, azaz

J2x-6=0 és (y-x-1)"=0
2X—6=0 ¢és y—-x-1=0
X=3 ¢s y=Xx+1

Az egyenlet megoldasa: x=3, y=4.

Az értelmezési tartomany és az értékkészlet vizsgalata

.‘g 11, 04l Oldjuk mega vx—5 = 2++/9—x egyenletet a va- :

: T6s szamok halmazéan! 5

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza R. A négyzetgyokvonas definicioja miatt az

X—52>0 ésa9—x2>0 feltételekbdl az x >5és az x <9 adodik, ahon-

3.16. 4bra 5< x <9 nan az egyenlet értelmezési tartomanya az (1) 5<x <9 szamok hal-
maza. Vizsgaljuk meg a jobb és a bal oldal értékkészletét! A bal oldal
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értékkészlete (1) miatta [0;2], ajobb oldalé pedig [2;4], igy az egyen-
16ség csak akkor lehetséges, ha mindkét oldal 2-vel egyenld, azaz

Vx-=5=2 ¢és 2+J9-x=2 )

] = az egyenlet megoldasa x =9.

X=9 ¢s x=9

b 12 02)c Melyik az a harom pozitiv egész szam, amelynek

i négyzetdsszege harminccal egyenld? i

Megoldas:

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
harom pozitiv egész szam X,Y,Z
négyzetdsszegiik K+y’+.°
harminccal egyenld X’ +y’+=30

A probléma az x* +y*+12° =30 egyenlethez vezet, amelynek értelme-
zési tartomanya olyan végtelen sok (X; y;z) szamharmasbol all, amely-
ben x,y,ze Z".

Mivel X,y,ze Z* és a jobb oldal értékkészlete {30}, ezért
az x%,y?,z% € {30-nal nem nagyobb négyzetszamok } ={1,4;9;16; 25} .
A 30-at csak egyféleképpen lehet felbontani harom négyzetszam 6ssze-
gére: 1+4+25 =230, igy a keresett pozitiv egészek: 1,2,5.

'*Cf."_" 17, 04l Hany oldalu az a konvex sokszog, amelynek a bel- :
156 szdgeinek Osszegéhez hozzdadva az egyik kiilsd szogét 4691°-ot :
i kapunk eredményiil? ;
Megoldas:

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:

a konvex sokszog oldalainak szama n

a bels6 szogeinek Osszege (n—2)-180°
hozzéadva egyik kiils§ szogét (n—2)-180°+ a4
4691°-ot kapunk eredményiil (n—2)-180°+ e, = 4691°

A kapott egyenlet olyan kétismeretlenes egyenlet, amely barmely 3-nal
nem kisebb pozitiv egész n-re, és barmely 0° <o, <180° szogre ér-
telmezve van.

A bal oldalon 4ll6 kifejezés nagyobb, mint (n—2)-180° hiszen a
kiils§ szdg pozitiv, és kisebb, mint (n—1)-180° mert a kiils szog
180°-nal kisebb, tehat a bal oldal értékkészlete az ](n -2)-180°%
(n-1)- 180°[. Emiatt a jobb oldalon 4ll6 4691° a 180° két egymast ko-
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3.17. &bra A testatl6 négyzete 30.
Jarjunk utana!

3.18. bra Konvex sokszog
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180°

vetd tobbszordse kozé esik, innen adodik, hogy n—2 = |:4691 :l =26,

ahonnan n =28, ¢és a kiilsé szog 11°.

Tehat a sokszdg 28 oldalu.

3. 3. Megoldas keresése szorzatta alakitdssal

o Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya a valds szamok hal-

szorzat = 0 maza.
Mikor? Eszrevehet, hogy az egyenlet bal oldalan egy haromtényez3s szor-
e zat, jobb oldalan pedig a 0 all. Ilyenkor azt a kérdést kell feltenniink,

hogy egy szorzat mikor egyenld 0-val. A valasz: egy szorzat akkor és
csakis akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0-val egyenld. A mi esetiinkben
ez azt jelenti, hogy x+3=0, vagy 2x—5=0, vagy x—2=0. Igy az

3.19. &bra Mikor is egyenl6?

egyenlet megoldashalmaza {—3; 2; g}

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya az egész szamok hal-
maza. Ha elvégeznénk a kijeldlt miiveleteket, akkor egy harmadfokt
egyenlethez jutnank, amelynek megoldasa altalaban meghaladja isme-
reteinket. Az egyenlet bal oldalan egy szam kdbe, jobb oldalan a szam
4-szerese all. E16szor emeljiik ki a jobb oldalon a 4-et.

(1) (x-1)" =4(x-1).

Az egyenlet mindkét oldalan olyan tag all, amelynek egyik tényezdje

3.20. &bra Ha a geometriara gon- . . . , ..
dolok . g £ (x—1), ilyenkor az sszes tagot az egyenlet egyik oldalara rendezziik.

Az egyenlet masik oldalara ekkor O kertil, az egyenletet O-ra rendez-
ziik:
(2) (x-1)° —4(x-1)=0.
Az ilyen rendezést az egyenlet 0-ra redukéldsénak nevezziik.
A kapott egyenlet bal oldalan kiemeljik a kozds tényezot, az

x-1)-e
() (3) (x-1)[ (x-1)"-4]=0.
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A masodik tényezd egy kiilonbség, mégpedig két négyzet kiilonbsége,
igy a két tag négyzetének a kiilonbségére vonatkozo azonossag alapjan
az (x-1)" —4=((x-1)-2)((x-1)+2) = (x-3)(x+1).

Az egyenlet(4) (x—1)(x—3)(x+1)=0 alakba irhato, ismét ott
tartunk, hogy az egyenlet egyik oldalan egy szorzat, masik oldalan a

nulla all. Mivel egy szorzat akkor és csakis akkor 0, ha valamelyik té-
nyezdje 0-val egyenld, ezért x—1=0, vagy x—3=0, vagy x+1=0.
Az egyenlet megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat hajtottunk vég-
re, igy az egyenlet megoldashalmaza {1,3;—1}.

e U0 021cl) Oldjuk meg a §
3(x3 —27) = (x2 —6x+9)(3x+4)—(3x—5)(x2 —9) egyenletet a ra- |
i ciondlis szamok halmazan!

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya a racionalis szamok
halmaza. Az egyenlet harmadfoku. Eszrevehetd azonban, hogy az egyen-
let mindkét oldalan nevezetes azonossagok egyik oldalai szerepelnek.
Probaljuk meg segitségiikkel a zardjelben levo kifejezéseket tényezok-
re bontani! Az egyenlet bal oldalan a két tag kobének a kiilonbségére,
az egyenlet jobb oldalan a két tag kiilonbségének a négyzetére, illetve a
két tag négyzetének a kiilonbségére vonatkozé azonossagokat hasznal-

hatjuk fel, azaz X* =27 = (x—3)(x* +3x+9), x* =6x+9=(x-3)" és
x> —9=(x-3)(x+3).
Az egyenlet atirhato a
(1) 3(x=3)(x* +3x+9) =(x—-3)" (3x+4)—(x—3)(x+3)(3x—5)
alakba.
Az egyenletben olyan tagok szerepelnek, amelyeknek az egyik té-
nyezdje (x—3), célravezetd az egyenletet 0-ra redukalésa:

(2) 3(x-3)(x* +3x+9)—(x—3)" (3x+4)+(x—3)(x+3)(3x—5) =0.
Az egyenlet bal oldalan kiemeljiik a kozos tényez6t, az (x—3) -at:

(3) (x—3)[3(x2 +3x+9)—(x—3)(3x+4)+(x+3)(3x—5)] =0.
A masodik tényez6 egy haromtagi kifejezés. Ahhoz, hogy tisztan las-

suk, hogy mi is valdjaban, bontsuk fel a benne szerepld zarojeleket,
végezziik el a lehetséges dsszevonasokat.

(4) (x—3)(3x* +18x+24) =0 /Az egyenlet mindkét oldalét elosztjuk
3-mal.

(5) (x=3)[x* +6x+8]=0
A masodik tényezé egy masodfoku kifejezés, szorzatta alakithatjuk a

teljes négyzetté alakitas segitségével:
X2 +6X+8= X +6x+9-1=(x+3)" =12 = (x+2)(x+4),

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 275

Csak akkor, ha
valamelyik ténye-
zdje nulla.

3.21. &bra Redukaljunk!

3.22. &bra Fontos a ,,tisztanla-
tas”!
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illetve a tagok csoportositasaval:

X2 H6X+8 =X +2X+4X+8=X(X+2)+4(x+2)=(x+2)(x+4).
Az egyenlet (x—3)(x+2)(x+4)=0 alakba irhato, ahonnan az el6z6-
ek alapjan x, =3, X, =2, X, =—4 adodik. Mivel az egyenlet megol-
dasa soran ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre, az egyenlet meg-
oldasai: x, =3, X, =—2, X; =—4.

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a racionalis szamok halmazan!

a) 9x—{8x—[ 7x—(3x—2)-2-5x |- 4x} =3x—[ 2x+3:(x-8)]

b) x—§{gx—i(x—1oo)+250}:g[£(x+180)—45}
613 2 36

¢) (2x+3)" (x=1)—4(x+3)(x=3) = (x=2)" (4x—1)+(7x+2)(3x~1)
d) (x+2)° —(x—4)(x+1)(x—2) =5(x+4)(2x=3) +(x—15) (x+15)

2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

3x—4 5x+3 2x-1 4x+3
a) - +2Xx=3- +
2 15 6 10
3(x-5 - x=3)5 7-
b) x— ( )+3 7x=( )5 7 8x .3
28 21 12 14 2
3x-11 5x+12 7x—-8 16-17x
c) - +X= -
12 20 6 15
3. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
x> —8x+16 3x-15 1 3x*-12  x* +2x 3 5242 7 5
a) 2 =5 b) 2 S =1 )_ a2 Ao o2
6x-30 x°-16 2 6x° —18x 2x°-18 3z 6z 8z
d) 2 1 z-4 3 . y+2 2 ).y+3__
22-9 71-3 7°+3z 7°-3z 1-y y 1)y’ -1
y(2y-)  2-y 1 _ y-l

Y+l (y=1 4y y+l 2y +2
4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) VA—x =x-4 b) VXx-1-2J-2-x=3 9) \/x+3+(2x—y)2°°°+|z+3y|=
6
d) VX —6x+9+(y+2)" +(2-5)' =0 e) |x—5|:—(y+%x—3)
f) x*—2x*+2=-7"+4z-3 g) Vx—-9=9-x h) V3—x=2++/x+1

5. Hany oldalu az a konvex sokszdg, amelynek az atldéinak szama
a)35, b)54, c¢)350, d)11475?

6. Két egész szam négyzetdsszege 6tven. Melyek ezek az egészek?
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7. Hatarozzuk meg a p valds paraméter értékét tigy, hogy az alabbi egyenleteknek egyetlen egy meg-
oldasa legyen!

a) N12—x={x-p b) Vx+4=p—x c) (x—2p)2+(2x+9—5p)m:0
d) \/8p2—x+\/7:4p

8. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) (x+2)* (x=5)"(2x=9)° =0
b) (x+4)(x=5)(2x+3)—(x=5)(x+1)(x+4)=(13-2x)(x=5)(x+2)
¢) (x=5)(2x+3)(x+11)+(x-5)(2x+3) =(2x-7)(x-5)(2x+3)
d) X°+8=(x* +4x+4)(2x+3)—(x+1)(x* - 4)

e) (X*+3x* +3x+1)+3x* +6x+3=(X* +1)+x(X* —1)+15x+15

.e_r_ 1, 04l Bgy kis vallalkozas teljes koltsége a kibocsatott
i 7aru mennyiségének 1000-szeresénél 48 000 forinttal tobb, teljes be- :
i vétele a kibocsatott 4ru mennyiségének 5000-szeresénél 48000 fo-
i rinttal kevesebb. Mekkora arumennyiségek mellett lesz a vallalkozas
i nyereséges? '
Megoldas:

A felvetett probléma megoldasakor eldszor érdemes azon eltiinddni,
hogy egy vallalkozast mikor tartunk nyereségesnek. Sajat tapasztala-
taink, jozan esziink alapjan mondhatjuk, hogy nyereséges akkor lesz
a vallalkozas, ha a bevétele nagyobb a kdltségeinél. A feladat szovege
szerint mind a felmeriil koltség, mind a bevétel az arumennyiséggel
van kapcsolatban, és valamilyen arumennyiséget kerestink. Jeloljiik te-
hat az arumennyiséget X-szel, nyilvanvalo, hogy x >0. Forditsuk le a

problémat az algebra nyelvére! 4.1. dbra Koltségvetés
Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
a kibocsatott aru mennyisége X

a vallalkozas teljes koltsége a kibocsatott aru
mennyiségének 1000-szeresénél 48 000 forint- 1000x + 48000
tal tobb

ezer forintban megadva x+48

teljes bevétele a k,ibocsétott é@ mennyiségé- 5440, _ 48000
nek 5000-szeresénél 48 000 forinttal kevesebb

ezer forintban megadva 5x—48
a vallalkozas nyereséges, ha 5x—48 > x+48
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A probléma az 5x—48 > x+48 egyenldtlenséghez vezetett, amelynek
értelmezési tartomanya a nemnegativ szamok halmaza. Az egyenlétlen-
séget az egyenlethez hasonloan értelmezhetjiik. Felfoghatjuk gy is,
hogy az egyenlétlenség jobb-, és bal oldalin egy-egy valds fiiggvény

V&

24 [y =x+48 hozzéarendelési szabalya all: f (x)=x+48, illetve g(x)=5x-48.
)< gt . . . .
M4 72) Az egyismeretlenes egyenlétlenségek g(x)> f(x) alakba irha-
téak, amelyeknek a megoldasakor keressiik a valtoz6 azon érté-
flx) > g(x) . s . - ) P
0<x<24 keit (x-eket), amely értékeknél az f figgvény helyettesitési értéke

kisebb, mint a g fliggvény helyettesitési értéke. Nyilvanvald, hogy

y=5x—48 . . . [ L .
ezek az X-ek az f és a g fiiggvények értelmezési tartomanyanak k6zos

2 ’h 7 > részében lehetnek, és csak akkor megoldasai az egyenlétlenségnek, ha
az egyenldtlenség értelmezési tartomanyahoz is hozzatartoznak.
Az egyenlétlenségeket éppugy, mint ahogyan az egyenleteket,
4.2. 4bra Grafikus megoldas megoldhatjuk grafikus és algebrai Gton is.

A grafikus megoldashoz abrazoljuk a fiiggvények grafikonjait ko-
z0s koordinata-rendszerben, meghatarozzuk a k6z6s pontok X koordi-
natait, és leolvassuk a két flggvény fliggvényértéke kozotti relacio-
nak megfelel6 valtozo értékeket (x-eket).

Az f(x)=x+48 és a g(x)=5x—48 valos fiiggvények képei
egyenesek, egyetlen kozos pontjuk van. az M (24;72). A kozds pont
meghatarozasanak pontossagarél ellenérzéssel meg is gy6zodhetiink.
Ellen6rzés: f(24)=24+48=72, ¢(24)=5-24-48=72. A két
fliggvény helyettesitési értéke tehat X = 24 -nél egyenld.

A 4.2. abrarol leolvashat6, hogy ha 24-nél kisebb értékeket irunk
az x helyébe, akkor az f fliggvény grafikonja a g fliggvény grafikon-
jatol pozitiv irdnyban van, azaz a 24-nél kisebb x értékek esetén az

f(x)>g(x), akoltség meghaladja a bevételt. Ha viszont 24-nél na-
gyobb értekeket irunk az X helyébe, akkor a g fiiggvény grafikonja ha-
lad az f fliggvény grafikonjatol pozitiv iranyban, azaz a 24-nél nagyobb
x értékek esetén a g(x)> f (x), a bevétel meghaladja a koltséget. fgy
az egyenl6tlenség megoldasa: X > 24, az egyenl6tlenség megoldashal-
maza a |24; o[ intervallum.

A feladat megoldasa: 24-nél nagyobb arumennyiségek mellett lesz
a vallalkozas nyereséges.

y A
(ezer Ft)

S
0 'S 1 )
% (termelési mennyiség) . Vegyiik észre, hogy az egyenl6tlenségnek — altalaban — veég-
telen sok megoldésa van, igy a megoldasok ellendérzése be-
helyettesitéssel lehetetlen! Az egyenletek — kivéve a nagyon sok
megoldassal rendelkezd egyenletek — megoldasakor a kapott ered-
mények ellendrzésével el tudtuk keriilni az atalakitasok ekvivalen-
cidjanak allando6 vizsgalatat, az egyenlétlenségeknél azonban ez a
lehetdség nem adatik meg, az egyenl6tlenségek megoldasa soran
4.3. dbra Cél a nyereség elérése minden atalakitast kortiltekintden kell elvégezniink.

Korabbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy az egyenlétlenségek megol-

dasakor a kovetkezo atalakitasokat végezhetjiik el:
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az egyenlétlenség mindkét oldalahoz hozzaadhatjuk, vagy mind- ﬁ. ,%
ket oldalabdl kivonhatjuk ugyanazt a valés szdmot, vagy e -l -

” - . - P . = —— ! '
az egyenlotlenség mindkét oldalat megszorozhatjuk vagy el- k% & )
oszthatjuk ugyanazzal a pozitiv valés szammal, ekkor az egyen- _— o e
16tlenség iranya nem valtozik meg, vagy e &H o= 1:"~.
az egyenlétlenség mindkét oldalat megszorozhatjuk vagy eloszt- s -
hatjuk ugyanazzal a negativ valés szaimmal, ekkor az egyenlét- b |
lenség iranya megfordul, vagy | __P:,t,{
az egyenldtlenség mindkét oldalahoz hozziaadhatjuk, vagy mind- ey P
két oldalabdl kivonhatjuk ugyanazt az ismeretlent tartalmazé ki- F "“3“\'
fejezést, ha az nem valtoztatja meg az egyenlétlenség értelmezési i
tartomanyat. | A N

wi" 2, 02ldz Oldjuk meg algebrai uton a PR Pl
é 1) 1 7 | © 4.4. abra Idézziik fel!
S(X—JEJ—E(GH 6)> 5(x—g]+4 egyenlétlenséget!
Megoldas:

Az egyenldtlenség alaphalmaza, értelmezési tartomanya a valos sza-
mok halmaza.

Ez az egyenldtlenség elsdfoku. Célszerti a kijeldlt miiveletek el-
végzése utan az ismeretlent az egyenldtlenség egyik oldalara, a szdmo-
kat a masik oldaldra rendezni (mint az els6fokt egyenletnél).

(1) 3x-4-3x-325x-7+4

(2) —-7>5x-3
(3) —4>5x
(4) -2

Mivel a megoldas sordn ekvivalens atalakitasokat végeztiink, az egyen-

16tlenség megoldashalmaza: ]—oo; —g]
'E"‘ 3, valds Oldjuk meg az

D (x+3)(3x+4)—(x+2)(x+3) <(x+4)(x+3) egyenlétlenséget a
i valos szamok halmazan!

4.5. dbra ,,Egyenlétlenség”

Megoldas:
Az egyenldtlenség alaphalmaza, értelmezési tartomanya a valos sza-
mok halmaza.

Az egyenl6tlenségben olyan tagok szerepelnek, amelyeknek az
egyik tényezdje x+ 3. Az egyenlbtlenséget 0-ra redukaljuk, és kiemel-
jiik az azonos tényez6t a tagokbol (éppugy, mint az egyenleteknél).

(1) (x+3)[(3x+4)—(x+2)—(x+4)]<0
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4.6. dbra Gondolkodjunk!

¥
'

4.7. abra x + 3 elbjele

x-2<0

—) x-2>0
O

v

4.8. abra x — 2 elbjele
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A masodik tényezdben felbontjuk a zardjeleket, 6sszevonunk.
(2) (x+3)(x-2)<0

1. modszer:
Most ott tartunk, hogy az egyenlétlenség egyik oldalan egy kéttényezds
szorzat, a masik oldalan a nulla all, és a szorzat kisebb nullanal, azaz
negativ. Mikor negativ egy kéttényezds szorzat? Egy kéttényezds szor-
zat akkor és csakis akkor negativ, ha tényezoi kiilonboz6 eldjeliek. Ez
ugy lehetséges, hogy az egyik tényezd pozitiv és a masik negativ, vagy
forditva, tehat két esetet kell megvizsgalnunk:

l. Xx+3<0¢és x—-2>0 vagy

Il. Xx+3>0¢ésx-2<0
Az egyenldtlenség két-két Gijabb egyenlétlenséghez, két un. egyenlot-
lenség-rendszerhez (1., 11.) vezetett.

Az egyenldtlenség-rendszereket kiilon-kiilon megoldjuk:
L.x+3<0 /-3 és x-2>0 /+2
X <=3 és X>2

I. megoldasa: &

II.x+3>0 /-3 és x—2<0 /42
X>-3 és X<2
II. megoldasa: —-3<x<?2

Az eredeti egyenldtlenség megoldashalmaza az 1. és I1. egyenl6tlenség-
rendszerek megoldashalmazainak unidja: |-3;2[UQ =]-3;2[.

2. modszer:
A (2) szamu egyenldtlenség megoldasakor gondolhatunk arra is, hogy
a bal oldalon all6 szorzat eljelét a benne szerepld elséfoku tényezok
(Xx+3, x—2) eldjele hatarozza meg. Az X+ 3 polinom gydke: X =-3, a
polinom helyettesitési értékei X € |—o0;—3[ eseténnegativak, X e |-3;00
esetén pozitivak. Az X+ 3 kifejezés X =—3 -nal valt eldjelet.
Hasonloan adodik, hogy az x—2 kifejezés X =2 -nél valt eldjelet.
Mivel ugyanazon X érték mellett kell mindkét tényez6 eléjelét is-
merniink a szorzat el6jelének megallapitasahoz, ezért a 2. és 3. abra he-
lyett célszerli egy eldjeltablazatba dsszefoglalni a tényezok eldjelérdl,
gyokérdl megszerzett ismereteinket:

X Xe ]—003—3[ X:—S XeE ]—3’2[ )(:2 XE ]2300[

x+3

cléjele 0 ¥ v u
xX—2

eléjele - - 0 ¥

szorzat

eléjele + 0 - 0 +

A tablazat utolso sorabdl kideriil, hogy a szorzat negativ eldjelli, ha
xe |-3;2[, tehat az egyenltlenség megoldashalmaza |-3;2].
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3. modszer:
Vegyiik észre, hogy az (X +3)(X—2) szorzatban az egyik tényez6t Gigy
kapjuk meg, hogy egy szamhoz 3-at hozzdadunk (X +3), a mésik ténye-

z6t pedig gy, hogy ugyanabbdl a szambol 2-t kivonunk (x—2). Nyil- S negativ?
vanvald, hogy X+ 3 barmely X esetén nagyobb X —2-nél, igy ha kiilon- A kisebb —
b6z6 eldjeliicknek kell lenniiik, akkor az csak gy lehetséges, hogy az " 6sanagyobb |

X+3 pozitiv, és az X —2 negativ el6jeld. (Ugyanis ha az X + 3 negativ,
ebbdl mar kovetkezik, hogy a nala kisebb X—2 is negativ.)

Innen a (3) egyenlétlenségrendszer megoldasabol az egyenlétlen-
ség megoldasa: —3<x< 2.

x—4 x+1

4.9. dbra Tartsuk fejben!

Megoldas:

1. modszer:

Az egyenl6tlenség alaphalmaza R, értelmezési tartomanyaa R \{-1;4}.
A tortes egyenleteknél mindig ko6zds nevezdre hoztunk, és beszoroz-
tunk a ko6zos nevezovel. Egyenlétlenségeknél azonban mindig tudnunk
kell, hogy milyen el6jelti szammal, kifejezéssel szorzunk, ezért ilyen
1épéseket csak nagyon megfontoltan érdemes megtenni. A k6zds neve-
zOvel valo beszorzas helyett az egyenldtlenséget 0-ra redukaljuk, majd
az ismeretleneket tartalmazo oldalt kozos nevezdre hozzuk:

(Xx+5)(x+1)+(x—4)(x-3)-2(x—4)(x+1) .

>0.
(x—4)(x+1)
A szamlaloban elvégezziik a kijelolt miveleteket, €s sszevonunk:
5(x+5)

1) ————>0.
@) (x—4)(x+1)
Keressiik tehat azokat az x értékeket, amelyekre a tort nemnegativ.
Az el6z6 feladat 2. megoldasa alapjan el6szor meghatarozzuk az
X+5, Xx—4, x+1 polinomok gydkeit.
Készitsiik el az eldjeltablazatot:

X€E X€E X€E X€E
X J—oo:=5] x=-5 |-5;-1[ x=-1 ]-L4] x=4 J4o
x+5 elgjele = 0 + + + + +
x+1 elgjele = = - 0 + 1 + 4.10. &bra Nem fels6, nem also
x—4 eldjele = = = = — 0 +
tort elgjele - 0 + mnes - nes
értelme értelme

Az eredeti egyenl6tlenség megoldasa —5< x < -1 vagy X >4, mas-
képpen az egyenlétlenség megoldashalmaza [—5;—1[ U |4; o] .

281

MATEMATIKA 9 TANKONYV.indb 281 2012.06.25. 14:53:42



282

MATEMATIKA 9 TANKONYV.indb 282

JENnIEtERRenyeniotiEnSENEK

g

2. mddszer:

Az (1) bal oldalan all6 tortben a tényezdket nagysag szerint sorba le-
het rendezni: (2) Xx—4 < x+1<x+5 barmely valds x-re. Most azt kell
megvizsgalnunk, hogy hogyan lehet a tort pozitiv vagy nulla. Egy tort
vagy egy szorzat akkor és csakis akkor pozitiv, ha bennuk péaros
szamu negativ eldjelii tényezé van. Harom tényez6 esetén ez azt je-
lenti, hogy mindharom tényezd pozitiv, vagy két tényezd negativ és
egy tényez0 pozitiv. A tényezok (2) alatti kapcsolata miatt ahhoz, hogy
mindharom tényezd pozitiv legyen, az Xx—4>0 feltételnek kell tel-
jestilni, ahonnan X >4 adodik. Ahhoz, hogy a tényezdk kozil kettd
negativ, egy pozitiv eldjell legyen, a (2) miatt X+1<0 és x+5>0
feltételeknek kell fennallnia, ahonnan —5 < X < —1. Tehat a tort pozitiv
akkor, ha x >4 vagy —-5<x<-1. Mivel a tort érté¢ke nulla is lehet,
ezért X+5=0 (aszamlalo egyenld nulla) esetet is vizsgalnunk kell, in-
4.11. dbra Igy is lehet?! nen az X =-5 megoldast kapjuk. Az eredeti egyenlétlenség megoldasa
tehat X >4 vagy -5<x<-1.

A 4. példa 2. megoldasa alapjan észrevehetd, hogy egy tort vagy szor-
zat eljelét a benne szerepld negativ eldjelli tényezdk szama hatarozza
meg.
Egy tort vagy egy szorzat akkor és csakis akkor pozitiv, ha benniik
paros szamu negativ eldjelli tényez6 van és egyik tényezdje sem 0.
Egy tort vagy egy szorzat akkor és csakis akkor negativ, ha benniik
paratlan szamu negativ eldjelil tényez6 van és egyik tényezdje sem 0.

1. Egy vallalkozas koltségét a C(x)=120x+400 fiiggvény, a bevételét pedig az
R(x)=-4x*+360x—400 fiiggvény irja le, ahol x a kibocsatas nagysagat jeloli (Xe N).
C(x),R(x) értéke ezer forintban értendé. Mekkora kibocsatés esetén lesz a termelés nyereséges?

2. Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenldtlenségeket!

a) —2|x—3[+4>1-x b) x2+2x—3<—2+E c) 2VX+1-3</4-x d) ﬁ22—|x+4|
X

3. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket az egész szamok halmazan!

2) 3x—> 1x—§(x—1o)+2}sg L(x-18)-a| by BB _X*15, 4, x4 B- X
413" 2 3[2

- +3X>——-—
¢) (2x=3)(x+21)—2(x+5)(x—=5) < (2x+3)" - (2x+1)(2x-5)

12 20 6 15

4. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket a valos szamok halmazan!

213X 0 1) 27X 20 o) (x=3)(x+7)<0  d) (x=5)(x+6)(4-2x)20 ¢ ZXF/

> <1
X-=5 2X+6 x-1

a)
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f) il 3 g) (x+3)(x=2)(x+1)—(x-3)(x—-2)(x—-1) = x(x—2)(3x+11)
b 3x+2_x+2<2
X+l x—4

5. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket a valos szamok halmazan!

1 1
a) [x|+— 22 b) x*~10x+25+———— <2
x’ x°—10x+25
4
c)x—+¥£1+2y—y2 d Y2 4 x>
16 «x x—4

3, 0320l 2riaiat i rialimnzd agyanlatalc a5 agyanldilansdygaic

Az abszolut értéket tartalmazo egyenletek és egyenldtlenségek meg-
valds szam abszolut értéke egyenld magaval a szammal, negativ valos
szam abszolut értéke pedig egyenld a szam ellentettjével.
%
| Vegyiik észre, hogy a definicié megadja az abszolut értek ,.el-
lenszerét”! Ha ugyanis azt tudom, vagy feltételezem, hogy
az abszolutérték jelen belll allé kifejezés nemnegativ, akkor a
kifejezés abszolut értéke helyett magat a kifejezést irhatjuk, ha
viszont az abszolutérték jelen beltl allé kifejezés negativ, akkor
a kifejezés abszolut értéke helyett a kifejezés ellentettjét helyet-
tesithetjik az abszolut értékes kifejezés helyére.

5.1. dbra Karl Weierstrass

\w’. 1, p4lde  Oldjuk meg a [2x—1| =3 egyenletet! : ¢ Német matematikus, 6 vezette be
v azabszolutértek jelet. Nevéhez -
z6dik az analizis szabatos felépi-
Megoldas: tése, 6t tekintik a modern analizis

1. modszer: »atyjanak”

Az egyenlet jobb oldalan egy kifejezés abszolut értéke, a bal oldalan

pedig a 3 all. A kérdés tehat az, hogy melyik az a valds szam, amelynek i
az abszolut értéke 3-mal egyenld? Az abszolut érték definicidja szerint y=12x -1l

ez a szam 3 vagy —3, azaz 2Xx—1=3 vagy 2X—1=-3. Innen az eredeti \.
egyenlet megoldédsai x, =2 és x, =-1. i\

2. modszer:

A megadott egyenletet megoldhatjuk grafikusan uton is. Abrazoljuk az
egyenlet két oldaldnak megfelels f (x)=[2x—1] és g(x)=3 valos
fiiggvények grafikonjait! (5.2. abra) A két grafikonnak két kozos pontja
van. Az egyenlet megoldasai: X, =2 ¢és X, =—1, amelyekrdl ellendr- © 52, apra Az 1. példa grafikus
zéssel meggydzddhetiink. megoldasa
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5.3. abra Két esetem van

yA

y=Ix+1-3
1..

2 [
M(0; -2)

5.4. 4bra A 2. példa grafikus meg-
oldasa
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Megoldas:

1. médszer:

Az egyenlet jobb oldalan egy abszolut értékes kifejezés, a bal oldalan
pedig egy masik kifejezés all. Ilyenkor célunk az, hogy az abszolutérték
jelet eltintessiik”. Mit kell ahhoz tudnunk, hogy elhagyhassuk az
abszolutérték jelet egy kifejezésrol? Ehhez az abszolut érték definicioja
szerint az abszolutérték jelen beliil allo kifejezés eldjelét kell ismer-
niink. Az |X +1| helyére x+1-et irhatunk, ha azt tudjuk, hogy X+1
nemnegativ (azaz X>-1 esetén), és —x—1-et, ha X+1-rél tudjuk,
hogy negativ (azaz X < -1 esetén). Osszefoglalva:

X+1 ha x>-1

|X+]4:{—x—]., ha x<-1

A fentiek miatt a megoldast két esetre kell bontanunk. Egyik esetben az
egyenlet megoldasat a —1-nél nem kisebb valos szamok kozott, a masik
esetben a —1-nél kisebb valos szamok kozott keressiik.

I. eset: ha x>—1, akkor az egyenlet (1) x+1—3:—gx—2

alakba irhat6. Az egyenlet megoldasara x =0 adodik, ami eleget tesz
az x=-1 feltételnek, azaz X =0 a vizsgalt tartomanyba esik. Mivel az
(1) szamu egyenlet megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat végez-
tiink, ezért az X =0 az eredeti egyenletnek is megoldasa.

Il. eset: ha x<—1, akkor az egyenlet (1) —x—1—3= —gx
alakba irhat6. Az egyenlet megoldasara x =4 adédik, ami nem tesz

eleget az X <—1 feltételnek, azaz X =4 nem a vizsgalt tartomanyba
esik, ezért az X =4 az eredeti egyenletnek nem megoldasa.
Az 1. és all. eset miatt az eredeti egyenlet megoldasa x =0.

2. modszer:
Oldjuk meg az egyenletet grafikus uton!
Abrézoljuk az egyenlet két oldalanak megfelels f(x)=|x+1-3 és

g(x)= —g Xx—2 valos fliggvények grafikonjait! (5.4. dbra)
A két grafikonnak egy kozds pontja van, az M (0;—2). Az egyenlet

megoldasa X =0, amelyrdl ellenérzéssel meggydzddhetiink.
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\%‘f’- 04l Oldjuk meg a vx*—4x+4 =2x-1 egyenletet a
i Valos szamok halmazan! 5

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza a R, értelmezési tartomanya pedig mindazon
valds szamok halmaza, amelyekre a négyzetgydkvonas definicioja mi-

att az X* —4x+4>0 feltétel teljesiil. Az x* —4x+4=(x-2)’, ezért

az X’ —4x+4>0 feltétel barmely valos szam esetén fenndll, igy az
egyenlet értelmezési tartomanya R. Tovabba az egyenlet bal oldalan
a négyzetgyokvonas elvégezhetd, igy az |X—2| =2x-1 egyenlethez
jutunk, amely az eredeti egyenlettel ekvivalens. Az abszolut érték defi-
nicidja alapjan:

5.5. &bra Nem varazslat

|x 2|_ Xx—2, hax-22>0, azaz x>2;
a —X+2, hax—-2<0, azaz x<2.

A feladat megoldasat két esetre kell bontanunk. Egyik esetben az egyen-
let megoldasat a 2-nél nem kisebb valds szamok k6zott, a masik esetben
a 2-nél kisebb valos szamok kozott keressiik.

L eset: ha x>2, akkor az egyenlet (1) x—2=2x-1 alakba irhato.
Az egyenlet megoldasara x = —1 adodik, ami nem tesz eleget az x > 2 : 6. 8braNem biivésztriikk
feltételnek, ezért az eredeti egyenletnek sem megoldasa.

IL. eset: ha x <2, akkor az egyenlet (1) —x+2=2x-1 alakba irha-

t6. Az egyenlet megoldasara x =1 adodik, ami eleget tesz az

feltételnek, a vizsgalt tartomanyba esik. Mivel az (1) alatti egyenlet

megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezértaz X =1 az

eredeti egyenletnek is megoldasa.

Az 1. és all. eset miatt az eredeti egyenlet megoldasa x =1.

J4lk Oldjuk meg a 2|x+2|+|x—3[=7—x egyenletet
: az egész szamok halmazan! E

Megoldas:
Az egyenlet alaphalmaza és értelmezési tartomanya az Z. A felirt
egyenlet két abszolut értékes kifejezést is tartalmaz. A definici6 szerint:
X+2, hax+22>0, azaz x>-2;
|x+2|=
—X—2,hax+2<0, azaz x<—2.
|X 3| a Xx—3, hax—-32>0, azaz x>3;
" |-x+3, hax-3<0, azaz x<3.

Az x+2 kifejezés az x =—2-nél, az x—3 kifejezés az X =3-nal valt : 5.7. dbra Ahany gyerek, annyi
elgjelet. Mivel a kifejezések eldjelét ugyanazon x-ek esetén kell ismer- ¢ eset

niink ahhoz, hogy az abszolutérték jeleket ,,el tudjuk tiintetni”, ezért az

egyenletet az X =—2 ésaz X =3 altal meghatarozott harom intervallu-

mon (I. x<-2, Il. =2<x<3 ésIIl. x = 3) kell vizsgalnunk.
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l. Ha x < -2, akkor
2(—x=2)+(-x+3)=7-x

Azxa
vizsgalt in-
tervallumba

-3Xx-1=7-x
-8 =2X
X=-4

Az x=-4 avizsgalt tartomanyba esik, —4 € Z, és az egyenlet megol-
dasa soran ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az eredeti egyen-
letnek is megoldasa.

Il. Ha =2 < x < 3, akkor
2(x+2)+(-x+3)=7-x

X+7=7-X
2x=0
x=0

Az x=0 avizsgalt tartomanyba esik, O Z, és az egyenlet megoldasa
soran ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az eredeti egyenletnek
is megoldasa.

I1l. Ha x =3, akkor
2(x+2)+(x-3)=7-x
X+1=7-X
4x=6
3
X==
2

3 . . 3 .
Az x= > nem esik a vizsgalt tartomanyba (E < 3) és nem is egész

szam, igy az eredeti egyenletnek sem megoldasa.

Az egyenletnek tehat két megoldasa van, az egész szamok halmazan az

X, =—4 ésaz X, =0.

5.8. dbra Ifju matematikusok be- "

szélgetnek o 9,p4lda Oldjuk meg az |x—1=1-x egyenletet a pozitiv :
: szamok halmazan! :

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya a R". Az egyenlet

bal oldalan egy kifejezés abszolut értéke, jobb oldalan pedig a kifejezés

ellentettje all. A kérdés tehat az, hogy egy szam abszolut értéke mikor

egyenld a szam ellentettjével. Az abszolut érték definicidja szerint ez

akkor és csakis akkor teljesiil, ha a szam negativ vagy nulla. igy az

egyenlet minden olyan X-re fennall, amelyre x—1<0 teljesiil, ahonnan

X <1 adodik.
Az egyenlet értelmezési tartoméanya a R*, ezért az egyenlet meg-
oldashalmaza ]0;1].
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. 9, 03ldz Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valos
: szamok halmazan! '

B |3x—2|£§ b) [12-5x|> 2

Megoldas:

a)A |3X - 2| < g egyenldtlenség megoldasakor keressiik azokat a valos I ﬁ i

szamokat, amelyek abszolut értéke egyenld g -dal vagy kisebb g -nal. 5 ; 5 "
3 3

Ez akkor teljesiil, ha a szam —g vagy annal nagyobb, és 2 vagy annal : 5.9. abra Hatarok kozdtt

kisebb, azaz

—§s3x—2g§; /+2
3 3
ESBXSE; /:3
3 3
1SxSl—l.
9 9

Az a) egyenl6tlenség megoldashalmaza: [%,19—1:|

|’
b)A |12 - 5X| > 2 egyenlOtlenség megoldasakor keressiik azokat a valos / f
szamokat, amelyek abszolut értéke nagyobb 2-nél. Ez akkor teljesiil, ha !
a szam nagyobb, mint 2, vagy ha a szam kisebb, mint -2, azaz
12-5x>2 vagy 12-5x < -2; : : : >
—5x>-10  vagy —5x < —14; 2 0 2
14 5.10. 4bra Csak -2 alatt és 2 felett
X<2 vagy X > = vagyunk ,,biztonsagban”

A b) egyenl6tlenség megoldashalmaza: |—oo;2[ U :|%;oc|:.

s oalds Oldjuk meg az

! 1
L x—3<- Sxt 3 egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!

Megoldas:

1. médszer:

Az egyenldtlenség értelmezési tartomanya a R . A 2. példahoz hasonlo-
an, az abszolut érték definicioja alapjan az

|x 3|_ x—3, hax—-32>0, azazx >3,
" |-x+3, hax-3<0, azazx < 3.
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A megoldast tehat most is két esetre kell bontanunk. Egyik esetben az
egyenlGtlenség megoldasat a 3-nal nem kisebb valds szamok kozott, a

c—o0 masik esetben a 3-nal kisebb valds szamok kozott keressiik.
: 1
I 3 Z > . eset: ha x =3, akkor az egyenl6tlenség x—3 < -3 X+3 alakban ir-
hato, ahonnan az X <4 adodik, amit Osszevetve az x >3 feltétellel
5.11. dbra . eset (5.11. &bra), az egyenl6tlenség megoldashalmazat kapjuk: [3;4].
1
IL. eset: ha x <3, akkor az egyenldtlenség —x+3 < ——Xx+3 alakban
P — 2
———————C) irhatd, ahonnan az X >0 adodik, amit 6sszevetve az X < 3 feltétellel
" 0 1 3 4 (512 4bra), az egyenlStlenség megoldashalmazat kapjuk: [0;3[.
Az 1. és a Il. eseteket Osszegezve az egyenlOtlenség megoldashalmaza:
5.12. dbraII. eset [0; 4].
2. mddszer:

Oldjuk meg az egyenl6tlenséget grafikus uton is!
Az egyenlStlenség két oldalanak megfelels  f (x)=|x-3|,

g(x) =—%x+3 valés fliggvények grafikonjainak két kozos pontja

van: N (0;3) és M (41).

Az 5.13. abrarol leolvashato, hogy ha 0-nal kisebb vagy 4-nél na-
gyobb értékeket irunk az x helyébe, akkor az f fliggvény grafikonja a g
fiiggvény grafikonjatél pozitiv iranyban van, azaz a 0-ndl kisebb vagy
4-nél nagyobb x értékek eseténaz f (x)> g(x). Haviszonta [0;4] inter-
vallumba es0 értékeket irunk az x helyébe, akkor a g fliggvény grafikonja
5.13.4bra A 7. példa grafikus : halad az f fliggvény grafikonjatol pozitiv iranyban, azaz g(x) > f (x).
megoldésa Igy az egyenl6tlenség megoldashalmaza a [0;4] intervallum.

y:—%x+3

SENELE Oldjuk mega 2|x—1|—|x+1 >3 egyenlétlensége- :
et a valos szamok halmazan! :
Megoldas:
Az egyenlbtlenség értelmezési tartomanya a R.
A felirt egyenl6tlenség két abszolut értékes kifejezést is tartalmaz.
A definici6 szerint:
|x+]1 B X+1 hax+1>0, azaz x>-1
~|-x-1 hax+1<0, azaz x <-1.
|x 1|_ x—-1 hax-1>0, azaz x=>1;
" ]=x+1 hax-1<0, azaz x<Z1
Az x+1 kifejezés az x =—-1-nél, az x—1 kifejezés az X =1-nél valt
elgjelet. Mivel a kifejezések eldjelét ugyanazon x-ek esetén kell ismer-
nilink ahhoz, hogy az abszolutérték jeleket ,,el tudjuk tiintetni”, ezért az

egyenletétlenséget az x =—1 és az x=1 altal meghatarozott harom
intervallumon (I. x <=1, II. =1<x <1 ésIIl. x 1) kell vizsgalnunk.
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I. eset: ha x < -1, akkor

_ (—x— —O
2(-x+1)—(-x-1)>3 o
~x+3>3 _‘1’ ——t—>
x<0
Vessiik 0ssze a kapott X <0 feltételt az x < -1 feltétellel! (5.14. abra) : 5.14. dbral. eset
Az 1. eset megoldasa tehat: X <—1.
II. eset: ha —1< x <1, akkor
2(-x+1)—(x+1)>3
—-3x+1>3 :__8
( . T T T p—O
2 T T T T T T Ll
X<—= -4 _2 0 1
3 3
Vessiik 0ssze a kapott X < —% feltételt a —1 < x <1 feltétellel! (5.15. abra) : 5.15. &braII. eset
AL eset megoldasa tehat: —1< x < —%.
III. eset: ha x>1, akkor
2(x-1)—(x+1)>3 o_o—
X—3>3 —
0 1 6
X>6
Vessiik 0ssze a kapott X > 6 feltételt az x =1 feltétellel! (5.16. abra) 5.16. abra II1. eset
A II. eset megoldasa tehat: x > 6.
Az I-1I-1I. esetekbdl az egyenlétlenség megoldashalmaza:
2
—oo;——| U |6;00] .
-2 uteit
1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket és egyenlétlenségeket!
a) |X—3|=4 b) 2|X+3|—4=0 c) %X—9 —gzo d) |5—6X|+10=O

e) VX2 =3 f) VI-6x+9x -1=0 g) [x-1<3 h) |x+2>2
sl% i) VXP+2x+1>3 k) 2UX* —=4x+4-7>0 1) V25+10x+x* >0

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket és egyenlétlenségeket!

i)

Ex—3
3

a) [2x—3/=5-3x b) |6 —5x| -9 =-2x 19) §x+8 —%x:?

d) [x+4|>3x+2 ¢) [5—2x| < 23+4x f)gx—

7 11

—X+—=|22-X
6 4
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3. Oldjuk meg a valds szamok halmazén az alabbi egyenleteket és egyenldtlenségeket!
a) |x—3|+[x+2[=3x—1 b) |x—6[—2|x+2|=9—x c) 4—|x—3[+3[x—l|=4x
d) |x+2i+ix—4[22—x e) |2x—9i+[2x+5|<7—2x f)3!x—7|—2ix+1|—5>gx

4. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket és egyenldtlenségeket!

4 1
a) [x-2-2|= ‘; b) [3-[x~1] -3 x+2
0) [|x+2/-6/-3 =1 d) ||2|x—2|—4\—e|s_§x+e
BRSzovegesteladaterds

T © A szdveges feladatok megoldasanak lehetséges 1épései:

? el6szor megértjiik a szoveget, majd

a szovegben megfogalmazott feltételeket, osszefiiggéseket atfordit-
juk a matematika nyelvére, megvalasztjuk az ismeretlent (gyakran
célszerli a szovegben feltett kérdés alapjan valasztani),

egyenleteket irunk fel, azutan megoldjuk a felirt egyenletet,
megvizsgaljuk, hogy a kapott megoldas(ok) eleget tesz(nek)-¢ a fel-
adat feltételeinek, és

végiil valaszolunk a szovegben feltett kérdésre.

Erre mutatunk most néhany példat!

6.1. abra Térjiik a fejiinket! Wi 1 u2lclu Egy kétjegyll szam szamjegyeinek dsszege 11. Ha
i a szamjegyeket felcseréljiik, az eredeti szamnal 27-tel kisebb szamot :

m kapunk. Melyik ez a kétjegyli szam?

=" . : Megoldas:
. A feladat szovege egy kétjegyll szamrol, és annak szamjegyeirdl szol.
De milyen kapcsolat van egy kétjegyli szam szdmjegyei, és maga a
szam kozott a tizes szamrendszerben?

Vegyiik példaul a 37-et, ez egy kétjegyli szam, amelynek szamje-
gyeia3 ésa’. A3 atizes, a7 az egyes helyi értéken alld szamjegy, ezek
segitségével magat a szamot 3-10 + 7 alakban irhatjuk fel.

Altalanosan a tizes szamrendszerben minden kétjegyli szam

1 1 10a+b (= ab) alakban irhato fel, ahol az a a tizes, a b az egyes helyi

6.2. abra Mindkettdnk életkora : CTt€ken dllo szamjegyet jelli.
azonos szdmjegyekbdl all Legyen x az eredeti szamban a tizes helyi értéken allo szamjegy!
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Egy kétjegyli szam szamje- tizesek szama egyesek szama eredeti szam:

gyeinek Osszege 11. X 11—x 10x+11—x=9x+11
Ha a szamjegyeket felcse- 11— x X a felcserélés utan kapott szam:
réljiik, akkor 10(11-x)+x =110—-9x

az eredeti szamnal 27-tel

kisebb szdmot kapunk. 9x+11-27=110-9x

A kapott 9X+11-27=110-9X egyenlet értelmezési tartomanya az
egyjegyu pozitiv egészek halmaza. A megoldas:

18x-16 =110,
18x =126,
Xx="T.

Az eredeti szam igy a 74. A felcserélés utan kapott szam 47, és
74 — 27 = 47 miatt a keresett kétjegyli szam a 74.

W 7, 04ldJs Egy diszdobozokat gyartd cégnél a gyartasnal fel—
i hasznalt papirmennyiség 3%-a hulladék, egy doboz felszme 216 cm?. |
i Hany diszdoboz késziilt el azon a napon, amikor 0,324 m’ hulladek
keletkezett a dobozok gyartasakor?
Megoldas:
1. modszer:
Valasszuk ismeretlennek a kérdéses napon legyartott diszdobozok : 6-3.&bra Mintadarab

szamat, és jeloljiik ezt x-szel! Mivel egy doboz felszine 216 cm’,
ezért a dobozok elkészitéséhez sziikséges (hasznos) papirmennyiség
216X cm®.

A gyartasnal felhasznalt (6sszes) papirmennyiség 3%-a hulladék,
ezért a hasznos papirmennyiség az Osszes papirmennyiség 97%-a
A feladat szvege szerint a 0,324 m® megfelel az 6sszes papirmennyiség

3%-anak, ahonnan a hasznos papirmennyiség 0,324 97-10000 cm?.

3
A hasznos papirmennyiséget felirtuk kétféleképpen, igy a E
w97 10000 = 216x egyenlethez jutunk, amelynek a megoldasa
3 l
; LT

X =485.

Ellenérzés: a dobozokhoz felhasznalt papirmennyiség 216-485 cm’, ez
az Osszes mennyiség 97%-a, igy a gyartaskor keletkezd hulladék meny-

nyisége 216-485 cm® % =3240 cm® = 0,324 m’.

Tehat a kérdéses napon 485 darab diszdoboz késziilt el. 6.4. abra Az idedlis kihasznalds
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6.5. 4bra Oldjuk fel a problémat!

I'-_- -
o

6.6. dbra Mib4l mennyi?

292
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2. modszer:

A dobozok szamat megkereshetjiik egyenlet felirasa nélkiil is. Indul-

junk ki abbol, hogy a keletkezé hulladék mennyisége, a 0,324 m” meg-

felel az Gsszes papirmennyiség 3%-anak, igy az dsszes papirmennyiség
24 m?

1%-a O,?’Tm =1080 cm?, ahonnan a dobozok készitésére felhasz-

nalt mennyiség 97-1080 cm’. Mivel egy doboz felszine 216 cm’, ezért

97-1080 cm?

a legyartott dobozok szdma —————=485.
216 cm

: S, paldz Hany liter 28%-0s €s hany liter 43%-os toménysé-
pgl sooldatot keverjlink 6ssze ahhoz, hogy 40 liter 34%-o0s tomeny—
i ségli sooldatot kapjunk? -

Megoldas:
A feladat megoldasahoz sziikséges Osszefiiggéseket kémiabol ismerjiik,
miszerint az

oldott anyag (liter) = oldat (liter) oldat toménysége (%)
térfogata " térfogata 100 '

Feltételezziik, hogy keveréskor az oldatok térfogata nem valtozik, az
oldott anyag térfogata 0sszeadodik.

Jelolje x a 28%-o0s toménységii sooldat térfogatat!

A feladat feltételeinek elemzését, az egyenlet felirdsat megkdnnyitheti
az adatok tablazatba foglalasa. Adataink attekintésére az alabbi tabla-
zatot allithatjuk 6ssze:

Oldat térfogata ~ Toménység Oldott anyag (s0)

0] (%) térfogata (1)
I. oldat X 28 0,28x
II. oldat 40— x 43 0,43(40—x)
Keverék 40 34 0,34-40

Az oldott anyag térfogata Osszeadddik keveréskor, igy a keverékben
talalhato oldott anyag térfogata egyenld az oldatokban taldlhaté oldott
anyagok térfogatanak osszegével. Innen:
0,28x+0,43(40—x)=0,34-40
0,28x+17,2—-0,43x=13,6
—0,15x+17,2=13,6
—0,15x =-3,6
X=24

Az 1. oldatbol 24 litert, a I1. oldatbol 16 litert kell 6sszekeverniink.
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Ellenérzés: a 24 liter 28%-0s so6oldatban 240,28 = 6,72 liter, a 16 li-
ter 43%-os s6oldatban 16-0,43 = 6,88 liter oldott anyag van, ezek 6sz-
szege 13,6 =40-0,34 liter.

Tehat 24 liter 28%-o0s és 16 liter 43%-os s6oldatot kell dsszekeverniink
ahhoz, hogy 40 liter 34%-o0s s6oldatot kapjunk.

’-'f{ 41, 4ld Karoly a kaszinoban elvesziti pénzének egyharma- :
: : i . MV S
i dat, majd nyer 200 €-t. Azutan elvesziti a meglevo pénzének 7—ed ;
| részét és meég 100 €-t, ezutan elkartydzza a megmaradt pénzének a
: felét és még 50 €-t, igy 200 €-ja maradt. Mennyi pénzzel iilt le jat- :
| szani? ;
Megoldas:

1. moédszer

Kovessiik nyomon Karoly rendelkezésre allo pénzének alakulasat a
jatszmai soran!

Jeloljiik x-szel a kezdeti pénzdsszegét!

6.7. &bra Karoly pénze

Rendelkezésre allo Elveszitett Megmaradt
pénzosszeg (€) pénzosszeg (€) pénzosszeg (€)
1. jaték X S x—%x+200=§x+200
2. jaték gx+200 4 Zx+200 +100=§x+@ Ex+200— §x+@ =E _100
3 7\ 3 21 7 3 21 7 7 7
3 iatek 2 100 1 2x 100 +50 1 x+300 2x 100 (1 x+300 1 i 400
2 all bt = x4 ol b Pt (Y bt
Jate 777 20777 A A B

A 3. jaték utan a megmaradt pénzosszeg egyenld 200 €-val, igy az

%x - @ =200 egyenlet irhato fel, ahonnan x =1800 adodik.

Ellendrzés: az elsd jaték soran elvesztett %1800=600 €-t, nyert

200 €-t, igy 1400 €-ja maradt. A masodik jaték alkalmaval bukott

;1400+100 =900 €-t, tehat 500 €-ja maradt. A harmadik jatékban

%500 +50 =300 € volt a vesztesége, igy 200 €-ja maradt.
Tehat Karoly 1800 €-val iilt le jatszani.

2. modszer

A feladatot egyenlet felirasa nélkiil is megoldhatjuk tigy, hogy az utolso
jaték utan megmaradd pénzosszegbol indulunk ki, és megadjuk az eld-
70 jatékban rendelkezésre allo pénzosszeget (idoben visszafelé halad-
va). Ezt az eljarast lebontogatésnak nevezik.
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6.8. &bra Mennyi is maradt?
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6.9. dbra Bontogatunk, bontoga-
tunk

6.10. &bra Mennyi ideje van még
a gazellanak?

Sebesség 1ds Ut

(3) (s) (m)
5]

Gepard L0 = & &[
3,6 9 9

Gazella ol :@ t @[
3,6 3 3

6.11. dbra Adatok rendszerezése

204

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 294

200 € a 3. jaték végén
U +50

250=200+50 €, az 50 € elvesztése elott = a 3. jaték elején meglevd
pénz fele

U2
500 =250-2 €, a rendelkezésre allo pénz felének elbukasa el6tt, a 3.
jaték elején

U +100
600 =500+10 €, a 100 € elvesztése elott = a 2. jaték elején meglevd

pénz ?része
3 7
U :Z vagy szorozva —-dal
7 " 3
1400 =600 g €, a 2. jaték elején meglevo pénz

U —200
1200 =1400—-200 €, a 200 € elvesztése elbtt, az 1. jaték elején rendel-

kezésre allo pénz %része
U :% vagy szorozva g—del

1800 =1200 g €, a 1. jaték elején meglevé pénz

Tehat Karoly 1800 €-val iilt le jatszani.

W o G L
b 0 020cl A gepard a vilag egyik leggyorsabb allata, maxi- :
malis sebessége 1101%“ , egyik taplaléka a gazella, amelynek ma-

. k . 2 4
i ximalis sebessége GOTm. Mennyi id6 alatt képes a gepard utolérni :

i a gazellat attol a pillanattél szdmitva, amikor 200 méter tavolsag- :
: ban vannak egymastol? Feltessziik, hogy mind a két allat maximalis
| sebességgel és azonos iranyban fut (a gepard egyenesen a gazella :
i nyomaban). 1

Megoldés:

1. modszer:

A feladat megoldasahoz felhasznaljuk az ut = sebesség-1d§ Osszefiig-
gést.

Jeloljiik t-vel az indulastol a talalkozasig eltelt iddt, és legyen a mér-
tékegysége masodperc (s)!

Foglaljuk tablazatba az adatokat, és készitsiink abrat a gepard és a
gazella mozgasarol!
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Az 6.14. abra alapjan felirhato, hogy S =200+S ahonnan a

gepard

tablazat 0t rovata szerint a %t = 200+%t egyenlethez jutunk. Az

gazella 2

gepard altal megtett Gt

Sgepard

egyenlet megoldasa:
s 125

—1t=200 ) % |

9 S = -

t=14,4. g%’ g,:'r‘-—é :

, , , . 275 . , " . '

Valéban, 14,4 masodperc alatt a gepard ——-14,4 = 440 métert, és a 0 ! ) y

9 . ' gazelladltal |

50 : ' megtett Ut :

gazella 3 -14,4 = 240 métert tesz meg. Mivel 440 =240+ 200, ezért y =
| 0 gazella Lo

0 200 méter talalkozo

a gepard 14,4 masodperc alatt képes utolérni a gazellat attol a pillanat-

tol szamitva, amikor 200 méter tavolsagban vannak egymastol.
6.12. dbra Szemléltetés

2’. modszer: A elmozdulds (m)
Abrazoljuk a gepard és a gazella elmozdulds—idd grafikonjat! (6.13. abra) @ 440 f----—-—————- Tas4 ﬁ“l‘o)
A t=0 iddpillanatban legyen a gepard a koordinata-rendszer kezd6- |
pontjaban, ekkor a gazella az elmozdulastengely (0;200) koordinataja I i
pontjaban van. A gepard elmozdulasanak nagysagat az id6 fliggvényé- & !
ben — az ut=sebesség-idd alapjan —az s(t) . = %t, a gazella- & i
200 1 S |
ét pedig az S(t)gazella = %t +200 elséfoku, valos fliggvények irjak le. i
Mindkét fiiggvény grafikonja egyenes, kozos pontjuk a T (14,4;440). 80 1 i
Tehat a gepard 14,4 masodperc alatt képes utolérni a gazellat. 401 id6i(s)
- 9, 02ds Egy medencét harom csapon keresztiil tolthetiink 0: gepérd kiindulasi helye

i meg. Az elsd csapon at 6, a masodikon 10, a harmadikon 15 6ra alatt :
i telik meg a medence. Mennyi id6 alatt telik meg az tires medence, ha ; : 6.13. abra Grafikus megoldas
i mindharom csapot egyszerre megnyitjuk? ;

Megoldas:
1 . .
Az els6 csap egy oOra alatt az egész medence 5 részét tolti meg, ezért
t id6 alatt a medence 5 részét tolti meg. Ha a harom csap egyiitt van
. (i . . SUUR S A ¢
nyitva, és t id6 alatt t6ltik meg a medencét, akkor egyiitt —+-—+—

6 10 15
részét toltik meg a medencének. Mivel a medencét t id6 alatt megtoltik,

igy t + t + t_ a medence egész része, azaz 6.14. abra Egyszerre gyorsabb
6 10 15
t ot t
— + J— JE—
6 10 15
5t+3t+2t =30
t=3
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6.15. 4bra Hanyan rendeltek som-
161 galuskat?

6.16. abra Szemléltetés Venn-di-
agrammal

6.17. abra Ellen6rzés

296
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Ellenoérzés: 3 ora alatt az els6 csap a medence 5 =0,5 részét, a maso-

dik csap %: 0,3 részét, a harmadik csap %: 0,2 részét tolti meg,

tehat egylitt megtoltik a medencét.
Tehat 3 ora alatt telik meg az tires medence, ha mindharom csapot egy-
szerre megnyitjuk.

7,03l Egy 35 f6s osztly cukraszdaba ment. A siitizés :
i Végén kideriilt, hogy haromféle édességet ettek: gyiimdleskosarat, :
turdtortat, somloi galuskat, és mindenki rendelt valamilyet a harom
i koziil. Tarétortat 14-en, gyiimoleskosarat 15-en, somloi galuskat
\ 13-an kértek. Egy diak rendelt mindharombol. A turétortat rendelék :
| koziil 11-en nem kértek gyiimdleskosarat; a csak gyiimdlcskosarat
i rendelék eggyel tobben voltak, mint a csak somléi galuskat rende-
i 16k. Hany olyan tanul6 volt, aki csak somléi galuskat rendelt?
Megoldas:
Jeloljiik O-val az adott osztaly tanuldinak halmazat, T-vel a tarétortat,
S-sel a somloi galuskat, Gy-vel a gyiimoleskosarat evo és az adott osztaly-
ba jar6 didkok halmazat, x-szel azon nebuldk szamat, akik csak somloi
galuskat rendeltek! Szemléltessiik Venn-diagrammal a fenti halmazokat!
A feladat feltételeit most mar leirhatjuk a halmazmiiveletek segitségével:
I. Mindenki rendelt valamilyet a harom koziil: |O=[T USUGy|=35.

II. a) Turodtortat 14-en: |T| =14;
b) gytimoéleskosarat 15-en: |Gy| =15;
c¢) somlai galuskat 13-an kértek: |S| =13.
III. A tarétortat rendeldk koziil 11-en nem kértek
gytimolcskosarat: |T \Gy| =11.
IV. Egy didk rendelt mindharombdl: TNGyNs|=1.
V. A csak somldi galuskat rendel8k szama: S\ (TUGY)|=x.
VL. A csak gyiimdleskosarat rendel6k szama: |Gy (TUS)|=x+1.

A 6.16. halmazabra tartomanyaiba irjuk be az elemszamokat! A IV. sze-
rint az (1) tartomanyba 1-et kell irnunk, a (2) tartoméanyba a II. a) és a
III. miatt 2 kerdl, a (3) tartomanyba V. miatt X, a (4) tartomanyba VI.
miatt X+1. A beirt szamok és a II. b) miatt az (5) tartomanyba 11— X
-et, a (6) tartoményba II. ¢) miatt 13— (11— x+ x+1) =1-et, a (7) tarto-
manyba a II. a) miatt 14 —(1+2+1) =10 -et irunk.
I. miatt a (8) tartomany elemszama 0, és

35=10+1+1+2+(x+1)+(11-x)+X,

35=26+Xx,

9=x.

Az ellendrzést a 6.17. abra alapjan elvégezhetjiik. A kapott megoldas a
feladat minden feltételének eleget tesz.
Tehat kilenc olyan tanuld volt, aki csak somloi galuskat rendelt.
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1. Egy kétjegyii szam szamjegyeinek 0sszege 8. Ha a szamjegyeket felcseréljiik, akkor az eredeti szam
4-szeresénél 3-mal nagyobb szamot kapunk. Melyik ez a kétjegyli szam?

2. Egy keresked6 1000 darab polot vett 3000 eurdért. A polok egy részét 16%-os haszonnal, masik
részét 4%-os veszteséggel adta el, igy 330 eurd haszonra tett szert. Hany polot adott el nyereséggel,
¢és hanyat veszteséggel?

3. Hany liter 23%-os ¢és hany liter 35%-o0s toménységii sosavat keverjiink dssze ahhoz, hogy
a) 24 liter 29%-os toménységli sooldatot kapjunk?
b) 36 liter 25%-o0s toménységii sdoldatot kapjunk?

4. Egy apa vagyona négy fidra maradt. Fiai a kovetkez6képp osztottak fel egymas kozott a vagyont.
Az elséé legyen 3000 livres-rel kevesebb, mint a vagyon fele.
A masodiké 1000 livres-rel kevesebb, mint a vagyon harmada.
A harmadiké legyen épp a vagyon negyede.
A negyedik 600 livres-rel tobbet kapjon, mint a vagyon &tode.
Mekkora volt az egész vagyon, és mennyi jutott egy-egy fiunak? (Euler)

5. Harman jatszottak, az els6 jatszmaban az els6 jatékos annyit vesztett, hogy a masodik és a harma-
dik jatékos is megkétszerezte a pénzét. A kdvetkezOben a masodik vesztett ugy, hogy az elsé és a
harmadik duplazta meg a pénzét. Végil a harmadik jatszmaban az els6 és a masodik jatékos annyit
nyert a harmadiktdl, hogy mindkettd megkétszerezte a pénzét. Ekkor abbahagytak a jatékot, és ki-
deriilt, hogy mindegyikiiknek ugyanannyi pénze van, mégpedig 24 louis. Milyen 0sszeggel kezdtek
az egyes jatékosok a jatékhoz? (Euler)

6. Egy lakasfelujitasnal a burkoldsi munkakat két azonos teljesitményti burkold egyiitt 6 nap alatt
végezte volna el, 2 nap elteltével azonban az egyik munkas megbetegedett, igy a munkat a masik
burkolé egyediil fejezte be. Hany nap alatt késziilt el a burkolat?

7. Egy kettds vaganyu villamosvonal egyik sinparjan egy 14 m hosszusagu villamos 202, a masik
S
sinparon egy 28 m hosszusagu villamos 150 sebességgel halad. Mennyi id6 alatt haladnak el egy-
S

mas mellett, ha
a) ugyanabban az iranyban;
b) egymassal szemben kozlekednek?

yaSzovegesifeladatokdls

A geometriai feladatok egy részének megoldasaban szintén segitsé-
giinkre lehet a probléma egyenletre forditasa. Egyenletet a szovegben
szerepld adatok kozotti Osszefiiggések és a tanult tételek alapjan tudunk
felirni. A megoldast altalaban megkdnnyiti az is, hogyha abrat készi-
tiink az adataink feltliintetésével. Erre mutatunk most néhany példat!

B N
= 15 udlds Bgy haromszog két kisebb szdgének aranya 3:4.

A legnagyobb szoge a masik két szog 0sszegénél 12°-kal nagyobb
Mekkorak a haromszog szogei? :

7.1. &bra Hogy is van ez?
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Megoldés:

A szdvegben egy haromszog szogeirdl, két szogének aranyardl van szo.
Az els6 mondat szerint két sz0g aranya 3:4. De mit is jelent az, hogy
két szam aranya 3:4?

Ez azt jelenti, hogy az egyik szam egy adott egység 3-szorosa, a
masik szam pedig ennek az egységnek a 4-szerese, azaz a szamok fel-
irhatoak 3x,4x alakban. Probaljuk most atforditani a feladatot a mate-
matika nyelvére!

Legyen a haromszog két kisebb szoge o, B, a legnagyobb szdge 7!
(7.2. ébra)

7.2. abra Haromszog

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:

A ?éromszég két kisebb szogének w=3x. f=4x
aranya 3:4.

A legnagyobb szog a masik két szog

Osszegéneél 12°-kal nagyobb. yEat 127 =Tx+12

Milyen 0&sszefiiggést ismeriink az adatok, a szogek kozott? A ha-
romsz0g belsé szogeinek oOsszege 180°, ezért felirhatjuk a
3X+4x+7x+12°=180° egyenletet.
Az ¢ >0,8>0 és y >0 miatt az egyenlet alaphalmaza a R".
Az egyenlet megoldasa: 14x+12°=180°,

14x =168°,

x=12°

A haromszog szogei tehat a =3x =36°, f =4x=48°,
y =7X+12°=96°.

w "), p4lds  Egy trapéz harom belsé szogének aranya 3:7:9. :
: "Mekkorak a trapéz szogei? 5

7.3. dbra Trapézban

Megoldas:
A trapéz harom belsé szdgének aranya 3:7:9, ez alapjan a trapéz ha-
rom szogét 3X, 7X, 9x alakban adhatjuk meg.
Mivel a trapéz szogeinek mérdszama csak pozitiv lehet, ezért az
x>0 feltételnek teljesiilni kell.
D c A feladat szovegébdl azonban nem deriil ki, hogy a trapéz (7.4. ab-
’ ‘ ra) mely harom sz6gérdl van szo, ezért tobb esetet kell vizsgalnunk.
Mivel az adott szogek koziil kettének a trapéz ugyanazon szaran
kell nyugodni, ezért 3 esetet kiilonboztetiink meg. Minden esetben fel-
hasznaljuk majd, hogy a trapéz egy-egy szaran nyugvé szogeinek 6sz-

a B .
i 5 o szege egyenld (a+0 =B +7y), és atrapéz egy szaran fekvo szdgeinek
Osszege 180°. Mivel az egyik szaron fekvo szogek felcserélhetdk, ezért
7.4. bra Trapéz egy-egy eseten beliil két megoldast kaphatunk.
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7.5. &bra Trapézon

I. eset II. eset III. eset
A trapéz egyik
szaran nyugvo 3x, 7x 3x, 9x 9x, 7x
két szog
A trapéz szérin 3x+7x=180° 3x+9x=180° 9x+7x=180°
fekvo szogek 10x =180° 12x =180° 16x =180°
Osszege 180°. x=18° x =15° x=11,25°
18°; 54°; 45°; 75°; 33,75°; 78,75%
126°; 162° 105° 135°  101,25° 146,25°
Tehat a trapéz vagy G
oo i vagy
szogei rendre: 18°%; 126°: 45°; 105°; 33.75% 101,25
54°; 162° 75°; 135° 78,75°; 146,25°
W e L I Y T
o S, 02lds Egy haromszog oldalainak mérészama a,b,c po- :

| Zitiv egész szamok és a+b = 5¢. Hatérozzuk meg az ezzel a tulaj- :
i donsaggal rendelkez6 haromszogek koziil a legkisebb keriiletii ha- :
i romszog oldalait! '

Megoldas:
A haromszog keriilete K =a+b+c, a feladat feltétele alapjan
K =5c+c=6c.

A kertiilet nagysaga csak c-t6l fligg, ezért a lehetd legkisebb, olyan
¢ pozitiv egészet kell megtaldlnunk, amely eleget tesz a feladat feltét-
eleinek!

Ha c=1, akkor a+b=>5c miatt az a+b=5. Az 5 kétfélekép-
pen bonthato fel két pozitiv egész osszegére: 1+4; 2+3. Igy a keresett
haromszog oldalai 1, 1, 4, illetve 1, 2, 3 lenne. Mivel a haromszog-
egyenl6tlenség miatt a haromszog barmely két oldala kiilonbségének
kisebbnek kell lennie a harmadik oldalanal, egyik esetben sem létezik a

haromszog (4-1¢13—-2«1). Tehat ¢ =1 esetén nincs megoldas.
Ha c =2, akkor a+b=>5Cc miatt az a+b =10, és a haromszog-

egyenl6tlenség miatt |a - b| < 2. Mivel a, b pozitiv egész szamok, ezért

csak az a=Db =5 lehetséges, és ez valoban megoldas is, mert minden

feltételnek eleget tesz.
Tehat a keresett haromszog oldalai a=b =5, c=2.

Megjegyzés: A c=2 eset c=1 esethez hasonldoan is megold-
haté. A 10 otféleképpen bonthatd fel két pozitiv egész Osszegére:
14+9,2+8,34+7,4+6,5+5. Aharomszog-egyenldtlenség egy esetben
teljesiil csak, amikor a haromszog oldalai a=b =5, ¢ = 2.
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7.6. dbra A Megyeri hid harom-
szoget formazo tartopillérei
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) s oalds Egy 26 cm atmérdji korbe irt téglalap oldalalnak
aranya 5:12. Mekkorak a téglalap oldalai?
Megoldas:
Mielé6tt abrat készitenénk, érdemes elgondolkodni azon, hogy hogyan
helyezkedik el egymashoz képest a kor és a téglalap, hol van a kor ko-
zéppontja, melyik ponthalmazzal érdemes kezdeni a rajzolast.

Mivel a korbe irunk téglalapot, ezért a kort célszerli elészor meg-
rajzolni. A Thalész-tétel megforditasa miatt a téglalap atloja a kor egyik

C 123 B atmérdje (7.7. abra). A téglalap oldalainak aranya alapjan a téglalap két
j o el szomszédos oldala 5x,12X, ahol x> 0.
5x (\/'LQ’ : Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az ABCa -re:
(5x)" +(12x)" = 267,
A 169x* = 676,
x* =4,

X =2 az X >0 miatt.

7.7. dbra Alkalmazzuk Thalész : Tehat a téglalap oldalai 10 cm és 24 cm.
¢és Piithagorasz tételeit!

%, 3,04l Az ABCD téglalap AB oldala 16 cm, BC oldala :
2 cm. Az AB oldal mely P pontja van az A és C pontoktol egyenld |
tavolsagra mekkora ez a tdvolsag? ’

Megoldas:
Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével!
A 7.8. bran jol lathato, hogy az APCD négyszog egy derékszogii
trapéz, a PBC pontok pedig egy derékszdgii haromszoget jeldlnek ki.
A feladat megoldasa eldtt érdemes végiggondolni, hogy milyen ta-
D 16 ¢m ¢ - nult dsszefliggéseket kell alkalmaznunk ahhoz, hogy valaszolni tudjunk
j K a példaban feltett kérdésre.

Jelolje X (cm) az A és P pont tavolsagat, ekkor a feladat feltétele
szerint a C és P pont tavolsaga is X cm, valamint B és P pont tavolsaga
X e 16—x cm, ahol 0< x<16.

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az PBCa -re:

B a (16-x)" +12% = %2,

12.cm

’ e 16 xom ° 256 —32x+X* +144 = X2,
x> —32x+400 = x°,
7.8. &bra 5. példa 32x = 400,
x=12,5.

Tehat az AB oldal azon P pontja van az A és C pontoktol egyenld tavol-
sagra, amely az A ponttol 12,5 cm, a B ponttdl 3,5 cm tavolsagban van.
A keresett tavolsag 12,5 cm.
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1. Egy haromszdg belsd szogeinek aranya
a) 3:4:5;, b)2:7:1% c)5:7:9.
Mekkorak a haromszog szogei?

2. Egy egyenl6 szaru haromszog alapon fekvo szdgeinek szogfelezd egyenesei 3-szor akkora szoget
zarnak be, mint a szarak altal bezart szog. Mekkorak a haromszog szogei?

3. Egy trapéz harom bels6 szogének aranya 2:3:5. Mekkorak a trapéz szogei?

4. Egy deltoid harom bels6 szogének aranya 1:5:13. Mekkorak a deltoid szogei?

5. Egy 51 cm sugaru korbe irt derékszogii haromszog befogdinak aranya 8:15.
a) Mekkorak a haromszog oldalai és a beirt korének sugara?
b) A hosszabbik befogd mely P pontja van az atfogd végpontjaitdl egyenld tavolsagra, mekkora ez

a tavolsag?

6. Az ABCD téglalap AB oldala 8 m, BC oldala 6 m. Az AB oldalnak mely P pontjara teljesiil,

hogy az A és C pontoktdl vett tavolsagainak 6sszege 12 m?

7. Egy haromszog oldalainak mérdszama a, b, ¢ egész szamok, és a+b =6¢. Hatarozzuk meg ezen
haromszogek kozil a legkisebb keriiletli haromszog oldalait!

)
)

.

2l38i0ll 3y yanlatrandszaral

‘i‘f—( 1, 04lda A Parizs-Lyon kozott kozlekedds TGV (Train &
i "Grande Vitesse = nagy sebességii vonat) vonat menetideje 2 6ra, :
i a Parizs—Tours szakaszon kozlekedd TGV menetideje pedig 1 ora. :
i A Parizs—Tours kozotti tavolsag a Parizs—Lyon kozotti tavolsagnal
: 280 km-rel kevesebb. A Parizs—Lyon szakaszon kozlekedd TGV se-

: k ) . . o
i bessége 24Tm -val t6bb, mint a Parizs—Tours szakaszon kozlekedd 5

TGV sebessége. Mekkora a tavolsag Parizs és Lyon kozott vasut-
¢ vonalon? Mekkora a menetrend szerinti sebessége a Parizs és Lyon ;
| kozott kozlekeds TGV-nek?

Megoldas:

Jeloljiik x-szel a Parizs—Lyon kozott kozlekedé TGV menetrend szerinti

sebességét o -ban mérve, y-nal a Parizs és Lyon kozotti tavolsagot vas-

8.1. 4bra Szaguldd vonatok

utvonalon km-ben mérve, ahol x > 24,y > 0! A feladat sz6vege szerint:

km ,
Sebesség T 1d6 (h) Ut (km)
Périzs—Lyon X 2 y
Parizs—Tours x—24 1 y—280
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Az ut =sebesség-id6 Osszefliggés alapjan két Osszetartozd egyenletet
irhatunk fel. A két egyenlet dsszetartozasat tobbféleképpen is jeldlhet-
jiik pl. kapoccsal vagy aldhuzassal.

Y= )
y—280=x-24

Az egyenleteket atrendezziik.
y =2X
_ (2)
y = X+ 256
fgy a kovetkezd alakot kapjuk.
2x-y=0
R (3)
X—y =-256
A két egyenlet egylitt egy elséfoki (vagy linedris) kétismeretlenes

egyenletrendszert alkot, amelynek altalanos alakja:
8.2. 4bra Messze még a cél? ax+hy=c

}, ahol a,b,c,d,e, f egyiitthatok valos szamokat jeldlnek.
dx+ey=f

Nyilvanvald, hogy nem lehet egyszerre @ =0 és b =0, és nem lehet
egyszerre d =0 és e =0 sem.

Az egyenletekhez hasonldan az egyenletrendszereknek is van alap-
halmaza, értelmezési tartomanya. Az egyenletrendszerek alaphalma-
za, értelmezési tartomanya a valds szamokbol képzett, rendezett
szdmpéarok halmazanak valamely részhalmaza.

Az egyenletrendszer megoldésakor azt az (x;y) szampart ke-
ressuk, amely igazz4 teszi mindkét egyenletet, és eleme az egyenlet-
rendszer értelmezési tartomanyanak. Kiilon-kiilon mindkét egyen-
letnek végtelen sok megoldasa van. (De nem barmely két szambol allo

szampar!)

40 Ha példaul az els6 egyenletet dGnmagaban tekintjik, akkor kony-
i T nyen talalunk olyan szamparokat, amelyek megoldasai az egyenletnek.
4801 i Ilyenek példaul:

I &// x=0,y=0; x=160,y=320; x =256,y =512 stb.

T Y ! Ezeket a megoldasokat a kovetkezd formaban is megadhatjuk: (0;0);
G EEEa (160;320); (256;512) ...
T i S6t felirhatjuk altalanosan is: (x;2x) ahol xe R.
160: i &

[ i | Vegyiik észre, hogy az y = 2x egyenletaz X > 2x elséfoku,

Eal i ! valos fiiggvény képének, egy egyenesnek az egyenlete!

AE AR EE RN Hasonloan a masodik egyenlet az X > X+ 256 elséfoki, valds

fliggvény képének az egyenlete.

8.3. &bra Grafikus megoldas ) ) 3 i i
A fentick miatt ezeket a szamparokat egy-egy egyenessel szemléltet-

hetjik a koordinata-rendszerben (8.3. abra).

Az egyenletrendszer megoldasat a két egyenes kdzos pontjanak
koordinatai adjak. Ez a linearis egyenletrendszerek grafikus uiton
torténo megoldasanak lényege.
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A két egyenesnek egy kozos pontja van, az M (256;512). Behe-
lyettesitéssel ellendrizziik, hogy az x =256, y =512 szampar valoban
megoldasa-e mindkét egyenletnek:

512 =2-256,
512-280 = 256 —24.
tételei is teljesiilnek.

} Mindkét egyenlet fennall, és a feladat fel-

Tehat Parizs és Lyon koz6tt a tavolsag vasutvonalon 512 km, és a TGV

menetrend szerinti sebessége ezen a szakaszon ZSGT'

8.4. dbra Hamarosan megérke-

\""9 ,»A vonat istenteleniil porzott, az egyetlen aramszedd Oriasi  : gjnk
szikrakat hanyt, de a résztvevok stabilan alltak a szerelvény-
ben. A felspécizett TGV-szerelvény 2007. aprilis 3-an délutan ne-

k
gyed kett6 eldtt két perccel 574,8 Tm sebességgel megdontdtte a

sinen guruld vonatok csaknem 17 éves rekordjat.” (Index)

! :
A STEL HA 2c.5y=15
—x—y=-1 —2y=-4 2x+5y =15 E =
93’ D 6y—12} 2 y—s} 5 ¢
2x—3y=6 X0y = x=
Megoldas:
a) Oldjuk meg az egyenletrendszert grafikus modszerrel!
Mindkét egyenletbdl kifejezziik az y -t:
2
2 2 y=—Xx+1
—X-y=-1 —y=——x-1
3 y = y 3 , ahonnan
2x—-3y =6 -3y =-2x+6 y=—x-2
3 8.5. &bra Hogy is van ez?

egyenletrendszer adodik.

Felirjuk azokat az els6foku fiiggvényeket, amelyek grafikonjainak az
egyenletébdl all az egyenletrendszer:

R >R, x»—>§x+],

R —> R, xn—>y=§x—2.

Egy koordinata-rendszerben abrazoljuk a fliggvényeket. (8.6. abra)
A kapott egyenesek parhuzamosak, nincs kéz0s pontjuk, tehat a felirt
egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ugyanehhez az eredményhez jutunk akkor is, ha az els6 egyenletet
3-mal megszorozzuk, és az igy kapott 2Xx—3y =—3 egyenletet Ossze- - 8.6. dbra 2. a) példa
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g

vetjiik a masodik egyenlettel (2x—3y =6). Akétegyenletellentmond

egymasnak, tehat az egyenletrendszernek nincs megoldésa.
X=2y = —4} - )
b) Az egyenletrendszerben a masodik egyenlet az elsd

—-3x+6y=12
egyenlet —3-szorosa. Ez azt jelenti, hogy az egyik egyenletbdl eldallit-
vt y=ax+2 hat6 a masik egyenlet egy nullatdl kiilonb6zd valdés szammal torténd
szorzassal, azaz a két egyenlet ekvivalens.
Ilyenkor az egyenletrendszer egyik egyenlete nem ad jabb infor-
/ Kx+2) maciot. Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldésa van, és ezek
T egybeesnek az egyik egyenlet megoldasaival.

>y

Az els6 egyenletbdl az y = % X+ 2 egyenletet kapjuk. Ahonnan az

elsé (és a masodik) egyenletnek eleget tevé (X;y) szamparok, azaz az

egyenletrendszer megoldasai: (x; %x+2), ahol X barmilyen valos

8.7. dbra 2. b) péld:
) példa szam lehet.

Az egyenletrendszer grafikus megoldasanal az egyenletek altal
meghatarozott egyenesek egybeesnek. (8.7. abra)

¢) Megoldas:

1. modszer:

Oldjuk meg az egyenletrendszert grafikus modszerrel!
1 x=5 A 2x+5y =15

(=5 } egyenletrendszer elsé egyenletét y = —§X+3 alak-
2 =

ban irhatjuk fel, ezaz x — —g X+ 3 valds fiiggvény grafikonjanak, egy

MG 1) T~ egyenesnek az egyenlete.
ol 1 2 > Az egyenletrendszer masodik egyenletének az X =5-bol és bar-
mely Yy valos szambol allé szampar a megoldasa. Ezek a szamparok egy
y tengellyel parhuzamos egyenest hataroznak meg. (8.8. abra)

A két egyenesnek egy kozos pontja van, az M (5;1).

Ellenérzés: 2-5+5-1=15. Tehat az egyenletrendszer megoldasa
8.8. dbra 2. ¢) példa az x=>5, y=1 sz&dmpér, amelyet (5;1) alakban is megadhatunk.

2. modszer:
Vegyliik észre, hogy az egyenletrendszer masodik egyenlete megadja
az X lehetséges értékét, vagyis X =5. Ezt az értéket az elsd egyenlet-
be helyettesitve olyan egyenlethez jutunk, amely csak egy ismeretlent
tartalmaz:
2-5+5y =15,
Sy =5,
y=1

Az egyenletrendszer megoldasa: az X =5, y =1 (vagy (5;1)) szampar.
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A megoldast kereshetjiik nemcsak grafikus modszerrel, hanem algebrai
uton is.

__ ., udlda A birkaiskola egyik vegyes osztilydba tyukok és :
: Dirkak jarnak, ezeknek az allatoknak dsszesen 30 feje és 80 laba van. :
i Hany tyuk és hany birka jar ebbe az osztalyba? :
Megoldas:
1. modszer:
Képzeljiik el, hogy testnevelés oran a tyukok féllabon, a birkék a mellsé
labaikon allnak! Ekkor az allatok a labaik felét hasznaljak, azaz 40-et.
Ebben a 40-es szamban a tytkokat fejenként egyszer, a birkakat fejen-
ként kétszer vettiik szamitasba. Igy ha a 40-bél kivonjuk a fejek szamat,
a 30-at, akkor a birkak fejeinek szama marad meg. Tehat a birkak szama
10. A tyukok szama pedig 30 — 10 = 20.

A fenti megoldashoz egy jo Gtletre volt sziikségiink. A jo 6tletek

azonban ritkak. Mit tegyiink, ha nem jut esziinkbe? Forditsuk le a prob-
1émat a matematika nyelvére!

2. modszer:
Jeloljiik a kérdéses osztalyba jard tytkok szamat X-szel, a birkak
szamat y-nal, xe Z*, ye Z"! Ekkor a feladat szovege alapjan az
x+y=30 - x+y=30
2x+4y =280 X+2y =40
A 2. ¢) példa megoldasanak 2. modszerében a masodik egyenletbdl ki-
fejezett x-et az elsd egyenletbe helyettesitettiik, igy egy egyismeretlenes
egyenlethez jutottunk.

Kovessiik ezt az eljarast a most felirt egyenletrendszer megoldasanal is.
Tehat fejezziik ki az X-et valamelyik egyenletb6l, mondjuk az elsébdl.

x+y:30}@x:30—y

} egyenletrendszert irhatjuk fel.

X+2y =40
Helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:
30-y+2y =40,
y =10.

Akapotty értéket az X = 30—y egyenletbe irva: X =30—-10 = 20 adodik.
Ellenérzés: fejek szama 10+ 20 = 30, labak szama 2-20+4-10 = 80.
Tehat ebbe az osztalyba 20 tyuk és 10 birka jar.

Ez a megoldasmenet szamtalan mas problémara is jo, nem kell
hozza csudajo 6tlet, csak egy kis algebrai tudas.

Az egyenletrendszer megoldasakor kovetett modszert behelyettesitd
modszernek (Gauss-modszernek) nevezziik. A mddszer lényege a ko-
vetkez6:
az egyenletrendszer valamelyik egyenletébdl kifejezziik az egyik
ismeretlent;
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8.10. abra Ritka, mint a fehér
hollo
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8.11. &bra Tartsuk fejben Gauss
modszerét!

4
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() vr + ¢y =
/y=nm
{Z)VX‘FQ}/:.

(1) - (2), gy x kiesett,

8.12. &bra Egy j6 modszer egyen-
letrendszer megoldésara

8.13. 4bra Ha mar csak egy isme-
retlen maradt, a jol bevalt mérleg-
elvet kovetjiik
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a kapott kifejezést behelyettesitjik a masik egyenletbe;
megoldjuk az igy kapott egyismeretlenes egyenletet;
a kapott érték segitségével kiszamoljuk a masik ismeretlen értékeét.

\%‘?. 2 04l Oldjuk meg a

6
} egyenletrendszert, ahol xe R,ye R!

Megoldas:
A felirt egyenletrendszert megoldhatjuk grafikus uton, illetve a behe-
lyettesité modszer segitségével is. A megoldashoz gyorsabban is eljut-
hatunk azonban, ha észrevessziik, hogy az egyenletekben az x egyutt-
hatdi egyenlék; ha a két egyenletet kivonjuk egymasbol, akkor az
x-es tagok kiilonbsége nulla, vagyis egy egyismeretlenes egyenlet-
hez jutunk.
Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsé egyenletet a kdvetkez6kép-
pen:

2.egyenlet bal oldala —1. egyenlet bal oldala =

= 2. egyenlet jobb oldala —1. egyenlet jobb oldala.
Ekkor:
(4x+7y)—(4x—-5y)=—-8-186,
4X+T7y—-4X+5y =-24,
y=-2.
A masik ismeretlent megkaphatjuk, ha az y=-2 értéket az eredeti

egyenletrendszer valamelyik egyenletébe helyettesitjiik. Az els6 egyen-
letbe irva:
4x-5(-2)=16,
4x =6,
3

X=—.
2

3
Az egyenletrendszer megoldasa tehat a E;—Z Szampar.

Ha az egyenletekben az x egyltthatdi egymas ellentettjei lennének
(azaz egyik egyenletben 4, a masik egyenletben pedig —4), akkor a két
egyenlet 0sszeaddsakor az x-es tagok 6sszege nulla, és ekkor egy
egyismeretlenes egyenletet kapnank.

\%@f‘,’ 9, 04ldz Oldjuk meg a

P 17x—4y =9
—S5x+6y=7

} egyenletrendszert, ahol xe R,ye R!
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Megoldas:

Az el6z0 feladat alapjan, jo lenne ha a felirt egyenletrendszer egyenlete-
iben az egyik ismeretlen egyiitthatoi egyenlok vagy egymas ellentettjei
lennének. Ahhoz, hogy ezt elérjiik, szorozzuk meg az elsé egyenletet
3-mal, a masodik egyenletet pedig 2-vel, igy az alabbi egyenletrend-
szerhez jutunk.

51x-12y =27
-10x+12y =14

A két egyenletet 6sszeadva:
(51x—12y)+(-10x+12y) =27 +14,

41x =41,
x=1.
Az x=1-et az els6 egyenletbe helyettesitve:
17-4y =9,
—4y=-3,
y=2.

Az egyenletrendszer megoldasa tehat az (1,2) szampar.
Ezt a modszert az egyenl6 egyiitthatok modszerének nevezziik.

8.14. dbra Valahogy igy

A mddszer lényege:
megszorozzuk az egyenleteket egy-egy olyan nullatol kulénbo-
z0 valos szammal, hogy valamelyik ismeretlen egyiitthatoi vagy
egyenléek, vagy egymas ellentettjei legyenek;
egyenld egyiitthatok esetén a két egyenlet kivonasaval, ellentett
egyUtthatok esetén a két egyenlet dsszeadasaval ezt az ismeret-
lent kikuszoboljuk;
megoldjuk az igy kapott egyismeretlenes egyenletet;
a kapott érték segitségével kiszamoljuk a masik ismeretlen értékét.

1. Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket (xe R,ye R)!

a) X-3y=-7 b) 2x-y =1 c) 2x+5y=-7
3x+2y=6 X=-2 —4x+3y=1
2. Oldjuk meg algebrai Gton az alabbi egyenletrendszereket (xe R,ye R)!
a) X+2y=6 b) 5x—-y=10 c) 3x+4y=-5
X=2y=4 2x+3y=4 7x—-6y=19
d) —2x+1y=1 o 2X_5y+2:10 f x+2=y+1_y—x
2 2 6 8 6 5
dx-y=-1 11y+3 4(x=3) _, yoox=X=3_y=3
5 3 3 4
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3. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy a 2xx++a))l/_:i
a)az (16) szampar a megoldasa legyen;
b) a (0;8) szampar ne legyen a megoldésa;
c) végtelen sok megoldasa legyen;
d) ne legyen megoldasa;
e) egy megoldasa legyen!
2x+y=-3

4. Hatarozzuk meg az a, b paraméterek értékét ugy, hogy a
ax—2y =6b

a) végtelen sok megoldasa legyen;

b) ne legyen megoldasa;

¢) egy megoldasa legyen;

d)a (0;-3) szampar ne legyen a megoldasa!

9, Bgyanlairandszareal magoldnaid faladatol

végzett a munkaval?

Megoldas:

9.1. dbra frogép

} egyenletrendszernek:

} egyenletrendszernek

\%. 1, 04l Egy titkirndnek egy szoveget kell legépelnie. Ha |
oranként 10 oldallal tobbet gépelt volna, akkor 2 6raval hamarabb

i végzett volna a gépeléssel. Ha viszont ranként 6 oldallal kevesebbet :

\ gépelt volna, akkor 2 draval tovéabb tartott volna a gépelés.
Hany oldalt kellett gépelnie a titkarnének, és mennyi id6 alatt

Jeloljiik x-szel a titkarnd altal egy oOra alatt legépelt oldalak szamat,
y-nal a szoveg legépelésére forditott idot, oraban mérve! Nyilvanvaléan
x>0, y>0. Foglaljuk tablazatba az adatokat!

Az egy ora alatt A gépelésre fordi- A legépelt oldalak
legépelt oldalak tott id6 (h) szdma
szama
Eredetileg a titkarnd oranként x X X
oldalt gépelt, y ideig. y y
Ha éranként 10 oldallal tobbet gépelt
volna, akkor 2 6raval hamarabb vég- x+10 y—2 (x+10)(y-2)
zett volna a gépeléssel.
Ha oranként 6 oldallal kevesebbet
gépelt volna, akkor 2 éraval tovabb x—6 y+2 (x—6){y+2)

tartott volna a gépelés

MATEMATIKA_9 TANKONYV.indb 308
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A legépelt oldalak szama minden esetben ugyanakkora, ezért a kdvet-
kez6 egyenletrendszert irhatjuk fel.

(x+10)(y—-2)=xy
(x—6)(y+2)=xy
A kijeldlt miiveletek elvégzése utan rendezziik az egyenleteket.
-2x+10y =20

2x—6y =12

Mindkét egyenlet mindkét oldalat elosztjuk 2-vel.
-X+5y =10
x—-3y=6

Az egyenleteket Osszeadva Yy = 8-at kapunk, s ebbdl x =30 adodik.

9.2. 4bra Fontos a gyorsasag és a

Ellenorzés: pontossag

A titkarndnek 8 ora alatt 8-30=240 oldalt kellett legépelnie. Ha
30+10=40 oldalt gépel 6ranként, akkor a munka % =6=8-2

ora hosszat tart. Ha 30—6 =24 oldalt gépel éranként, akkor a munka

% =10=8+2 orat vesz igénybe.

Tehat a titkarnd 8 ora alatt végzett a munkaval, és 8-30 =240 oldalt
kellett legépelnie.

\Qg.{( 7, 03ldzs Kata 20 év mulva kétszer annyi idGs lesz, mint
i Béla most. Béla 2 évvel ezelbtt 4 évvel volt iddsebb, mint Kata most. :
i Hany évesek most? '
Megoldas:
Ebben a feladatban két ember életkora kapcsolodik 6ssze harom id6-
pontban: most, 20 év mulva és 2 évvel ezel6tt. Jeldljik x-szel Kata,
y-nal Béla jelenlegi ¢letkorat! Ekkor x =0, y=>0.

Kata életkora (év) Béla életkora (év)
2 évvel ezel6tt x—2 y—2
most X y
20 év mulva x+20 y+20

Most ujra, mondatonként elolvasva a szoveget, irjuk at a problémat a
matematika nyelvére, a tablazatba foglaltak segitségével:

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén: 9.3. 4bra Hiny éves vagy?
Kata 20 év mulva kétszer annyi
o . . x+20=2y
1d6s lesz, mint Béla most.
Béla 2 évvel ezel6tt 4 évvel volt
y—2=x+4

id6sebb, mint Kata most.

309

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 309 2012.06.25. 14:57:57



gyEnietExRegyEn sHENSEGEK;

9.4. &bra ,Ilyen volt”

9.5. dbra , Ilyen lett”
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fgy a megoldandé egyenletrendszer:

x+20=2y,
X+4=y-2.

Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat, akkor a 16=y+2
egyenletet kapjuk, amelybdl y = 14-et kapunk, s innen az X = 8 adodik.
A kapott értékek eleget tesznek a feladat feltételeinek, tehat most Kata

SHpElda)

8, Béla pedig 14 éves.

18 m-es tavolsagon egy jarmii elsé kereke 4-gyel :
tobb fordulatot tesz meg, mint a hatso. Ha az elsé kerék keriiletét :
| 2,5-szeresére, a hatso kerék keriiletét pedig 2-szeresére noveljiik, ak-
i kor ugyanezen a tavolsagon az els6 kerék1-gyel tobb fordulatot tesz !
| meg, mint a hatso. Mekkora az elsd, és a hatsé kerék keriilete?

Megoldas:

Jeloljiik X -szel az els6, y-nal a hatso kerék keriiletét méterben mérve!
Ekkor x>0, y >0. A feladat megoldasaban felhasznaljuk a kovetkezd

Osszefliggést:

a fordulatok szdma =

a forgo kerék altal megtett ut |

a kerék keriilete

A szdveg szerint a forgd kerekek altal megtett it minden emlitett eset-

ben 18 m, ezért a fordulatok szama =

Eredetileg

A kerekek
keriiletének
véltoztatasa

utan

Az elsb
kerék

A hatso
kerék

Az elso
kerék

A hatso
kerék

Szavakkal kifejezve:
Az els6 kerék 4-gyel tobb fordulatot 18 18 -4

18 (m)
a kerék keriilete (m)
A kerék A fordulatok
kertilete (m) szama
18
X 2
X
18
Y y
18
2, 5x 2 5x
18
2y 2y

Az algebra nyelvén:

tesz meg, mint a hatso. X oy

Ha az els6 kerék keriiletét 2,5-sze-

resére, a hats6 kerék keriiletét pedig 18 18
2-szeresére noveljiik, akkor az elsd 2,5x 2y

kerék 1-gyel tobb fordulatot tesz meg,

mint a hatso.
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A megoldandé egyenletrendszer:

18_5_4 :
X Yy :
1 :

18 18 _ @) :
2,5x 2y

1 1 - , .
Ha az =, és az — helyett Uj ismeretlent vezetiink be, akkor egy li-
X y

nearis egyenletrendszert kapunk. Legyen 1 =a és 1 =bh, ekkor az 4j
egyenletrendszer: g Y

18a—18b=4 :
21—85a—9b=1 ,ahol a>0, b>0. :

8

Az els6 egyenlet midkét oldalat osszuk el 2-vel:
7,2a-9% =1.

Az els6 egyenletbdl vonjuk ki a masodikat: 1,8a =1,

1 5
a=—==.
L8 9
Ezt az értéket az els6 egyenletbe helyettesitve 9- g —9b =2 egyenletet

9a—-9 = 2,}

9.6. dbra Uj ismeretlenek

kapjuk, amelybél b =% adodik. Az 1 a és 1 b helyettesitések
X y

. 1 9
miatt: X=—=—
a

hatsé kerék kerlilete 3 m.

és y= % =3. Tehat az els6 kerék keriilete %m, a

Megjegyzések:

W Az (1) szamu egyenletrendszert megoldhattuk volna ugy is, hogy
kikliszoboljik az egyik ismeretlent, ez az eljaras azonban sok hiba
lehetéséget rejt.

% Ha az (1) szamu egyenletrendszer masodik egyenletének mindkét
oldalat megszorozzuk kettével, és kivonjuk a két egyenletet egymas-
bol, akkor egy egyismeretlenes egyenletet kapunk.

W Célszerl lehet 11j ismeretleneket bevezetni akkor, ha az egyenletek-
ben hasonlo kifejezések vannak, és az 0j ismeretlen bevezetése le- :
egyszerisiti, attekinthetobbé teszi a megoldast. 9.7 4bra Régi ,,ismerdsok”

9.8. &bra Harom fontos megjegyzés : 0000,
L] [ ]
o [ ]

S 311 N
[ ] [
[ ] |
[ ] [

[ ] «——

.. ..
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= Si Huang nagy
konyvégetésének
esett aldozatul Kina els6
matematikakonyve, a Csin
csang szuan su (Matema-
tika kilenc fejezetben),
amelynek keletkezése
Kr.e. 250 koriili évekre
tehetd. A III. szdzadi Liu
Huj egészitette ki a Hai-
Tao szuan csing (A tengeri
sziget) ciml fejezettel. Ezt
az igy kibéviilt és ,,Szuan
csing”-nek (Tiz Klasszi-
kusnak) nevezett munkat a
Tang-dinasztia (618-907)
alatt az allami hivatalnokok
vizsgaanyagaul hasznaltak.
A nyolcadik konyvben,
ahol tobbismeretlenes line-
aris egyenletrendszerekkel
talalkozhatunk, a megol-
dasi moéd meglepd, mert
lényegében a ,,fang-cseng”
szabaly az egyiitthatok se-
gitségével hatarozza meg
a megoldast. A ,,fang” sz6
négyzetet jelent, a cseng-
fu jelentése pedig pozitiv-
negativ. Ez a rész bevezeti
az eldjeles szamokat, €s is-
merteti 0sszeadasuknak és
kivonasuknak ,.cseng-fu”
szabalyat. Europaban csak
a XVII. szazadban, Leib-
niznél talalhatunk ehhez az
eljarashoz hasonlot.
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_ -4
+2y 3x—
x6 y g y egyenletrendszert, ahol xe R, ye R!
+ =2
x+2y 3x—y
Megoldas:
1. moédszer:

Az egyenletrendszer alaphalmaza a valos szamokbdl képezett, rendezett
szamparok halmaza, értelmezési tartomanya azon (X;y) szamparok
halmaza, amelyekre x+2y #0 és 3x—y #0 feltételek teljestilnek.

A felirt egyenletrendszerbdl akar az X, akar az y kikiiszobdlése
elég bonyolult lenne, ezért ennek az egyenletrendszernek a megolda-

=a és

sanal célszerti 0j ismeretleneket bevezetni. Legyen
1

3X—y

letrendszer:

=h, ekkor ae R\{0}, be R\{0}, és a megoldando 0j egyen-

2a-3b=4 /-3
6a+5b:—2}
6a—-9 =12
6a+5b=—2}
Az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat:
—14b =14,
b=-1.
Ezt az értéket az elsé egyenletbe helyettesitve a 2a+3 =4 egyenletet

=a ¢és

kapjuk, amelybdl a :% adodik. Az =b helyet-

X+2y 3X-y
tesitések miatt a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk.
1 1
X+2y "2
1 —
3X-y
Vegyiik az egyenletek oldalainak reciprokait.

X+2y=2
X-y=-1] /.2
X+2y=2
6Xx—-2y=-2

-1
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A két egyenletet 0sszeadvaa 7x =0 egyenletet kapjuk, ahonnan x = 0.
Ezt az értéket az X+ 2y =2 egyenletbe helyettesitve, a 2y =2 egyen-
letet kapjuk, innen pedig az y =1 adodik. Ellendrizziik le a kapott érté-
keket, helyettesitsiink be az eredeti egyenletrendszerbe.

2 3 _,

0+2 0-1 1+3=4
6 5 3-5=-2

— =22

0+2 0-1

Tehat az egyenletrendszer megoldasa a (0;1) rendezett szampar.

2. modszer:
Ha a hasonld kifejezéseket mar egy-egy (11j) ismeretlenként képesek
vagyunk latni, és kezelni, akkor nem sziikséges 0j ismeretleneket be-

vezetniink. Eszrevehetjiik, hogy mindkét egyenletben az -hoz

és az 3 -hoz hasonl6 kifejezések vannak. Az elsé egyenletben az
X=y
5 egylitthatdja 2, a masodik egyenletben pedig 6. Az elsé egyen-
X+2Yy
letet 3-mal megszorozva a kdvetkez6 egyenletrendszerhez jutunk:
6 S 9 ! 12
X+2y  3x-y
! +5 ! =-2
X+2y  3x-y

Az els6 egyenletbol kivonva a masodikat a —14% =14 egyenletet
-y

kapjuk, innen (1) 3x—y =-1 adodik.
Most vegyiik az elsd egyenlet 5-szorosének és a masodik egyenlet
3-szorosanak §sszegét:

5 2 __3 +3 6 + > =5-4+3-(-2),
X+2y 3x-y X+2y 3x-y

28
X+2y =14
(2) x+2y=2.
Az (1),(2) egyenletekbdl all6 j egyenletrendszer:
x-y=-1,
X+2y=2. }

Innen az 1. modszer alapjan az eredeti egyenletrendszer megoldasa a

(0;1) szampar.
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,,Fang-cseng”
szabaly.

2a—-3b=4

a+Sbh=-2|

A fenti egyenletrendszer
egyiitthatoit oszlopokba
rendezziik. A masodik
egyenlet egyiitthatoit az
els6 oszlopba, az elsd
egyenlet egyiitthatoit a
masodik oszlopba irjuk:

6 2
5 -3
2 4

Az 1. oszlopbdl kivonjuk
a 2. oszlop 3-szorosat:

6-6 2
5—(-9) -3
2-12 4,
0 2

14 -3

~14 4

A 14, 2 atlo felett O van.
frjuk fel most ennek
a tablanak megfeleld
egyenletrendszert!

14b=-14
2a—-3b=4
Innen b=-1,
da= 1 adodik.

2

(Sain Marton:

Nincs kiralyi at!
cimii munkdja)

313

2012.06.25. 14:58:22



314

x+2y =7
2y—3s=1
X -3¢=0].

A, fang-cseng” sza-
baly szerint a harmadik
egyenlet egyiitthatoit az
elsd oszlopba, a maso-
dik egyenlet egytitthatoit
a masodik oszlopba, az
elsd egyenlet egyiittha-
toit a harmadik oszlopba

irjuk:
1 0 1
0 2 2
-3 -3 0
0 1 7

Az 1. oszlopboél kivon-
juk a 3. oszlopot:

0 0 1
-2 2 2
-3 -3 0
-7 1 7

Az 1. oszlophoz hozza-
adjuk a 2. oszlopot:

0 0 1
0 2 2
-6 -3 0
-6 1 7

A6, 2, 1 atlo felett min-
deniitt 0 van. frjuk fel
most ennek a tablanak
megfeleld egyenletrend-
szert!
—62=-6
2y—3s=1
x+2y =7 |.

Innen az egyenletrend-
szer megoldasa a (3;2;1)
rendezett szamharmas.
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N
N9 0400 Oldjuk meg az

(x+2y —7)2008 +|2y—3.-1+~x—-3.=0 egyenletet a rendezett
valos szamharmasok halmazan! :
Megoldas:

A bal oldalon harom nemnegativ szam dsszege all, a jobb oldalon pedig
0. Mivel nemnegativ szamok dsszege akkor és csakis akkor egyenld
nullaval, ha a szdmok kiilon-kiilon nullaval egyenldk, ezért a bal oldal
mindharom tagja nulla. fgy fel tudunk irni harom 6sszetartozé egyenle-
tet, egy harom egyenletbdl allé egyenletrendszert.

X+2y-7=0
2y—-3z-1=0
x—=3z=0

Ebben az egyenletrendszerben harom ismeretlen szerepel, mindharom
legfeljebb elsd kitevon, ezért ezt az egyenletrendszert haromismeretle-
nes linearis egyenletrendszernek nevezziik. Az egyenletrendszer alap-
halmaza a valds szdmokbol képzett rendezett szamharmasok {( X;Y;Z )}
halmaza. Az egyenletrendszer értelmezési tartoméanya azon (X;y;z)

szamharmasok halmaza, amelyekre az x—3z >0 feltétel teljesiil.

Megoldas:

1. modszer:

A harom vagy tobbismeretlenes linearis egyenletrendszereket megold-
hatjuk gy, hogy az egyik ismeretlent kifejezziik valamelyik egyenlet-
bdl, és a kapott kifejezést az egyenletrendszer dsszes tovabbi egyenle-
tébe helyettesitjiikk. A helyettesitéssel mind az ismeretlenek, mind az
egyenletek szama eggyel csokken (egy ismeretlent kikiiszoboltiink).

A felirt egyenletrendszer harmadik egyenletébdl fejezziik ki az x-et.

X+2y-7=0
2y—-3z-1=0
x=32=0| = x=3z
Az x =3z kifejezést helyettesitsiik be az egyenletrendszer tobbi egyen-
letébe.
3z+2y=7
2y-3z=1 }

Akét egyenletet 6sszeadjuk: (32 +2y)+(2y—3z) =8, ahonnan y =2-t
kapjuk.

Az els6 egyenletbdl kivonjuk a masodikat: (3z+2y)—(2y—3z)=86,
ebbdl z =1 adoédik. Innen az x =3z miatt X =3. Az eredeti egyenletbe
helyettesitsiik be az x=3, y=2 és z =1 értékeket!

igy az egyenletrendszer, a feladat megoldasa a (3;2;1) szamharmas.

Ezérta (3+4- 7)2008 +(4-3-1)++/3-3 =0 egyenldség teljesiil.
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Megjegyzés:

# Mivel az egyenletrendszer masodik egyenlete az X ismeretlent nem :
tartalmazta, ezért ennél a feladatnal az x = 3z kifejezést csak az elsd
egyenletbe kellett helyettesiteni.

W Az egyenletrendszert az egyenld egyiitthatok modszerével is meg le-

het oldani.
2. modszer:
Rendezziik 4t az egyenleteket, irjuk fel az egyenleteket a kovetkezd :
formaban:
x+2y =1,

2y-3z=1

x  -3z=0. :

Konnyen észrevehetd, hogy a felirt egyenletrendszer egyenleteiben
egy-egy ismeretlen ugyanazzal az egylitthatoval szerepel: az X egyiitt-
hatoja 1, az y egyiitthatoja 2, a z-€ pedig —3. Megfigyelhetd az is, hogy
mindegyik ismeretlen két-két egyenletben szerepel. Adjuk Ossze az
egyenleteket:

2(x+2y-3z)=7+1+0,
X+2y-3z=4.

Akapott Xx+2y—3z =4 egyenletbdl rendre kivonva az egyenletrend-
szer egyenleteit, a kdvetkezoket kapjuk:

9.9. &bra Hogy is van ez?

-3z=-3,
X=3, :

Innen az egyenletrendszer megoldasa a (3;2;1) szamharmas.

1. Két konvex sokszog oldalszamainak az 6sszege 34, bels6 szogeik dsszegének a kiilonbsége 3960°.
Hany oldaluak a sokszogek? Hany atloja van a két sokszognek egyiitt?

9.10. 4bra Kiilonb6z§ konvex
sokszogekkel hatarolt test mo-
dellje
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2. Téglalap alaku, azonos belsé méretii, valtozo keretszélességii képkereteink vannak (9.11. abra).
Ha a keret szélessége 3 cm, akkor a képkeret teriilete 666 cm’-rel nagyobb, mint a belsd téglalap

teriilete. Ha a keret szélessége 5 cm, akkor a keret teriilete — -ed része a belso téglalap tertiletének.
Mekkora a képkeret belsé mérete? 54

3. Egy jet ski 32 km-t ment felfelé a folyon, majd megfordult, és
3 ora 36 perc mulva visszaért kiindulasi helyére. Egy masik al-
kalommal ugyanezzel a sebességgel haladva 16 km-t tett meg
felfel¢, és 10 km-t lefelé a folyon, Gsszesen masfél ora alatt.
Mekkora a jet ski sebessége allovizben, és mekkora a folyo se-

bessége?

9.12. dbra Szaguldas

4. Oldjuk meg az alébbi egyenletrendszereket (xe R,ye R)!

2 1 1 6 _ 1 -0
5x+1 3y-2 X+y 3x-2y 5x—2y 2x+3y
a) b) <)
7 +L_ 3 _ 3 N 3
5x+1 3y-2 X+y 2y-3x 2y—-5x 2x+3y

5. Oldjuk meg a (2x+y—z—3)° +[x—y+22+1+3x+2y+2-2=0 egyenletet a valos szamok

halmazan!

6. Egy téglatest egy csticsba futo éleinek paronként vett 6sszege 21 cm, 33 cm, 36 cm. Mekkorak az

¢lei? Mekkora a téglatest testatloja?

7. Egy téglatest oldallapjainak teriilete rendre 12 cm?®, 36 cm’,
48 cm’. Mekkora a térfogata? Mekkorik az élei? Mekkora a

téglatest testatloja?

316

MATEMATIKA_9_TANKONYV.indb 316

9.13. bra Tobb méretben is
késziil tégla
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\%’, A statisztika kifejezés
a latin status (allam,

allapot), illetve az olasz statista
(koztisztviseld, politikus) sza-
vakra vezethet0 vissza; elsoként
a német Gottfried Achenwall
hasznélta 1749-ben az allam
tevékenységével  kapcsolatos
adatok elemzésére. A 19. szazad
Soran a statisztika sz6 jelentése
Iényegesen kiboviilt.

1.1. abra Az els6 népszamlalast
Kinaban tartottak

Adatok dsszegzésere, elemzésére, tudomanyos elméletek adatok segit-
ségével torténd igazolasara vagy megcafolasara szamtalan természet- és
tarsadalomtudomanynak sziiksége van. A tomegesen eléforduld jelen-
ségek és folyamatok szambavételével, az igy nyert adatok elemzésével
foglalkozo6 tudomany a statisztika.

Gyakori eset, hogy egy-egy tudomanyhoz kapcsolodo statisztikai
alkalmazasokbol 6nallo tudomanyagak jonnek Iétre. Ilyenek példaul a
biostatisztika, a demografia, a gazdasagi statisztika, a politikai statiszti-
ka, a pszichologiai statisztika és a tarsadalomstatisztika.

A statisztikus munkaja soran bizonyos egyedek (emberek, targyak,
ételek stb.) bizonyos tulajdonsagairdl (vércsoport, kereset, partprefe-
rencia, élettartam, kaloriatartalom stb.) kivan tajékozodni. Azoknak
az egyedeknek az 6sszességét, amelyekrol informaciokat gyiijt, sta-
tisztikai sokasagnak, a vizsgalt tulajdonsagot ismérvnek nevezziik.

Egy orszagban a legszélesebb korben végzett informaciogytjtés a
népszamlalas.

Ma az orszagok tobbségében a nemzeti statisztikai szolgalat fel-
adata a népesség ¢s a lakasallomany teljes korti szambavételét szolga-
16 népszamlalasok lebonyolitasa, az Gsszegyljtott adatok kozzététele.
Hivatalos népszamlalasokra Magyarorszagon 1870 6ta évtizedenként
kertilt sor. A legutobbit 2001-ben hajtottak végre, amely mar igazodott
az ENSZ, illetve az Europai Unié Statisztikai Hivatalanak (http://epp.
eurostat.ec.europa.eu/) irdnyelveihez is, igy biztositva a nemzetkozi
Osszehasonlithatosagot.

1.1, Adatok megadasa tablazatial

1.2. abra Adatszolgaltatok
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Egy szegedi gimnazium 12. évfolyaman 2007-ben egy kérddivet tol-
tettiink ki. A kérddiv fejléce és az els6 néhany sora, az adatszolgaltatok
nevének feltiintetése nélkiil:

Név Neme Magassaga Tomege Sziletési hely Sziiletésiidé Hajszine
lany 158 46 Szeged 1988 sz6ke
lany 163 48 Szeged 1989 fekete
lany 171 57 Mako 1989 VOros
lany 167 58 Szeged 1988 barna

A magassagot egész cm-re, a tomeget egész kg-ra kerekitve adtuk meg.
Tobb ismérvnek megfelelo adatot gyiijtottiink Ossze. Ezek:

nem, hajszin (mindségi ismérvek), illetve magassag, tomeg (mennyiségi

ismérv), sziletési hely (teriileti ismérv), sziiletési id6 (iddbeli ismérv).

2012.06.25. 15:15:35 ‘



A hajszinnek megfeleld adatfajtak példaul: szoke (SZ), barna (B),
fekete (F), voros (V). A nemnek megfeleld két adatfajta: férfi, nd. (Az
olyan ismérveket, amelyeknek két adatfajta felel meg, alternativ is-
mérveknek nevezziik.)

A kérddiv alapjan 50 tizennyolc éves lany hajszin- testmagassag—
testtdmeg-adatai:

B-154-43 B-168-52 B-176-59 SZ-170-56 F-165-51
B-156-47 B-168-53 B-179-62 SZ-173-58 F-167-56
B-157-46 B-168-49 SZ-157-49 SZ-173-59 F-169-59
B-157-50 B-169-56 SZ-158-48 SZ-174-62 F-170-61
B-161-48 B-171-56 SZ-158-50 SZ-177-67 V-155-45
B-162-49 B-171-53 SZ-159-49 F-159-50 V-158-50
B-162-53 B-172-58 SZ-161-51 F-160-47 V-164-49
B-166-52 B-174-57 SZ-163-52 F-162-52 V-165-56
B-166-56 B-174-58 SZ-163-52 F-164-53 V-168-58
B-167-50 B-175-65 SZ-166-55 F-164-64 V-169-62

Az adatok ilyen formaba torténd tomoritésébdl is meg tudjuk mondani
példaul, hogy a vizsgalt lanyok k6zott hany barna haju lany van, vagy
hany olyan lany van, aki 168 cm magas. A valasz: 22 barna haji lany
van, és négy 168 cm magas lany.

Az egyes adatfajtaknak (X,) a vizsgalt statisztikai sokasagban
valo eléfordulasi szamat az adat gyakorisaganak (f,) nevezziik.
A fenti példaban a barna adatfajta gyakorisaga 22. Azt is megvizsgal-
hatjuk, hogy a barna hajszin a sokasag hanyadrészében, hany %-aban

fordul elé:Q:E-éd részében, azaz g-100%z44%-é1ban. Egy
50 25 50
adatfajta relativ gyakorisagan (g,) az adatfajta gyakorisaganak és
f.
a sokasag elemszamanak (n) a hanyadosat értjiik | g, =— |, ezt
n

%-ban is megadhatjuk.

Az adatfajtakbol és gyakorisagukbol all6 parok a sokasag adott is-
mérv szerinti gyakorisagi eloszlasat alkotjak, amelyet tablazatba (tin.
kontingenciatablazatba) foglalhatunk, ill. szemléltethetjiik grafikusan.
A tovabbiakban erre mutatunk néhany példat.

| e— . L T

- 1palk - Adjuk meg a fent vizsgalt sokasag hajszin szerinti ;

i eloszlasat! '

Hajszin (X, ) Gyakorisag ( f,)  Relativ gyakorisag ( g, )%

Barna 22 44
Sz6ke 13 26
Fekete 9 18
Voros 6 12
z 50 100
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1.3. 4bra Mérés

1.4. abra Mennyi?!
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2, v4lds Adjuk meg a fent vizsgalt sokasag testmagassag
szerlntl eloszlasat!
A vizsgalt sokasdgban a testmagassagok 154 cm-tdl 179 cm-ig terjed-
nek, az adatfajtak szdma (26) a sokasag méretéhez, elemszamahoz (50)
képest nagy. Ilyenkor az adatokat célszerti tovabb csoportositani. Az
adatokat 6tds csoportokba oszthatjuk. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a ma-
gassagokat 5 cm-es osztalyokba soroltuk (az osztalykozszélesség 5).

Testmagassag (cm) Az intervallumhoz tartozé6 ~ Relativ gyakori-

gyakorisag () sag (g;) %

(151)-155 2 4
156-160 10 20
161-165 12 24
166-170 14 28
171-175 9 18
176-(180) 3 6

> 50 100

Az adatok osztalyba soroldsa az adatok jobb atlathatosagat, konnyebb
kezelhetdségét teszi lehet6ve, ugyanakkor informaciovesztéssel jar.

04l Adjuk meg a fent vizsgalt sokasag testtomeg sze- :
! rinti eloszlasat! ;
1.6. Abra Nem is olyan nagy a Kil= & -

0 2 & i 0 ! .7 .
I6nbség, még te is megnéhetsz! A 2. példaban latottakhoz hasonldan jarunk el, a tomegeket 3 kg-os osz-

talyokba soroljuk (az osztalykozszélesség 3).

Testtomeg (kg) Az intervallumhoz tartoz6 ~ Relativ gyakori-
gyakorisag ( f;) sag (g)) %
(42)-44 1 )
45-47 4 8
48-50 12 24
51-53 1 29
54-56 7 14
1.7. abra Melyikiink atlagos? 57-59 8 16
60-62 4
63-65 2 4
66—(68) 1
= 50 100
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1.2, Adatok grafikus abrazolasa

Az adatok szemléltetési modjat, a diagramtipus kivalasztasat a vizsgalt
ismérv, a feladat hatarozza meg.

a) Osztott kordiagram: készitése soran egy korben az egyes adatfaj-
taknak olyan diszjunkt korcikkeket feleltetiink meg, melyeknek a ko-
zépponti szdge (€s igy teriilete) aranyos az adatfajta gyakorisagaval.
Az abrazolashoz ki kell szamolnunk az egyes adatfajtaknak megfeleld

. . . . 360° 360°
korcikkek kozépponti szogeit az a; =—— f, = 100 g, Osszefliggés
n
alapjan, ahol f, az egyes adatfajtak gyakorisaga, g; pedig a relativ gya- B bama B fekete
korisag. Altalaban a sokasag szerkezetét szemléltetjiik igy. W szke B vords

A hajszinre vonatkozo6 tablazat adatai alapjan az egyes hajszineknek
megfeleld korcikkek kozépponti szogei:

_360° 360°

1.8. abra 18 éves lanyok hajszin
szerinti eloszlasa

Bama — £~ 22 = 1581 401 aSsze = 13 = 93, 60,
50 50

Apekete = 360 9= 641801 Aysss = 360 6= 431 2°,
50 50

b) Oszlopdiagram: az egyik tengelyen intervallumokat jeloliink ki,
s ezeket az egyes adatfajtaknak feleltetjilk meg. Ezutan az intervallu-
mokra olyan téglalapokat szerkesztiink, amelyeknek a teriilete aranyos
amegfeleld adatfajta gyakorisagaval. Gyakran egyenld hosszl interval-
lumokat jel6liink ki, ilyenkor a téglalapok magassaga aranyos a megfe-
lel6 adatfajta gyakorisagaval.

Ha az oszlopok hézag nélkil helyezkednek el, akkor hisztogramrol
beszéliink. Altalaban idésorokat abrazolunk igy.

gyakorisag
A

16 i
14
12
10 I .

8 -

6 : .

4 !

2 k] ¥

= "'r.\,
L N % : :
test- -
(151)- 156- 161- 166- 171- 176- magassdg i : - e 2
155 160 165 170 175 (180) (cm) o

1.9. abra: A 18 éves lanyok magassaganak 5 cm-es csoportgyakorisaga

¢) Gyakorisagi poligon: az egyik tengelyen intervallumokat jeldliink : 1.10. abra Kér vagy oszlop?
ki, s ezeket az egyes adatfajtaknak feleltetjilk meg. Ezutan az interval-
lumok kozéppontja folott jeloliink ki a megfeleld adatfajta gyakorisa-
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gaval aranyos magassagban pontokat, s ezeket egyenes szakaszokkal
kotjiik 6ssze.

gyakorisag
A

1.11. abra Ez jot vagy rosszat je-
lent?

1.12. abra: 18 éves lanyok testtomegének gyakorisagi poligonja

A sokasdgrol gytijtott adatok tablazatba foglalasa, diagrammal torténd
szemléltetése mar sokat elarult a sokasag adott ismérv szerinti eloszla-
sardl, tovabb mélyitené ismereteinket azonban, ha olyan szdmadatokat
talalnank, amelyek a gyakorlatban jol értelmezhetdk, és szemléletes
tartalmuk van.

A kozépértékek olyan mutatoszamok, amelyek lehetévé teszik,
hogy egy szdmsokasag valamely tulajdonsagat egyetlen szammal jel-
lemezziik. Ett6l a szamtol elvarjuk, hogy az egész sokasagot reprezen-
talja, tdjékoztasson a szamok atlagos elhelyezkedésérodl és tipikus érték
legyen, mely konnyen és egyértelmiien kiszdmithato.

|, g2l Egy tanuld az egyik tanévben a kivetkezé osztaly-
zatokat szerezte matematikabol: 1,3,4,3,5,3,4,4,3,3,5. Amatemati-
2.1. 4bra Ki mondta, hogy nem : | katanara felajanlotta neki, hogy a bizonyitvanyba keriil6 osztalyzata- :
letezik atlag? i nak kiszamitasi modjat az alabbi értékelések koziil kivalaszthatja:
| az év végi osztilyzata matematikabol egyenld :
i a) az osztalyzatok Osszegének és szdménak hényadoséaval, egészre :
¢ kerekitve; '
| b) a legtobbszor eléforduld osztalyzattal; .
: ¢) amonoton ndvekeds sorrendbe rendezett osztalyzatok koziil a ko-
. zéps0 osztalyzattal.
i Melyik értékelési modot valassza a tanuld, ha a legjobb osztalyzatot :
| szeretné kapni? :
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Megoldas:
Vizsgaljuk meg mindharom modozatban az elérhetd osztalyzatot!
a) Az osztalyzatok 6sszegének és szaménak hanyadosa: o
1+3+44+3+5+34+4+4+3+3+5

11
leggyakrabban hasznalt szamitott kozépérték, a szamtani kozép
vagy atlag.

= 3,45, amely nem maés, mint a

matematika | kdzepes

..............................................................................................

Daflnf<ido  Szamsokasag atlaga vagy szamtani Kkozepe :
: egyenld a szaimsokasagban szereplé szimok osszegének és szi- :
: manak hanyadosaval. Jelélése: X . (Olvasva: x atlag.)

...................................................................................................

XX et X,

Matematikai jelekkel: X , ahol X, X,,..., X, aszam-

2.2. dbra Mo vagy Me vagy X ?
sokasagban eléforduld szamok, n a szamsokasag elemszama (pozitiv
egeész).
Tehat X = 3,45, amelynek egészre kerekitett értéke alapjan az a) valto-
zat szerint elérhetd osztalyzat a 3-as.

b) Az osztalyzatok gyakorisagi eloszlasa:

Osztalyzatok 1 2 3 4 5
Gyakorisag 1 0 5 3 2

A leggyakrabban eléforduld osztalyzat az az osztalyzat, amelynek a
gyakorisaga a legnagyobb, ennél a feladatnal tehat a 3-as. Ez az osz-
talyzat a tipikus, a leginkabb jellemz6 értéket adja, e koriil stirtisddnek
az adatok, igy egyik fontos jellemzdje a sokasagnak.

Usilfdd A szamsokasagban legtobbszor eléfordulé sza- :
: mot a szamsokasag moduszanak nevezziik. Jelolése: Mo.
A modusz a helyzeti kozépértékek kozé tartozd mutatd. Eléfordulhat,
hogy tébb olyan szam is van a sokasagban, amelyeknek maximalis a
gyakorisaga, ilyenkor a sokasagnak to6bb modusza van.
(A médusz sz6 a mode sz6bol szarmazik, jelentése: tipikus, divatos.)
Az osztalyzatok modusza tehat: Mo =3, a b) valtozatban kaphat6 ér-
demjegy a 3-as. Kozépértékek

. .. 1 Szamitott kozépértékek
¢) Az osztalyzatok monoton névekedé sorrendbe rendezve: 1,3,3,3,3, 4

3,4,4,4,5,5. Szamtani kozép, atlag
A kozéps6 osztalyzat a sorrendben a hatodik adat, azaz a 3-as. Ez az

adat (a pirossal jelolt 3-as) két azonos elemszamu részre osztja a soka- Helyzeti kozepértekek

sagot, a sorrendben el6tte allo adatok nala nem nagyobbak, a mogotte Mddusz
allok pedig nem kisebbek. A 3-at a szamsokasag medidnjanak nevez- Medidn

ziik. Mivel az adatok elhelyezkedésérdl ad informaciot, ezért a helyzeti

kozépértékek kozé tartozo mutato. 2.3. abra Kapcsolat
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360 ezer

’llll

80 ezer
2.4. abra Micsoda kiilonbség!

2.5. abra Ki nevet a végén?

324
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..............................................................................................

Uaiinfddo  Rendezziik nagysag szerint nem csokkend sor—
rendbe a szdmsokasag szamait! :
: Ha paratlan sok adatunk van (n =2k +1), akkor a szamsoka-
sag medianja a kozépsé adat (a k + 1 -edik szam). E
i Ha paros sok adatunk van (n = 2k), akkor a median a két ko- :
i zépsé (a k-adik és a k + 1 -edik szam) szam szamtani kozepe. Je- :
¢ lolése: Me. :
(A median latin eredetii sz0, jelentése kdzépso, kdzépen levo.)

...................................................................................................

A median tulajdonsagai:

az adatoknak legalabb a fele nem nagyobb, és legalabb a fele nem

kisebb a mediannal;

Tekintslk az x,; X,; ... X, SzZamsokasagot és x egy tetszbleges valos
szém. EKKor az |X— X, |+|X—X,|+...+|x— X | az adatok mediantol vett
tavolsagainak 6sszege minimalis, ha x = Me.

Az osztalyzatok medianja tehat: Me =3, igy a c) valtozatban kaphato
osztalyzat a 3-as.

Tehat a tanuld mindharom esetben 3-as osztalyzatot kapna, ezért bar-
melyik értékelési rendszert valaszthatja.

"{ 7, 04lds Egy takarito kft. dolgozoinak netto keresetenek
gyakorlsagl eloszlasa a kovetkezo: ]

Asszisztens,
konyveld

Netto keresetek
(ezer forintban) 80 100 180 360

Gyakorisag 8 3 2 1

Takaritok | Ellen6rok Ugyvezetd

a) Hatarozzuk meg a keresetek moduszat, medianjat!
i b) Hatarozzuk meg az étlagkeresetet!

Megoldas:

a) A tablazatbol jol 1athato, hogy a 80 ezer forintos keresetek fordulnak
el6 legtobbszor a sokasagban, ezért a sokasag modusza: Mo =80 ezer
forint.

Az adatsokasagunk 14 szambol all, tehat a median a keresetek nem
csokkeno sorrendjében a hetedik és a nyolcadik adat szamtani kozepével
egyenld. A sorrendben elészor a 8 db 80 ezer forintos, aztan a 3 db 100
ezer forintos, majd az 2 db 180 ezer forintos €s végiil 1 db 360 ezer fo-
rintos kereset kovetkezik. Tehat a hetedik és a nyolcadik adat is 80 ezer
forint, igy az atlaguk, vagyis a sokasag medianja: Me =80 ezer forint.
b) Vegyiik észre, hogy tobb olyan adat is van, amely nemcsak egyszer
fordul el6 a szamsokasagban, ezt figyelembe véve az atlag kiszamitasat
végezhetjlik gyorsabban:
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= 8-80+3-100+2-180+ 360 ~118,6 ezer forint.
8+3+2+1
Az atlagfizetést 6sszevetve az el6fordulo fizetésekkel megallapithatjuk,
hogy a szamtani kdzép 6nmagaban nem jellemzi jol a fizetésviszonyo-

kat, néhany kiugréan magas fizetés nagyon megemelte, eltorzitotta.

Az atlag tulajdonsagai:

¢érzékeny a szélsdséges adatokra;

az adatok atlagtol vett eltéréseinek 6sszege nulla;

az adatoknak az atlagtol vett eltéréseinek négyzetdsszege minimalis.
A statisztikus altaladban nagyon sok adattal foglalkozik; ma mar a vizs-
galt sokasagra jellemz6 kozépértékek, mutatok szamitasat szamitogé-
pek segitségével végzik.

A kozépiskolaban hasznalatos szamologépek is lehetdséget adnak bizo-
nyos statisztikai jellemzok kiszamitasara. Az alabbiakban a 2. példaban
szerepld adatok atlaganak szamitasat mutatjuk be 1épésrol 1épésre, két
kiilonboz6 ,,logikaji” szamologépen.

Az egyik ,,A” tipusnal:

Billentyiik sorrendben Kijelzé
1. 1épés:
statisztikali STAT
tzemmod 0
beallitasa
DATA STAT
S o] [s g
STAT

DATA
2 tepés: SN I A O 11

az adatok STAT

bevitle g I IO 13

DATA STAT
S0l [t 14
3. 1épés: < STAT
az atlag eld- X—>M 118,57143(z f)

hivasa

2.8. abra Ugye, milyen szeml¢letes?
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2.6. abra Kaviaros szendvics =
_ ladag kaviar +1szelet kenyér
2

2.7. abra Szamologép ,,A”
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Egy masik ,,B” tipus esetén:
Billentytik sorrendben Kijelzo

1. 1épés:

statisztikai
szerkesztd kép-

1:ab/c 2:d/c
3:STAT 4:Disp
5:<CONT>

SHIFT MODE Q
erny6 megjele-

nitése
Frequency?
~ 1:ON 2:0FF

Az billentyli megnyomasaval statisztikai modban, a
kijelzon megjelenik a frekvencia (a gyakorisag) oszlopa.

2.9. abra Szamolégép ,,.B MODE 1:COMP  2:STAT
3. TABLE

1:1-VAR 2:A+BX

3:-+CX2 4:InX

5:C"X
X FREQ
1| m—
2
3
2. 1épés: q g<0 FRlEQ
az adatok n n = 2| —
bevitele
X FREQ
1| 80 8
BE | |
3
Az x oszlopaba az adatok szameértékét
kell bevinni, a FREQ oszlopaba pedig
az adat gyakorisagat. Az oszlopok
— . mez6i a REPLAY billentyii megfelels ;| X | FREQ
) ir il A 2| 100 3
2.10. dbra Kévessik az utasita- iranyba mutat6 nyilanak lenyomasaval 3| o0 ‘ ? ‘
sokat!
érhet el.
3. lépés: SHIFT STAT, 1:Type 2:Data
statisztikai 1 SEdit - 4:Sum
oot [ 5:Var 6:MinMax
szamitasi kép-
emyé, Iin 2:x
a% é'tlag eléhi- 3:xon 4:xon-1
vasa

= X STAT

118.5714186
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1. Az alabbi lista 25 tizendt éves fit adatait tartalmazza, az 6sszetartozo adatok rendre testmagassag —
az el6z6 tanév végi matematika osztalyzat. A testmagassagokat egész cm-re kerekitve adtuk meg.

154-3 159-5 161-5 164-3 165-3
156-3 160-2 162-3 164-4 166-4
157-4 160-2 163-3 164-4 167-2
157-5 161-3 164-2 164-4 167-3
158-4 161-4 164-2 165-3 168-2

Gyakorisag

a) Adjuk meg a testmagassagok gyakorisagi closzlasat tablazattal, és szemléltessik oszlopdiagram-
mal!

b) Adjuk meg a matematika osztalyzatok gyakorisagi eloszlasat tablazattal, és szemléltessiik kordi-
agrammal!

2. Egy osztaly torténelem tantargybol elért félévi osztalyzatainak gyakorisagi eloszlasa:

Osztalyzatok (x,) 5 4 3 2 1
Gyakorisag ( f,) 5 6 7 2 1

a) Hatarozzuk meg az osztalyzatok atlagat, méduszat, medianjat!
b) Szemléltessiik kérdiagramon az osztalyzatok gyakorisagat!

3. Egy kosarlabda-mérkézésen az egyik jatékos kipontozodasa utan a
palyan levé jatékosok magassaganak egész centiméterre kerekitett at-
laga 1 cm-rel kisebb, mint amennyi volt az emlitett jatékos tdvozasa
elétt. Hany centiméter magas a kipontozdodott jatékos? (2.11. abra)

4. Hogyan valtozik az 1,3,3,3,3,7,7,2,2,2,5,5,5,5,5 szamokbdl allo
sokasag atlaga, modusza, medianja,
a) ha minden eleméhez hozzaadunk 5-6t?
b) ha minden elemét megszorozzuk —2-vel?

5. Egy osztaly matematikadolgozatanak eredménye a kdvetkezékép-
pen alakult: négy jeles, valahany jo, tiz kozepes, nyolc elégséges és
harom elégtelen.

a) Hanyan irtak jo osztalyzati dolgozatot, ha az osztalyatlag 3,00-nal
nagyobb és 3,05-nal kisebb?

b) Abrazoljuk oszlopdiagrammal az osztalyzatok gyakorisagat!

¢) Adjuk meg az osztalyzatok méduszat, medianjat!

6. Van-e olyan kilenc pozitiv egész szambol all6 szamsokasag, amely-
nek medianja 3, az atlaga 2008 és modusza
a)2;
b) 28;
c) 1848;
d) 81287

2.11. 4bra Milyen magas vagyok?
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%% Fuggelek

% Szakkifejezések listaja

0-ra redukalas™ 274
abszcissza* 103
abszolut érték* 264
abszolutérték-fiiggvény* 261
algebrai egész kifejezés™ 46
algebrai kifejezés™ 46
algebrai tort értelmezési tartomanya™ 46
algebrai tort* 46
allitas™ 255
aszimptota 142
atlag* 322
atlo* 163
atméro* 180, 230
azonossag* 257
behelyettesitd modszer* 305
belso szog* 164
csucsszogek* 160
deltoid* 176, 194
derékszogli haromszog™ 193
Descartes-féle derékszogl koordinata-rendszer*
103
Descartes-szorzat 37
diszjunkt halmaz* 35
egész rész* 146
egészrész-fliggvény 146
egyallast szogek™* 160
egyallasu vektorok* 243
egybevagdsagi transzformacio® 215
egyenes aranyossag™ 237
egyenlet alaphalmaza* 257
egyenlet értelmezési tartomanya* 255
egyenlet fogalma* 254
egyenlet igazsaghalmaza™ 256
egyenlet megoldasa* 259
egyenlet megoldashalmaza* 256
egyenletrendszer alaphalmaza™ 312
egyenletrendszer értelmezési tartomanya™ 314
egyenlo egyiitthatok modszere™ 307
egyenld oldala haromszog* 224
egyenld szari haromszog* 173
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egyenlétlenség fogalma™ 278
egynem kifejezések™ 62
egytagu, tobbtagu kifejezés* 47, 63
egyiitthato™* 46
egyvaltozos, tobbvaltozos kifejezés™* 46
ekvivalens atalakitas* 268
ellentétes iranyitasu vektorok* 243
ellentmondas™ 85, 257
elojelfiiggvény vagy szignumfiiggvény 149
els6foku fiiggvény™ 111
elsdfoku kétismeretlenes egyenletrendszer* 302
eltolas* 214
eltolasi szimmetria* 219
érintési pont* 180
érint6* 180
érintonégyszog™ 234
érintdszakasz* 232
értékkeszlet* 98
értelmezési tartomany™> 47
fixpont™ 216
fokszam* 63
forditott aranyossag* 137
forgdsszimmetria® 217
fiiggvény grafikonja* 107
fiiggvény helyettesitési értéke* 99
fiiggvény* 98
fliggvényeérték-transzformacio* 117
geometriai transzformacio® 214
grafikus modszer*® 259
gyakorisag* 319
gyakorisagi eloszlas* 319
gyakorisagi poligon* 321

halmazok egyenlésége* 14
hamis megoldas* 267
haromismeretlenes linedris egyenletrendszer™

314
haromszog koré irhatd kor* 187
haromszog oldalfelez6 merdlegese* 187
haromszog sulypontja™ 227
haromszdg sulyvonala® 226
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haromszog szogfelezdje* 190

haromszogbe irhato kor* 190
hdaromszog-egyenldtlenség™ 169
haromszdgszabaly* 224
haromtagu 6sszeg négyzete 70
hegyesszogii haromszog™ 174
helybenhagyas (identitds)* 216
helyettesitési érték* 101
Heron-képlet 198
hiperbola™ 138
hisztogram™ 321
har* 180
intervallum* 23
invarians egyenes® 216
iranyitott szakasz* 215
ismérv 318
ivmérték* 240
kanonikus alak* 83
képhalmaz* 98
ket halmaz kiilonbsége™ 35
két halmaz metszete* 34
két halmaz unigja* 33

két tag kobének az osszege és kiilonbsége™ 70
ket tag 6sszegének és kiilonbsegének a kobe* 69
két tag dsszegenek és kiilonbségének a négyzete™

66
két tag dsszegének és kiilonbségének a szorzata™

68
két vektor 0sszege* 244
kiegészitd szogek* 160
komplementerhalmaz® 36
konkav (ponthalmaz)* 162
konstans fliggvény* 111
konvex (ponthalmaz)* 162
kolesonosen egyértelmi fiiggvény™ 98
kor* 15, 195
korcikk*® 180, 238
koriv * 180
korlap* 15, 180
korszelet* 180
kozépérték™* 322,323
kozépponti sz6g* 236
kdzéppontos szimmetria* 214
kdzéppontos tikrozés* 214
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kiils6 szog*

legkisebb kozds tébbszords*
legnagyobb kozos 0szto*
linearis fiiggvény™*

linearis tortfiiggveny™
logikai fiiggvény

logikai szita harom halmazra™
logikai szita két halmazra®
magassagpont™

masodfoku fiiggvény*
maximum*

median®

mellékszdgek*

meredekség*

mérlegelv*

merdleges szaru szogek™
metszetképzeés tulajdonsdagai™
minimum*

modusz*

n-ed rendiien forgasszimmetrikus
negativ egész kitevojii hatvany™
négysz6g kdzépvonala*
négyzet*

négyzetgyok™
negyzetgyokfiiggvéeny™
normalalak*

nulla kitevdjii hatvany™
nyildiagram*

ordinata*

oszlopdiagram*

oszthatosag tulajdonsagai*

165
90
88

111

144

256
41
39

225

122

119

323

160

110

265

160
34

116

323

218
55

225

176

125

125
58
55

106

103

321
81

oszthatosagi szabalyok tizes szamrendszerben*

oszto*

osztott kdrdiagram*
Osszeflizéses modszer™
Osszetett szdm™
paralelogramma*
paratlan fiiggvény™
parhuzamos szaru szogek™
paros fiiggvény™
periodikus™
permanenciaelv*
Pitagorasz-tétel*

87
80
321
244
83

176, 194, 218

141
160
116
149

55
201
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%% Fuggelek

Pithagorasz-tétel megforditasa*
polinomok gydkei*

pont képe*

pont koriili elforgatas*
potszdgek*

pozitiv egész kitevdjli hatvany fogalma*
primszam*

radian™

relativ gyakorisag™

relativ prim*

részhalmaz fogalma
rombusz*

sokasag*

sugar*

szabalyos sokszdg*
szamegyenes™

szamelmélet alaptétele™
szamrendszer*
szézalékszamitas*

szelo*

szigoru monoton csékkenés™
szigort monoton novekedeés™

211
72
214
214
160
49
83
240
319
88
29
195
12,318
180
178
23
84
93
26
180
110
110

f Javasolt linkek gy(ijteménye

Ha valaki szeretne elmélyedni a tankdnyvben targyalt tananyagban, az internetet is segitségiil hivhatja.
A kovetkez6kben olyan oldalak listajat adjuk meg, amelyeken érdemes bongészni. Hangstlyozzuk, hogy
a valogatasunk szubjektiv, és az dsszeallitas idopontjaban fennallo pillanatnyi allapotnak felel meg.

Feladatok

szimmetrikus kiilonbség (differencia)

szogtartd transzformacio*
tavolsag*

tavolsagtartd transzformacio™

téglalap*

teljes négyzetté kiegészités™
tengelyes szimmetria*
tengelyes tikrozés™
Thalész-kor*

Thalész-tétel*

Thalész-tétel megforditasa™
tompaszdogii haromszog*
tort rész

tortrész-fiiggvény

trapéz*

unioképzes tulajdonsagai*
valddi részhalmaz fogalma
valos fiiggvény™
valtoszogek™

valtozo transzformacio®
vektor*

zérushely*

40
215
169
249
194

75
217
214
230
230
230
187
148
148
194

34

30
103
160
118
215
108

http://tudasbazis.sulinet.hu/hu/matematika/matematika/tevekenysegek-matematika-feladatok-

gyujtemenye

http://www.versenyvizsga.hu/hun/index.html

http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmpo11.htm
http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmpo12.htm
http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmpo13.htm
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http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmte02.htm
http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmte03.htm
http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmtel1.htm
http://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmte12.htm
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